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7 Princip sudosti, Věta Havla-Hakimiho

7.1. Opravené zadáńı: Předpokládejme, že graf G = (V,E) má 20 vrchol̊u stupně 2, dále má 15 vrchol̊u
stupně 4 a počet hran v grafu je |E(G)| = 78. Jestlǐze v́ıme, že všechny daľśı vrcholy v grafu jsou stupně 7,
kolik vrchol̊u stupně 7 je v grafu G? Zapǐste také, jaký je celkový počet vrchol̊u tohoto grafu, |V (G)| =?

Z principu sudosti (Věta 1.1 – viz např. přednáška) plat́ı:

n∑
i=1

deg(vi) = 2 · |E(G)|, kde n = |V (G)|.

Po dosazeńı informaćı o počtech a stupńıch vrchol̊u a o počtu hran ze zadáńı dostáváme:

20 · 2 + 15 · 4 + x · 7 = 2 · 78
7x = 156− 40− 60
7x = 56
x = 8.

Graf G má 8 vrchol̊u stupně 7 a celkový počet vrchol̊u je |V (G)| = 20 + 15 + 8 = 43.
Jiné řešeńı:
Dle starého zadáńı mělo být v grafu 74 hran. Potom z principu sudosti (Věta 1.1 – viz např. přednáška)
plat́ı:

n∑
i=1

deg(vi) = 2 · |E(G)|, kde n = |V (G)|.

Po dosazeńı informaćı o počtech a stupńıch vrchol̊u a o počtu hran ze zadáńı dostáváme:

20 · 2 + 15 · 4 + x · 7 = 2 · 74
7x = 148− 40− 60
7x = 48
x = 48

7 .

Takový graf G nemůže existovat a proto by úloha úloha neměla řešeńı.

7.2. Ověřte, zda je daná stupňová posloupnost grafová, tj. zda existuje graf s vrcholy, jejichž stupně od-
pov́ıdaj́ı dané č́ıselné posloupnosti. V př́ıpadě, že daná posloupnost grafová je, využijte zpětný postup z
ověřeńı dle Věty Havla-Hakimiho a graf zkonstruujte. K vrchol̊um v nakresleném grafu zapǐste jejich stupně.
Stupňová posloupnost:

a) (7, 7, 7, 7, 4, 4, 3, 3),

b) (6, 6, 5, 5, 4, 3, 2, 1).

Pomoćı postupu dle věty Havla-Hakimi ověř́ıme, zda jsou zadané posloupnosti grafové.

ad a)
(7, 7, 7, 7, 4, 4, 3, 3) ∼H−H (6, 6, 6, 3, 3, 2, 2) ∼H−H (5, 5, 2, 2, 1, 1) ∼H−H

(4, 1, 1, 0, 0) ∼H−H (0, 0,−1,−1)

Posledńı posloupnost obsahuje i záporná č́ısla a neńı grafová. Podle věty Havla-Hakimi tedy ani prvńı
(zadaná) posloupnost neńı grafová.

ad b)
(6, 6, 5, 5, 4, 3, 2, 1) ∼H−H (5, 4, 4, 3, 2, 1, 1) ∼H−H (3, 3, 2, 1, 0, 1) ∼

(3, 3, 2, 1, 1, 0) ∼H−H (2, 1, 0, 1, 0) ∼ (2, 1, 1, 0, 0) ∼H−H (0, 0, 0, 0).

Posledńı posloupnost obsahuje jen nuly a je tedy grafová. Podle věty Havla-Hakimi je i prvńı (zadaná)
posloupnost grafová. Tj. existuje graf s danou stupňovou posloupnost́ı. Možných graf̊u může být v́ıce.
Jeden z možných graf̊u včetně postupu, kde přidávané vrcholy jsou vyznačeny modře, je na obrázku.
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