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5 Princip inkluze a exkluze, rekurence

5.1. Kolik je v množině [1, 100] č́ısel, která nejsou dělitelná ani 3, ani 13?

Je zřejmé, že |[1, 100]| = 100.
Nejdř́ıve urč́ıme, počet č́ısel v celoč́ıselném intervalu [1, 100], která jsou dělitelná alespoň jedńım z č́ısel

3, 13. Tento počet označ́ıme y. Potom je ovšem počet všech č́ısel z intervalu, která nejsou dělitelná ani
jedńım z č́ısel 3, 13, x = 100− y.

Určeme y. Označme Ai množinu všech č́ısel z [1, 100], která jsou dělitelná i ∈ {3, 13}. Potom |A3 ∪A13|
je počet č́ısel v celoč́ıselném intervalu [1, 100], která jsou dělitelná alespoň jedńım z č́ısel 3, 13. Tedy
y = |A3 ∪A13|. Pro výpočet |A3 ∪A13| potřebujeme princip inkluze a exkluze, tud́ıž

y = |A3 ∪A13| = |A3|+ |A13| − |A3 ∩A13|,

přičemž |A3| = ⌊1003 ⌋ = 33, |A13| = ⌊10013 ⌋ = 7, |A3 ∩A13| = ⌊10039 ⌋ = 2.
Dostáváme y = |A3 ∪A13| = 33+ 7− 2 = 38. Odtud x = 100− 38 = 62. V intervalu [1, 100] je 62 č́ısel,

která nejsou dělitelná ani 3, ani 13.

5.2. Jaký koeficient je v rozvoji výrazu (x− 2y2)15 pomoćı binomické věty před členem s y14?

mMocninu dvojčlenu rozeṕı̌seme podle binomické věty

(a+ b)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
akbn−k.

V binomickém rozvoji se členy x a −2y2 zadaného dvojčlenu vyskytuj́ı jen v mocninách s mocniteli od
0 do 15. Vyskytuje-li se v členu rozvoje y14, muselo vzniknout umocněńım členu −2y2, a to konkrétně
(−2y2)7 = (−2)7y14 = −128y14. Protože mocnitel druhého členu je 7, tak v́ıme, že n − k = 7 a n = 15.
Odtud k = 8, a to je mocnitel prvńıho členu.

Proto celý člen s y14 vypadá takto: (
15

8

)
x8(−128)y14.

Dále (
15

8

)
=

15 · 14 · 13 · 12 · 11 · 10 · 9
7 · 6 · 5 · 4 · 3 · 2

= 13 · 11 · 9 · 5 = 6435.

Koeficient před členem s y14 je 6435 · (−128) = −823 680.

5.3. Mějme posloupnost zadanou rekurentně takto:

a1 = 1, a2 = 2, an = 2an−1 + 35an−2.

Najděte nejdř́ıve obecný tvar řešeńı této rekurentně zadané posloupnosti. Potom najděte konkrétńı řešeńı
s t́ım, že zohledńıte podmı́nky a1 = 1, a2 = 2.

Nejdř́ıve nalezneme charakteristickou rovnici. Ta je:

x2 − 2x− 35 = 0.

Užit́ım Vietovy věty dostaneme kořeny λ1 = 7, λ2 = −5. Dostaneme OBECNÉ ŘEŠENÍ:

an = α17
n + α2(−5)n.

Abychom určili konkrétńı řešeńı, muśıme určit α1, α2. Pro n = 1, dostaneme

1 = a1 = 7α1 − 5α2.

Pro n = 2, máme
2 = a2 = 49α1 + 25α2.

Vyřeš́ıme soustavu dvou rovnic o dvou neznámých a dostaneme α1 =
1
12 , α2 = − 1

12 .
A máme konkrétńı řešeńı:

an =
1

12
7n − 1

12
(−5)n.


