
Integrace racionálńıch lomených funkćı
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Abstrakt

Tento článek je koncipován jako rozš́ı̌rený zápis pr̊uběhu prvńıho soustředěńı z předmětu Ma-
tematika II pro studenty 1. ročńıku kombinovaného studia na Fakultě strojńı, VŠB-TU v Ostravě.
Rozeb́ıráme zde praktický postup integrace tzv. racionálńıch lomených funkćı (RLF), tedy výpočtu∫

P (x)
Q(x)

dx,

kde P (x) a Q(x) jsou libovolné polynomy.
Text je určen k př́ıpravě na zkoušku z předmětu Matematika II.

Motivace. Polynomy jsou asi nejd̊uležitěǰśı elementárńı funkce v tom smyslu, že na základě Taylo-
rovy věty lze libovolně komplikovanou (elementárńı) funkci přinejmenš́ım na nějakém okoĺı libovolného
bodu s libovolnou přesnost́ı aproximovat (tzv. Taylorovým) polynomem. Toho se často využ́ıvá v praxi,
kdy se nějaká reálná data nahrad́ı vhodným polynomem. Odtud prameńı potřeba znalosti práce s po-
lynomy (součet, součin, pod́ıl a jejich derivace a integrál).

RLF nav́ıc často vystupuj́ı při řešeńı komplikovaných integrál̊u substitučńı metodou. Totiž, zejména
při substitućıch 2. druhu (iracionálńı substituce, goniometrické substituce, aj.) se složitý integrand
pomoćı vhodné substituce převád́ı právě na RLF a úloha se tak redukuje na problém integrace nějaké
racionálńı lomené funkce.

Definice. Polynomem neboli mnohočlenem v proměnné x rozumı́me libovolnou funkci tvaru

P (x) = anxn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x + a0.

Č́ısla a0, . . . , an ∈ R nazýváme koeficienty polynomu P (x) a č́ıslo deg P (x) = n, tedy nejvyšš́ı mocninu,
nazýváme stupněm polynomu P (x). Pro polynom stupně n použ́ıváme také označeńı Pn(x), zejména
chceme-li zd̊uraznit o polynom jakého stupně se jedná.

Letmé seznámeńı. Pro některé velmi jednoduché polynomy umı́me RLF zintegrovat pomoćı zá-
kladńıch integračńıch vzor̊u, např́ıklad∫

x3 − 2x + 1
x2 dx =

∫
xdx− 2

∫
1
x

dx +
∫

1
x2 dx =

1
2

x2 − 2 ln(x)− 1
x

+ c∫
2x

x2 + 1
dx = ln(x2 + 1) + c∫

2
x2 + 1

dx = 2arctan(x) + c

To je kupodivu vše co může vyj́ıt při integraci RLF. Tedy řešeńım je obecně součet

– polynomu,

– lomené funkce,

– přirozeného logaritmu a

– funkce arkus tangens.
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Algoritmus řešeńı. Naš́ım ćılem tedy bude přepsat RLF na součet jednoduchých (tzv. parciálńıch)
zlomk̊u, které pak snadno zintegrujeme. Důležité je, že to lze provést pro libovolné polynomy P (x)
a Q(x). Nauč́ıme se univerzálńı recept, jakousi kuchařku uvařit integrál z jakékoliv RLF, a nav́ıc jen
ve čtyřech kroćıch:

1. převod na polynom + ryze lomená funkce (děleńı)
2. rozklad jmenovatele na součin kořenových činitel̊u
3. rozklad RLF na součet parciálńıch zlomk̊u
4. integrace parciálńıch zlomk̊u

Pro pochopeńı strategie rozkladu na parciálńı zlomky prozkoumejme vyřešenou úlohu 1.–3.:

x6 − 2x5 + 11x4 − 13x3 + 67x2 − 71x + 67
(x− 1)2(x2 + 2x + 7)

= x2 − 2x + 7 +
4

x− 1
+

6
(x− 1)2

+
3x + 4

x2 + 2x + 7
.

Funkce na levé straně vznikla převodem funkce z pravé strany na společného jmenovatele (přesvědčte
se o tom!). Stač́ı tedy vědět, že naše úloha je obrácená úloha k převodu funkce na společného
jmenovatele. Snaž́ıme se tedy naj́ıt funkci, která (když převedeme na společného jmenovatele a
roznásob́ıme) je rovna našemu zadáńı.

Integrál funkce na levé straně je tedy součtem integrál̊u funkćı na pravé straně, které jsou stejného
typu jako ukázkové př́ıklady z předchoźıho odstavce.

Pojd’me jednotlivé kroky bĺıže rozebrat.

1. Převod na ryze lomenou funkci (děleńı polynomů):

Racionálńı funkci nazýváme ryze lomenou je-li deg P (x) < deg Q(x).
Pokud je stupeň polynomu (nejvyšš́ı mocnina) v čitateli větš́ı nebo roven stupni polynomu ve

jmenovateli, tedy

deg P (x) ≥ deg Q(x)

vyděĺım je. Děleńı polynomů prob́ıhá úplně stejně jako děleńı mnohociferných č́ısel se zbytkem (zkuste
si dosadit x = 10 a uvid́ıte):

(x3 − 2x2 + 3x + 2) : (x2 + 1) = x− 2 +
4− 2x

x2 + 1

−(x3 + x)

− 2x2 − 2x + 2

−(−2x2 − 2)

− 2x + 4
Všimněte si, že

P (x)
Q(x)

= R(x) +
S(x)
Q(x)

,

kde deg S < deg Q, takže jsme si RLF rozložili na součet polynomu, který již umı́me zintegrovat, a
ryze lomené funkce, kterou se nauč́ıme integrovat v daľśıch bodech kuchařky.

Př́ıklady∫
x3 − 2x2 + 3x + 2

x2 + 1
dx =

∫
x− 2 +

4− 2x

x2 + 1
dx =

1
2

x2 − 2x + 4 arctanx− ln(x2 + 1) + C,∫
4x4 − 6x3 + 3x− 5

2x− 1
dx =

1
2

x4 − 2
3

x3 − 1
2

x2 + x− 2 ln |2x− 1|+ C,∫
2x4 − 6x3 − 2x + 14

x3 − 3x2 − x + 3
dx =

∫
2x +

2x2 − 8x + 14
x3 − 3x2 − x + 3

dx
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2. Rozklad jmenovatele na součin kořenových činitel̊u:

A) Kořen a součin kořenových činitel̊u

Č́ısla z v nichž nabývá polynom hodnoty nula se nazývaj́ı kořeny polynomu Q(x). Tento pojem již
jistě znáte (srov. kořen kvadratické funkce = řešeńı kvadratické rovnice).

Věta 1. (Základńı věta algebry) Každý polynom Q(x) stupně n má právě n komplexńıch kořen̊u.

I s touto větou jste se již setkali, alespoň pro kvadratické polynomy.
Polynom x−z nazýváme kořenovým činitelem polynomu Q(x). Pozor, zde je x proměnná a z č́ıslo,

tedy př́ıklady kořenových činitel̊u jsou x− 1 nebo x− 2 + 3i.

Důsledek 2. Každý polynom Q(x) stupně n se dá zapsat ve tvaru tzv. součinu kořenových činitel̊u

Q(x) = k(x− x0) · (x− x1) · · · (x− xn), (2.1)

kde x0, x1, . . . , xn jsou (komplexńı) kořeny polynomu Q(x).

V rozkladu nerozlǐsujeme zda jsou kořeny r̊uzné nebo stejné. Násobnost́ı kořene xi rozumı́me to,
kolikrát vystupuje kořenový činitel v rozkladu (2.1).

Je-li komplexńı č́ıslo z = a + bi kořenem polynomu Q(x), pak je také komplexně sdružené č́ıslo
z̄z = a− bi jeho kořenem. Součin kořenových činitel̊u (x−z) · (x− z̄z) = x2 +px+ q je polynom druhého
stupně (kvadratický polynom s reálnými koeficienty a se záporným diskriminantem).

Důsledek 3. Každý polynom Q(x) stupně n se dá v množině reálných funkćı zapsat ve tvaru

Q(x) = (x− x0) · (x− x1) · · · (x− xi) · (x2 + p1x + q1) · · · (x2 + pjx + qj)

kde x0, x1, . . . , xi jsou reálné kořeny polynomu Q(x) a x2 + px + q jsou součiny kořenových činitel̊u
př́ıslušných ke komplexně sdruženým kořen̊um, tedy x2 + px + q = (x− z) · (x− z̄z).

Nejlépe vše pochoṕıte na př́ıkladech polynomů druhého stupně:
(a) x2 − 1 = (x− 1)(x + 1): dva jednoduché reálné kořeny x1,2 = ±1
(b) x2 − 2x + 1 = (x− 1)2: jeden dvoj-násobný reálný kořen x0 = 1
(c) x2 + 1: nelze rozložit, nemá reálné kořeny, komplexńı kořeny jsou z1,2 = ±i; př́ıslušný rozklad v

C by byl Q(x) = (x− i)(x + i).
(d) x2 − 2x + 2: nelze rozložit, nemá reálné kořeny, komplexńı kořeny jsou z1,2 = 1± i

a třet́ıho stupně:
(a) x3 − 3x2 + 3x− 1 = (x− 1)3: jeden troj-násobný reálný kořen x0 = 1
(b) x3 − x2 − x + 1 = (x− 1)2(x + 1): jeden dvoj-násobný reálný kořen x0 = 1 a jeden jednoduchý

reálný kořen x0 = −1
(c) x3 − 2x2 − x + 2 = (x− 1)(x + 1)(x− 2): tři jednoduché reálné kořeny x1 = 1, x2 = 2, x3 = −1
(d) x3−x2 +x−1 = (x−1)(x2 +1): jeden jednoduchý reálný kořen x0 = 1 a dva komplexńı kořeny

x1,2 = ±i

Dodejme, že jiné možnosti (krom konkrétńıch hodnot kořen̊u) u polynomů druhého a třet́ıho stupně
nemohou nastat.

B) Hledáńı kořen̊u polynomu

To je v praxi nejtěžš́ı problém. Naštěst́ı se v testech objevuj́ı (takřka výhradně) polynomy, jejichž
koeficienty jsou celá č́ısla.(1)

(1)Jsou-li mezi koeficienty také racionálńı č́ısla, lze polynom převést na polynom s celoč́ıselnými koeficienty, a to tak,
že jej vynásob́ıme společným jmenovatelem koeficient̊u, což pochopitelně neměńı nezměńı kořeny.
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Hornerovo schema viz např. [VUT]. Použ́ıvá se k:
(a) ověřeńı zda je č́ıslo x0 kořen,
(b) děleńı Pn(x)/(x− a) = Pn−1(x), kde a je kořen. T́ım dosáhneme sńıžeńı stupně polynomu, jak

tvrd́ı Bezoutova věta Pn(x) = (x− a)Pn−1(x).

Následuj́ıćı věta velmi omezuje množinu ze které má smysl vyb́ırat možné kořeny:

Věta 4. Bud’ Q(x) = anxn + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0 polynom s koeficienty ai ∈ Z. Je-li jeho

kořenem č́ıslo x0 ∈ Z, pak x0|a0 (kořen je dělitelem absolutńıho členu).

Kdybychom ji neměli, museli bychom vyzkoušet všechna (celá) č́ısla. Takto je alespoň jasné, že pokud
žádný z dělitel̊u č́ısla a0 neńı kořenem, pak Q(x) prostě nemá celoč́ıselný kořen.

Př́ıklady

x3 − x2 + 5x− 14 = (x− 2)(x2 + x + 7),

x4 + 2x3 − 16x2 − 2x + 15 = (x + 1)(x− 1)(x− 3)(x + 5),

x3 + 2x2 − 5x− 6

x3 + 5x2 + 11x + 15

3. Rozklad na parciálńı zlomky:

Jde o opačný proces k dáváńı zlomk̊u na společného jmenovatele:
(a) Zápis jmenovatele jako součin kořenových činitel̊u (viz výše)
(b) Zápis rozkladu jako součet parciálńıch zlomk̊u typu

Typ I.
A

(x− x0)k (pro reálný kořen x0)

Typ II.
Mx + N

(x2 + px + q)k (pro komplexně sdružené kořeny)

kde k je násobnost kořene a každému k-násobnému kořeni odpov́ıdá právě k parciálńıch zlomk̊u.
Počet neznámých konstant (A,B, C, . . . , M, N, . . .) tedy odpov́ıdá stupni jmenovatele Q(x), tedy
každému reálnému nebo komplexńımu kořenu odpov́ıdá právě jedna neznámá (konstanta).

(c) Určeńı koeficient̊u v čitateĺıch: Po vynásobeńı jmenovatelem dostáváme rovnost dvou polynomů,
kterou lze řešit dvěma zp̊usoby:

• převod na n + 1 rovnic o n + 1 neznámých, pro deg Q = n (porovnáńı koeficient̊u dvou
polynomů)

• metoda nulových bod̊u: dosazeńı libovolného kořene do nezávislé proměnné zjednodušuje
situaci.

Ukažme si rozklad na vzorovém př́ıkladu

2x2

(x− 1)2(x2 + 1)
=

A

x− 1
+

B

(x− 1)2
+

Cx + D

x2 + 1

2x2 = A(x− 1)(x2 + 1) + B(x2 + 1) + (Cx + D)(x− 1)2

0x3 + 2x2 + 0x + 0 = x3(A + C) + x2(−A + B − 2C + D) + x(A + C − 2D)−A + B + D

Porovnáńım koeficient̊u obou polynomů dostáváme soustavu rovnic

x3 : 0 = A + C

x2 : 2 = −A + B − 2C + D

x : 0 = A + C − 2D

1 : 0 = −A + B + D
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kterou umı́me řešit metodami prob́ıranými v Matematice I (Gaussova eliminačńı metoda, dosazovaćı
metoda, . . . ). Řešeńım je čtveřice A = 1, B = 1, C = −1, D = 0, a tedy∫

2x2

(x− 1)2(x2 + 1)
dx =

∫
1

x− 1
+

1
(x− 1)2

− x

x2 + 1
dx

Př́ıklady:∫
5x2 − 17x + 12
x3 − 4x2 + 4x

dx =
∫

3
x

+
2

x− 2
− 1

(x− 2)2
dx,

jednoduchý kořen x0 = 0 a dvojnásobný kořen x1 = 2.∫
2x3 − x2 + x− 2

x4 + x2 dx =
∫

1
x
− 2

x2 +
x + 1
x2 + 1

dx,

dvojnásobný kořen x0 = 0 a dva komplexńı kořeny x1,2 = ±i.∫
x2 − 3x + 8

x3 − x2 + x− 1
dx =

∫
3

x− 1
− 2x + 5

x2 + 1
dx,

jednoduchý kořen x0 = 1 a dva komplexńı kořeny x1,2 = ±i.∫
x2 + 2x + 1
x4 + 2x2 + 1

dx =
∫

1
x2 + 1

+
2x

(x2 + 1)2
dx,

dva dvojnásobné komplexńı kořeny x1,2 = ±i.

4. Integrace parciálńıch zlomk̊u:

Je jich celkem 6 typ̊u, většinu už umı́me zintegrovat:

1. Zlomek př́ıslušný jednoduchému reálnému kořeni:∫
1

x− a
dx = ln |x− a|,

2. Zlomek př́ıslušný násobnému reálnému kořeni:∫
1

(x− a)n dx =
1

(1− n)(x− a)n−1 ,

3.–4. Zlomek př́ıslušný jednoduchým komplexně sdruženým kořen̊um:∫
2x + p

x2 + px + q
dx = ln |x2 + px + q|∫

1
x2 + px + q

dx =
∫

1(
x +

p

2

)
2

− p2

4
+ q

dx =
∫

1

(x + p/2)2

q − p2/4
+ 1

dx

=

√
q − p2

4
arctan

 x +
p

2√
q − p2

4


5. Zlomek př́ıslušný násobným komplexně sdruženým kořen̊um:∫

2x + p

(x2 + px + q)n dx =
−1

n− 1
· 1
(x2 + px + q)n−1
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Př́ıklady (integrály př́ıklad̊u z předchoźıho kroku)∫
3
x

+
2

x− 2
− 1

(x− 2)2
dx = 3 ln |x|+ 2 ln |x− 2|+ 1

x− 2
+ c,∫

1
x
− 2

x2 +
x + 1
x2 + 1

dx =
2
x

+ ln |x|+ 1
2

ln(x2 + 1) + arctan(x) + c,∫
3

x− 1
− 2x + 5

x2 + 1
dx = 3 ln |x− 1| − ln(x2 + 1)− 5 arctan(x) + c,∫

1
x2 + 1

+
2x

(x2 + 1)2
dx = − 1

x2 + 1
+ arctan(x) + c

Úlohy k procvičeńı:∫
x4 + 2x3 + 2x2 + 5

x3 + 1
dx,∫

1
z2 − 1

dz∫
2x2 − 5

x4 − 5x2 + 6
dx,

∫
x

x4 − 3x2 + 2
dx∫

x5 + x4 − 8
x3 − 4x

dx

Jen pro úplnost (viz např. [MS, lekce 9])
Posledńı parciálńı zlomek

6.

∫
1

(x2 + px + q)n dx

rozlož́ıme přičteńım a odečteńım x2: u jednoho se sńıž́ı stupeň jmenovatele, druhý se spoč́ıtá metodou
per partes.∫

2
(t2 + 1)2

dt = 2
∫

t2 + 1
(t2 + 1)2

dt− 2
∫

t2

(t2 + 1)2
dt

= 2
∫

1
t2 + 1

dt−
∣∣∣∣u = t, v′ =

t

(t2 + 1)2

∣∣∣∣
= 2arctan(t) +

t

t2 + 1
− arctan(t)
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