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1. Matie a algebra matiMatie pøedstavují základní aparát aplikované matematiky. S tìmito tabulkami èísel se setká-váme také v bì¾ném ¾ivotì.Pøíklad 1.1. Vzdálenosi mezi mìsty. 24Ostrava Olomou BrnoOstrava 0 100 180Olomou 100 0 80Brno 180 80 0 35Pøíklad 1.2. Teorie grafù.Uva¾ujme komunikaèní systém, který zahrnuje pìt stani:

Obr. 1.1.Stanie P1; : : : ; P5 tvoøí uzly grafu a spojení mezi nimi je vyjádøeno orientovanými hranami.Napøíklad stanie P3 mù¾e poslat zprávu do stanie P5, ale stanie P5 mù¾e poslat zprávu dostanie P3 jedinì prostøednitvím stanie P4. Daný graf mù¾eme reprezentovat tabulkou (matií)
A = 266664 1 2 3 4 51 0 1 0 0 02 1 0 0 0 1 a12 = 1 existuje hrana smìøujíí z P1 do P23 0 1 0 0 14 0 0 1 0 1 a53 = 0 neexistuje hrana smìøujíí z P5 do P35 0 1 0 1 0matie sousednosti

377775De�nie 1.1. Matie: Neh» m; n jsou pøirozená èísla. Soustavu m � n èísel uspoøádanýh do møádkù a n sloupù A = 26664 a11 a12 : : : a1na21 a22 : : : a2n... ... . . . ...am1 am2 : : : amn 37775nazýváme matií typu (m;n) nebo m � n matií .2



Oznaèení mati: A;B; : : : ; A = [aik℄m�naik resp: [A℄ik : : : prvek na místì (v pozii) (i; k)Reálná (komplexní) matie: prvky matie jsou reálná (komplexní) èísla, t.j. aik 2 R; (aik 2 C )u = [u1; : : : ; un℄ øádkový n-èlenný vektor (1� n matie)v = 264 v1...vm 375 sloupový m-èlenný vektor (m � 1 matie)rAi = [ai1; : : : ; ain℄ ; i = 1; : : : ; m (i-tý øádek matie A)sAj = 264 a1j...amj 375; j = 1; : : : ; n (j-tý sloupe matie A)A = 264 rA1...rAm 375 = � sA1 ; : : : ; sAn �Pokud m = n, hovoøíme o ètverové matii øádu n.a11; a22; : : : ; ass; s = minfm; ng diagonála matieRovnost mati: Matie A a B nazýváme rovnými, pí¹eme A = B, jsou-li stejného typu (m; n)a jestli¾e aik = bik pro i = 1; : : : ; m a j = 1; : : : ; n.� 1 �24 8 � = � 1 �24 8 �; [1; 3℄ 6= � 13 �; [1; 3; 0℄ 6= [1; 3℄De�nie 1.2. Násobení matie skalárem : Souèinem skaláru � (� 2 R; � 2 C ) a matie Aje matie �A stejného typu jako A de�novaná pøedpisem[�A℄ij = � [Aij ℄ :�4 � � 1 �2 04 �1 1 � = � �4 8 0�16 4 �4 �De�nie 1.3. Sèítaní mati: Souètem matie A a B stejného typu je matie A+B tého¾ typude�novaná vztahem [A +B℄ij = [A℄ij + [B℄ij :� 1 �14 3 � + � 2 12 1 � = � 3 06 4 �; � 1�1 � + � 2 04 0 � nelze sèítatSèítání mati je komutativní . A +B = B +A.3



Kapitola 1. Matie a algebra matiNulová matie: Matie, která má v¹ehny prvky rovny nule, se nazývá nulová matie.0 = 264 0 : : : 0... . . . ...0 : : : 0 375; platí : A + 0 = A (A; 0 jsou stejného typu)Opaèná matie: �A; [�A℄ij = � [A℄ij ; platí : A + (�A) = 0Odèítání mati: A � B = A + (�B)Násobení matie a vektoru:Mìjme soustavu tøí rovni o tøeh neznámýhx1 + x2 � x3 = 0x1 + 2x3 = 12x1 � 2x2 = �4 : (1:1)Polo¾me A = 24 1 1 �11 0 21 �2 0 35; x = 24 x1x2x3 35; b = 24 012�4 35a pøipomeòme si rovnii o jedné neznámé: ax = b; soustavu (1.1) heme vyjádøit v obdobnémtvaru, tj. Ax = bx1 + x2 � x3 = 0 : : : levá strana je skalárním souèinem 1. øádku matie A (rA1 = [1; 1;�1℄) asloupe x = 24 x1x2x3 35: rA1 x = x1+x2�x3. Pro zbývajíí rovnie platí obdobnìrA2 x = x1 + 2x3; rA3 x = x1 � 2x2.De�nie 1.4. Souèin matie a vektoru : Souèinem matieA = [aij ℄ typu (m; n) a sloupovéhovektoru x typu (n; 1) je vektor y typu (m; 1), pro jeho¾ slo¾ky platí[y℄i = [Ax℄i = rAi � x = ai1x1 + : : : + ainxn; i = 1; : : : ; m:266664 yyi 377775 = 266664 Aai1 : : : ain����! 377775266664 xx1:::xn
377775????y� 2 �1 31 1 �1 �24 2�21 35 = � 9�1 �4



De�nie 1.5. Násobení mati: Neh» A = [aik℄ je matie typu (m; n) a B = [bkj℄ matietypu (n; s). Souèinem mati A a B (v tomto poøadí) je matie C = [ij℄ typu (m; s), kde ij jeskalárním souèinem i-tého øádku matie A a j-tého sloupe matie B:ij = rAi � sBj = ai1b1j + ai2b2j + : : : + ainbnj = nXk=1 aikbkj; i = 1; : : : ; m; j = 1; : : : ; s:266664 Aai1 : : : ain����!(m ; n)
377775266664 Bb1j::: #bnj(n; s)

377775 = 266664 Cij(m; s)
377775� 2 �11 2 �� 1 1 �10 1 3 � = � 2 1 �51 3 5 �; � 1 22 3 �� 1 �11 1 � = � 3 15 1 �� 1 �11 1 �� 1 22 3 � = ��1 �13 5 �Násobení matie není komutativní . AB 6= BA.Jednotková matie: Ètverová matie I øádu n, její¾ ka¾dý diagonální prvek je roven 1 a v¹ehnyostatní prvky jsou nulové, se nazývá jednotková matie øádu n.I = 26664 1 0 : : : 00 1 : : : 0... ... . . . ...0 0 : : : 1 37775platí: AI = A; IA = A pokud má násobení smysl.De�nie 1.6. Transponovaná matie: Neh» A je matie typu (m; n). MatieA> typu (n;m),pro její¾ prvky platí a>ij = aji; i = 1; : : : ; n; j = 1; : : : ; m;nazýváme matií transponovanou k matii A.Ètverová matie A se nazývá symetriká právì tehdy, kdy¾ A = A>.A = � 2 3 4 51 �1 0 4 �; A> = 2664 2 13 �14 05 4 3775; A = 24 1 �1 0�1 2 40 4 3 35 � symetriká matieVlastnosti operaí s matiemi: Neh» �; � 2 C a neh» matie A;B;C, jednotková matie I anulová matie 0 jsou v¾dy takového typu, aby dané operae mìly smysl.5



Kapitola 1. Matie a algebra matiA +B = B +A komutativní zákon pro sèítáníA + (B+C) = (A + B) + C asoiativní zákon pro sèítáníA + 0 = A vlastnost nulové matie�(A + B) = �A + �B distributivní zákon zleva(� + �)A = �A + �A distributivní zákon zprava(��)A = �(�A) asoiativní zákon(�A)B = A(�B) = �(AB) asoiativní zákonA(BC) = (AB)C asoiativní zákon pro násobeníIA = A; BI = B vlastnost jednotkové matieA(B +C) = AB +AC distributivní zákon zleva(A + B)C = AC +BC distributivní zákon zprava�A>�> = A transponování transponované matie(A +B)> = A> + B> transponování souètu mati(AB)> = B>A> transponování souèinu matiOvìøení danýh vztahù je jednoduhé, a tak doká¾eme pouze vztah o transponování souèinumati a asoiativní zákon o násobení mati.Pøíklad 1.3. Uka¾te, ¾e platí (AB)> = B>A>.Øe¹ení: Budi¾A typu (m; n), B typu (n; p), pak (AB)> je typu (p;m); B> je typu (p; n), A> typu(n;m), tak¾e B>A> je typu (p;m). Oznaème C = AB;D = B>A>, máme dokázat, ¾e C> = D.Prvek >ij matie (AB)> je roven prvku ji matie AB (i = 1; : : : ; p; j = 1; : : : ; m):>ij = aj1b1i + aj2b2i + : : : + ajnbni;prvek dij matie B>A> je skalárním souèinem i-tého øádku matie B>a j-tého sloupe matie A>:dij = b1iaj1 + b2iaj2 + : : : + bniajn:Matie (AB)>;B>A> jsou tého¾ typu a mají na stejnýh místeh sobì rovné prvky, tedy se rov-nají.Pøíklad 1.4. Uka¾te, ¾e platí (AB)C = A(BC).Øe¹ení: A = [aij℄ budi¾ typu (m; n), B = [bjk℄ typu (n; r), C = [kq℄ typu (r; s);i�tý øádek matie AB : 0� nXj=1 aijbj1; nXj=1 aijbj2; : : : nXj=1 aijbjr1A ;prvek diq matie (AB)C : diq = 0� nXj=1 aijbj11A 1q +0� nXj=1 aijbj21A 2q + : : : +0� nXj=1 aijbjr1A rq6



diq = (ai1b11 + : : : + ainbn1)1q + (ai1b12 + : : : + ainbn2)2q + : : : + (ai1b1r + : : : + ainbnr)rqq�tý sloupe matie BC :  rXk=1 b1kkq; rXk=1 b2kkq; : : : ; rXk=1 bnkkq!prvek eiq matie A(BC) : eiq = ai1  rXk=1 b1kkq! + ai2  rXk=1 b2kkq! + : : : + ain rXk=1 bnkkq!eiq = ai1(b111q + : : : + b1rrq) + ai2(b211q + : : : + b2rrq) + ain(bn11q + : : : + bnrrq)diq = rXk=1h nXj=1 aijbjkkqieiq = nXj=1h rXk=1 aijbjkkqi
9>>>>=>>>>; diq = eiq (i = 1; : : : ; m; q = 1; : : : ; s); (AB)C = A(BC)
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2. Soustavy lineárníh rovniPøíklad 2.1. Elektriký obvod.

Obr. 2.1.Vztahy mezi napìtími a proudy mù¾eme vyjádøit pomoí obvodovýh rovni sestavenýh nazákladì Kirhho�ovýh zákonù.Kirhho�ovy zákony :1:Kirhho�ùv zákon I1 + I2 � I3 = 0 (pro uzel B resp: D)2:Kirhho�ùv zákon R1I1 + R3I3 = 12 (pro smyèku ABCDA)2:Kirhho�ùv zákon R1I1 � R2I2 = 12� 16 (pro smyèku ABDA)Obvodové rovnie: I1 + I2 � I3 = 0I1 + 2I3 = 12I1 � 2I2 = �4 (2:1)Obvodové rovnie pøedstavují soustavu tøí lineárníh rovni o tøeh neznámýh. Ze støední¹koly známe ekvivalentní úpravy, jejih¾ smyslem je nahrazení dané soustavy jinou soustavou,která má stejné øe¹ení a je jednodu¹¹í.
8



Ekvivalentní úpravy :(E1) Výmìna rovni.(E2) Vynásobení obou stran rovnie nenulovým èíslem.(E3) Pøiètení násobku jedné rovnie k jiné rovnii.Ekvivalentní úpravy mají samozøejmì tu vlastnost, ¾e jimi mù¾eme upravit novou soustavuzpìt na pùvodní.Vyøe¹me nyní soustavu (2.1) tak, ¾e z druhé rovnie eliminujeme neznámou I1 a z tøetí rovnieneznámé I1; I2. To provedeme tak, ¾e první rovnii odeèteme od druhé a tøetí rovnie a u novìvzniklé soustavy odeèteme trojnásobek druhé rovnie od rovnie tøetí:I1 + I2 � I3 = 0I1 + 2I3 = 12 �r1 + r2 ! r2I1 � 2I2 = �4 �r1 + r3 ! r3 7! I1 + I2 � I3 = 0� I2 + 3I3 = 12� 3I2 + I3 = �4 �3r2 + r3 ! r3 7!7! I1 + I2 � I3 = 0� I2 + 3I3 = 12� 8I3 = �40 =) I1 = 2I2 = 3I3 = 5 x??? (2:2)Jak vidíme, najít øe¹ení soustavy (2.1) prostøednitvím ekvivalentní soustavy (2.2) je ji¾ snadné.Prái si mù¾eme je¹tì usnadnit, nebudeme-li opisovat neznámé. Pou¾ijeme matie:A = 24 1 1 �11 0 21 �2 0 35;matie soustavy b = 24 012�4 35;vektor pravýh stran �A b � = 24 1 1 �1 01 0 2 121 �2 0 �4 35;roz¹íøená matie soustavyPodobný postup nyní uplatníme na roz¹íøenou matii soustavy.Ekvivalentním úpravám budou odpovídat elementární øádkové operae :(R1) Výmìna øádkù (výmìna i-tého a j-tého øádku: ri $ rj).(R2) Vynásobení øádku matie nenulovým èíslem (vynásobení i-tého øádku èíslem �: �ri ! ri).(R3) Pøiètení násobku øádku k jinému øádku (pøiètení � násobku i-tého øádku k j-tému øádku:�ri + rj ! rj).Vznikne-li matie B z matie A elementárními øádkovými operaemi, øekneme, ¾e matieA;B jsou øádkovì ekvivalentní a pí¹eme A � B. Matii B mù¾eme toti¾ jinými elementárnímiøádkovými operaemi (inverzní operae) upravit zpìt na matii A.24 1 1 �1 01 0 2 12 �r1 + r2 ! r21 �2 0 �4 �r1 + r3 ! r335 � 24 1 1 �1 00 �1 3 120 �3 1 �4 �3r2 + r3 ! r335 � 24 1 1 �1 00 �1 3 120 0 �8 �40 35�������������!dopøedná redukeI1 + 3 � 5 = 0� I2 + 3 � 5 = 12� 8I3 = �40 I1 = 2I2 = 3I3 = 5 x??? zpìtná substitueSoustava má jediné øe¹ení. 9



Kapitola 2. Soustavy lineárníh rovniPøíklad 2.2. 2x1 + x2 = 1�4x1 � 2x2 = 2 � 2 1 1�4 �2 2 2r1 + r2 ! r2� � � 2 1 10 0 4 � =)0x1 + 0x2 = 4Soustava nemá øe¹ení.

Obr. 2.2 : Znázornìní rovni v pøíkladu 2.2.Pøíklad 2.3. x1 � 3x2 + 5x4 = 4�x1 + 3x2 + x3 � 3x4 = �112x3 + 4x4 + x5 = �13� 3x3 � 6x4 = 212664 1 �3 0 5 0 4�1 3 1 �3 0 �11 r1 + r2 ! r20 0 2 4 1 �130 0 �3 �6 0 21 3775 � 2664 1 �3 0 5 0 40 0 1 2 0 �70 0 2 4 1 �13 �2r2 + r3 ! r30 0 �3 �6 0 21 3r2 + r4 ! r43775 �
� 2664 1 �3 0 5 0 40 0 1 2 0 �70 0 0 0 1 10 0 0 0 0 0 3775 =) x1 = 4 + 3r � 5sx2 = rx3 = �7 � 2sx4 = sx5 = 1 ; x = 266664 4 + 3r � 5sr�7 � 2ss1

377775 r; s 2 RSoustava má nekoneènì mnoho øe¹ení závislýh na dvou parametreh.10



2.1 Obený postup pøi øe¹ení soustavy lineárníh rovniMetoda, kterou jsme pou¾ili pøi øe¹ení pøíkladù 2.1{2.3, pohází od K.F. Gausse (1777-1855)a nazývá seGaussova eliminaèní metoda (GEM). Výsledná matie, ke které jsme v¾dy dospìli(tzv. shodová matie), reprezentuje ekvivalentní soustavu, v ní¾ ka¾dá následujíí rovnie máménì neznámýh ne¾ pøedházejíí. Najít její øe¹ení je ji¾ jednoduhé.De�nie 2.1. Øekneme, ¾e matie A má shodový tvar , jestli¾e platí:1. V¹ehny nulové øádky matie A jsou umístìny dole a¾ pod øádky s nenulovými prvky.2. První nenulový prvek ka¾dého øádku (vedouí prvek) je ve sloupi napravo od prvního ne-nulového prvku pøedházejíího øádku.A = 24 1 1 �10 �1 30 0 �8 35; B = � 2 10 0 �; C = 2664 1 �3 0 5 00 0 1 2 00 0 0 0 10 0 0 0 0 3775D = 24 1 3 20 0 00 0 1 35; E = 24 2 4 01 3 20 0 0 35Matie A;B;C jsou shodové matie (SM). Matie D;E nejsou shodové.2.1 Obený postup pøi øe¹ení soustavy lineárníh rovniNeh» je dána soustava m rovni o n neznámýh:a11x1 + a12x2 + : : : + a1nxn = b1a21x1 + a22x2 + : : : + a2nxn = b2... ... ... ...am1x1 + am2x2 + : : : + amnxn = bmAx = b matiový zápis soustavyA matie soustavy�A b � roz¹íøená matie soustavyx vektor neznámýhb vektor pravýh stranGEM transformujeme roz¹íøenou matii �A b � soustavy Ax = b dopøednou redukí namatii �H  � ekvivalentní soustavy Hx = , kde matie H je ve shodovém tvaru. SoustavaHx =  má stejné øe¹ení jako pùvodní, které obdr¾íme zpìtnou substituí pomoí matie H.Vìta 2.1. Neh» je dána soustava m lineárníh rovni o n neznámýh Ax = b a neh» �A b � �� �H  �, kde H je SM . Potom platí:
11



Kapitola 2. Soustavy lineárníh rovni1. Soustava nemá øe¹ení právì tehdy, kdy¾ v matii �H  � je napravo od nulového øádkumatie H nenulová slo¾ka vektoru .2. Má-li soustava øe¹ení a ka¾dý sloupe matie H obsahuje vedouí prvek, pak má øe¹ení právìjedno.3. Má-li soustava øe¹ení, pøièem¾ v nìkterýh sloupíh vedouí prvek hybí, pak má nekoneènìmnoho øe¹ení závislýh na k parametreh, kde k je poèet sloupù, v nih¾ vedouí prveknení.Dùkaz:1. Je-li i-tý øádek matie H nulový a i rùzné od nuly, odpovídá tomuto øádku rovnie0x1 + : : : + 0xn = i, která nemá øe¹ení. Soustava Ax = b nemá tedy také øe¹ení(viz pøíklad 2.2).Nenastane-li pøípad 1., vyneháme v matii �H  � v¹ehny nulové øádky. Tìm toti¾ odpo-vídají rovnie 0x1 + : : :+0xn = 0, které jsou splnìny pro libovolná x1; : : : ; xn, a tudí¾ nemají vlivna øe¹ení soustavy.2. Obsahuje-li ka¾dý sloupe matie H vedouí prvek, vypoèteme z poslední rovnie neznámouxn a dosadíme ji do pøedházejííh rovni. Pøedposlední rovnie je opìt rovnií o jednéneznámé, z ní¾ urèíme neznámou xn�1. Postupným dosazováním za neznámé pokraèujeme a¾k první rovnii, pøièem¾ v¾dy øe¹íme rovnii o jedné neznámé. Neznámé xn; : : : ; x1 jsou takjednoznaènì urèeny (viz pøíklad 2.1).3. Pro ka¾dý sloupe, který neobsahuje vedouí prvek, polo¾íme pøíslu¹nou neznámou rovnouparametru, který mù¾e nabývat libovolnýh reálnýh hodnot, a vypoèteme neznámé, kteréodpovídají sloupùm s vedouími prvky tak, ¾e opìt postupujeme od poslední rovnie soustavyk první rovnii jako v pøedhozím pøípadì (viz pøíklad 2.3). Soustava má nekoneènì mnohoøe¹ení závislýh na danýh parametreh.2.2 Gauss-Jordanova metodaGJM je vylep¹ená GEM . Pøi elementárníh øádkovýh operaíh se nezastavíme u shodovéhotvaru, ale podìlíme ka¾dý øádek matie vedouím prvkem a pomoí operae (R3) upravíme matiitak, aby i nad vedouím prvkem ka¾dého øádku byly nuly. Obdr¾íme matii v normovanémshodovém tvaru { (NSM).SM z pøíkladu 2.1 upravíme na NSM .24 1 1 �1 0 r2 + r1 ! r10 �1 3 12 �r2 ! r20 0 �8 �40 �18r3 ! r335 � 24 1 0 2 12 �2r3 + r1 ! r10 1 �3 �12 3r3 + r2 ! r20 0 1 5 35 � 24 1 0 0 20 1 0 30 0 1 5 35 I1 = 2I2 = 3I3 = 5V na¹em pøípadì je normovaná shodová matie jednotkovou matií. Také poslední matie z pøí-kladu 2.3 je NSM .Dopøedná reduke je u Gauss-Jordanovy metody pranìj¹í, zpìtná substitue je naopak sna¾¹í.Poznámka 2.1. Má-li soustava m rovni o n neznámýh Ax = b právì jedno øe¹ení, pak nutnìm � n a NSM je tvoøena jednotkovou matií následovanou m � n nulovými øádky. SoustavaAx = b se ètverovou matií (m = n) má tedy jediné øe¹ení, právì kdy¾ A je øádkovì ekvivalentnís n�n jednotkovou matií. Je-li soustava Ax = b øe¹itelná a m < n, potom má nekoneènì mnohoøe¹ení. 12



2.3 Pranost øe¹ení2.3 Pranost øe¹eníPranost øe¹ení soustavy GEM harakterizujeme poètem násobení. Neh» m = n.Dopøedná reduke vy¾aduje 16(2n + 1)(n+ 1)n� 13n3 násobení.Zpìtná substitue vy¾aduje 12n(n+ 1) � 12n2 násobení.2.4 Soustavy se stejnou matií a rùznými pravými stranamiPøíklad 2.4. Øe¹te soustavy lineárníh rovni2x1 � 4x2 = �10 2y1 � 4y2 = �8x1 � 3x2 + x4 = �4 y1 � 3y2 + y4 = �2x1 � x3 + 2x4 = 4 y1 � y3 + 2y4 = 93x1 � 4x2 + 3x3 � x4 = �11 3y1 � 4y2 + 3y3 � y4 = �15Øe¹ení: Soustavu vyøe¹íme u¾itím GJMpomoí jedné roz¹íøené matie.2664 2 �4 0 0 �10 �8 12r1 ! r11 �3 0 1 �4 �21 0 �1 2 4 93 �4 3 �1 �11 �15 3775 � 2664 1 �2 0 0 �5 �41 �3 0 1 �4 �2 �r1 + r2 ! r21 0 �1 2 4 9 �r1 + r3 ! r33 �4 3 �1 �11 �15 �3r1 + r4 ! r43775 �� 2664 1 �2 0 0 �5 �4 �2r2 + r1 ! r10 �1 0 1 1 20 2 �1 2 9 13 2r2 + r3 ! r30 2 3 �1 4 �3 2r2 + r4 ! r43775 � 2664 1 0 0 �2 �7 �80 �1 0 1 1 2 �r2 ! r20 0 �1 4 11 170 0 3 1 6 1 3r3 + r4 ! r43775 �� 2664 1 0 0 �2 �7 �80 1 0 �1 �1 �20 0 �1 4 11 17 �r3 ! r30 0 0 13 39 52 113r4 ! r43775 � 2664 1 0 0 �2 �7 �8 2r4 + r1 ! r10 1 0 �1 �1 �2 r4 + r2 ! r20 0 1 �4 �11 �17 4r4 + r3 ! r30 0 0 1 3 4 3775 �� 2664 1 0 0 0 �1 00 1 0 0 2 20 0 1 0 1 �10 0 0 1 3 4 3775 x1 = �1x2 = 2x3 = 1x4 = 3 y1 = 0y2 = 2y3 = �1y4 = 4Pøíklady k provièení:Cvièení 2.1. Urèete v¹ehna øe¹ení soustav lineárníh rovni u¾itím GJM :a) 2x1 + 8x2 = 165x1 � 4x2 = �8 b) x1 � 2x3 + x4 = 62x1 � x2 + x3 � 3x4 = 09x1 � 3x2 � x3 � 7x4 = 4Cvièení 2.2. Najdìte øe¹ení tøí soustav lineárníh rovni se stejnou matií a rùznými vektorypravýh stran: x1 � 3x2 � x3 = 3; 0; �102x1 � 5x2 + x3 = 8; 0; �11x1 + 4x2 � 2x3 = �5; 0; 913



3. Matiový zápis elementárníh øádkovýh operaí,inverzní matie3.1 Elementární matieElementární øádkové operae mù¾eme realizovat prostøednitvím matiového násobení. Pro-veïme na jednotkové matii 2. øádu elementární øádkové operae R1; R2; R3:� 1 00 1 �r1 $ r2 � � 0 11 0 � = E1; � 1 00 1 �r2 ! r2� � � 1 00 � � = E2� 1 00 1 �r1 + r2 ! r2� � � 1 0� 1 � = E3Budi¾ A = [aij ℄2�2 libovolná matie a vypoèítejme E1A;E2A;E3A:A = � a11 a12a21 a22 �; E1A = � a21 a22a11 a12 �; E2A = � a11 a12�a21 �a22 �E3A = � a11 a12�a11 + a21 �a12 + a22 �Vidíme, ¾e výsledné matie E1A;E2A;E3A jsou matie, které byhom obdr¾eli z matie A pro-vedením pøíslu¹nýh øádkovýh operaí.De�nie 3.1. Matie, kterou obdr¾íme z jednotkové matie u¾itím jedné elementární øádkovéoperae, se nazývá elementární matie .Vìta 3.1. Vznikne-li elementární matie E z jednotkové matie I øádu n provedením urèitéøádkové operae a je-li A n� s matie, potom souèin E �A je matie, která je stejná jako matie,kterou dostaneme z matie A provedením této øádkové operaeElementární matie øádu n:
I = 266666666664

i j1 : : : 0 : : : 0 : : : 0... . . . ... ... ...i 0 : : : 1 : : : 0 : : : 0... ... . . . ... ...j 0 : : : 0 : : : 1 : : : 0... ... ... . . . ...0 : : : 0 : : : 0 : : : 1
377777777775ri $ rj � 266666666664

i j1 : : : 0 : : : 0 : : : 0... . . . ... ... ...i 0 : : : 0 : : : 1 : : : 0... ... . . . ... ...j 0 : : : 1 : : : 0 : : : 0... ... ... . . . ...0 : : : 0 : : : 0 : : : 1
377777777775 = Pij
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3.2 Inverzní matie
I = 266666666664

i j1 : : : 0 : : : 0 : : : 0... . . . ... ... ...i 0 : : : 1 : : : 0 : : : 0 �ri ! ri... ... . . . ... ...j 0 : : : 0 : : : 1 : : : 0... ... ... . . . ...0 : : : 0 : : : 0 : : : 1
377777777775 � 266666666664

i j1 : : : 0 : : : 0 : : : 0... . . . ... ... ...i 0 : : : � : : : 0 : : : 0... ... . . . ... ...j 0 : : : 0 : : : 1 : : : 0... ... ... . . . ...0 : : : 0 : : : 0 : : : 1
377777777775 = Mi(�)

I = 266666666664
i j1 : : : 0 : : : 0 : : : 0... . . . ... ... ...i 0 : : : 1 : : : 0 : : : 0... ... . . . ... ...j 0 : : : 0 : : : 1 : : : 0 �ri + rj ! rj... ... ... . . . ...0 : : : 0 : : : 0 : : : 1

377777777775 � 266666666664
i j1 : : : 0 : : : 0 : : : 0... . . . ... ... ...i 0 : : : 1 : : : 0 : : : 0... ... . . . ... ...j 0 : : : � : : : 1 : : : 0... ... ... . . . ...0 : : : 0 : : : 0 : : : 1

377777777775 = Gij(�)
3.2 Inverzní matieMìjme lineární rovnii o jedné neznámé ax = b. Za pøedpokladu, ¾e a 6= 0, obdr¾íme jejíøe¹ení vynásobením obou stran èíslem 1=a:x = (1=a)b:Ptáme se nyní, zda-li i soustavu lineárníh rovni Ax = b;A = [aij ℄n�n, mù¾eme øe¹it po-dobným zpùsobem, t.j. existuje-li matie C taková, ¾e CA = I. Jestli¾e taková matie existuje,mù¾eme psát: Ax = b = � C Násobení matií CC(Ax) = Cb(CA)x = Cb Asoiativita násobeníIx = Cb Vlastnost matie Cx = Cb Vlastnost jednotkové matieOtázkou je, existuje-li k matii A = [aij℄n�n matie C = [ij℄n�n dané vlastnosti. Napøíkladrovnie � �4 91 �2 �� 2 91 4 � = � 1 00 1 �ukazuje, ¾e A = � 2 91 4 � a C = � �4 91 �2 �:15



Kapitola 3. Matiový zápis elementárníh øádkovýh operaí, inverzní matieKe ka¾dé matiiA = [aij ℄n�n taková matieC v¹ak neexistuje. Bude-li matieAmít napøíkladj-tý sloupe nulový, pak také matie CA bude mít j-tý sloupe nulový pro libovolnou matiiC = [ij℄n�n: C264 j: 0 :... ... ...: 0 : 375 = 264 j: 0 :... ... ...: 0 : 375 6= I:Vyvstává také otázka, zda-li AC = I, pokud CA = I a naopak.De�nie 3.2. Neh» A je ètverová matie. Jestli¾e existuje matie C tak, ¾eAC = CA = I;pak se matie C nazývá inverzní matií k matii A. Ètverová matie, ke které existuje inverznímatie se nazývá regulární , v opaèném pøípadì takovou matii nazýváme singulární .Vìta 3.2. Ke ka¾dé regulární matii existuje právì jedna inverzní matie.Dùkaz: Neh» platí AC1 = C1A = I;AC2 = C2A = I:C2 = C2I = C2(AC1) = (C2A)C1 = IC1 = C1Jedinou inverzní matii k dané regulární matii A budeme znaèit A�1.Pøíklad 3.1.A = � 2 91 4 �; A�1 = ��4 91 �2 � : ��4 91 �2 �� 2 91 4 � = � 1 00 1 � = � 2 91 4 �� �4 91 �2 �Pøíklad 3.2. Také matie, která má nulový øádek je singulární:24 : : : : :i 0 : : : 0: : : : : 35C = 24 : : : : :i 0 : : : 0: : : : : 35 6= I3.3 Elementární matie a regularitaVìta 3.3. Neh» A;C jsou regulární matie øádu n. Potom AC je regulární matie a platí(AC)�1 = C�1A�1.Dùkaz: (AC)(C�1A�1) = (C�1A�1)(AC) = I16



3.4 Výpoèet inverzní matiePoznámka 3.1. Vìtu lze pomoí matematiké induke zobenit na souèin libovolného poèturegulárníh mati: (A1 : : :An)�1 = A�1n : : :A�11 :Elementární matie jsou regulární:P�1ij = Pij; M�1i (�) = Mi(��1); G�1ij (�) = Gij(��):Elementární operae zahovávají regularitu matie:A � elementární øádkové operae � CNeh» T1; : : : ;Tk jsou pøíslu¹né matie elementárníh øádkovýh operaí (elementární matie).Platí: C = Tk : : :T1A; C�1 = A�1T�11 : : :T�1k ; C je regulární3.4 Výpoèet inverzní matieVìta 3.4. Neh» A je ètverová matie øádu n. Pak rovnie AX = I má jediné øe¹ení X právìtehdy, kdy¾ A je regulární. V tomto pøípadì X = A�1.Dùkaz:Jestli¾eA je regulární, potom existuje inverzní matieA�1 a platí: AX = I= �A�1; X = A�1.Neh» obráenì rovnie AX = I má jediné øe¹ení X = C. Rovnie AX = I je vlastnì nsoustav lineárníh rovni o n neznámýh.26664 a11 a12 : : : a1na21 a22 : : : a2n... ... . . . ...an1 an2 : : : ann 3777526664
x1 x2 xnx11 x12 : : : x1nx21 x22 : : : x2n... ... . . . ...xn1 xn2 : : : xnn 37775 = 26664 e1 e2 en1 0 : : : 00 1 : : : 0... ... . . . ...0 0 : : : 1 37775;Ax1 = e1; : : : ;Axn = en:Soustavy mají stejnou matii A a øe¹íme je pomoí jediné roz¹íøené matie:�A I � = 26664 a11 a12 : : : a1n 1 0 : : : 0a21 a22 : : : a2n 0 1 : : : 0... ... . . . ... ... ... . . . ...an1 an2 : : : ann 0 0 : : : 1 37775GJM �

� 26664 1 0 : : : 0 11 12 : : : 1n0 1 : : : 0 21 22 : : : 2n... ... . . . ... ... ... . . . ...0 0 : : : 1 n1 n2 : : : nn 37775 = � I C �Rovnie má jediné øe¹ení, a tedy podle poznámky 2.1 platí A � I. Z pøedpokladu vìty 3.4 plyneX = C. Neh» T1 : : :Tk jsou pøíslu¹né matie elementárníh øádkovýh operaí transformujííh�A I � na � I C � a neh» T = Tk : : :T1. Potom platí TA = I;TI = C, resp. T = C. Platítedy CA = I;AC = I;t.j. C je inverzní matií, resp. A je regulární. 17



Kapitola 3. Matiový zápis elementárníh øádkovýh operaí, inverzní matiePoznámka 3.2. Dùkaz vìty 3.4 dává návod k výpoètu inverzní matie. Sestavíme roz¹íøenoumatii �A I �. Matii A transformujeme øádkovými operaemi na jednotkovou matii a stejnýmioperaemi se jednotková matie transformuje na matii inverzní:(Tk : : :T1)A = I; (Tk : : :T1)I = A�1:Pøíklad 3.3.A = � 2 91 4 �; �A I � = � 2 9 1 01 4 0 1 �r1 $ r2 � � 1 4 0 12 9 1 0 �2r1 + r2 ! r2� �� � 1 4 0 1 �4r2 + r1 ! r10 1 1 �2 � � � 1 0 �4 90 1 1 �2 � = � I A�1 �Vìta 3.5. Neh» A a C jsou ètverové matie øádu n. Potom AC = I právì tehdy, kdy¾ CA = I.Dùkaz: Uká¾eme, ¾e ze vztahu AC = I vyplývá CA = I. Obráenou implikai byhom dokázaliobdobnì zamìnìním úloh mati A a C.Je-li AC = I, potom soustava Ax = b má v¾dy øe¹ení x = Cb pro libovolný sloupový vektorb: Ax = A(Cb) = (AC)b = Ib = bNeh» T1; : : : ;Tk jsou matie elementárníh øádkovýh operaí, které redukují matii A na matiiH, která je NSM . Platí tedyH = Tk : : :T1A. Uká¾eme, ¾eH je jednotkovou matií. Kdyby tomutak nebylo, matieH by mìla poslední øádek nulový a soustavaHx = en, kde en je poslední sloupejednotkové matie, by nemìla øe¹ení. To by ov¹em znamenalo, ¾e soustava Ax = T�11 : : :T�1k enjejí¾ úpravou soustava Hx = en vznikla, by také nemìla øe¹ení, o¾ je spor s na¹ím pozorováním.Tedy H = I. Polo¾me T = Tk : : :T1. Potom I = TA. OdtudT = TI = T(AC) = (TA)C = IC = C:Ukázali jsme tedy, ¾e CA = I.3.5 Pou¾ití inverzní matieInverzní matii mù¾eme pou¾ít k øe¹ení lineární soustavy Ax = b se ètverovou regulárnímatií. Jak u¾ víme, øe¹ení má tvar x = A�1b:Poèet operaí nutnýh k výpoètu inverzní matie pøedstavuje u ètverové matie øádu n asi n3násobení. Gaussova eliminaèní metoda je tedy výhodnìj¹í. Inverzní matie se vyplatí pøi øe¹enívìt¹ího poètu lineárníh soustav se stejnou matií a rùznými pravými stranami. Její význam jetaké teoretiký.Pøíklady k provièení:Cvièení 3.1. Rozhodnìte, je-li matie A = 24 1 3 �22 5 �3�3 2 �4 35regulární a najdìte inverzní matii, pokud existuje.18



3.5 Pou¾ití inverzní matieCvièení 3.2. U¾itím inverzní matie øe¹te soustavu2x1 + x2 + 4x3 = 53x1 + 2x2 + 5x3 = 3� x2 + x3 = 8:Cvièení 3.3. Najdìte inverzní matie k daným matiím:a) A = 24 1 0 10 1 10 0 �1 35 b) B = � 3 64 8 �

19



4. Øe¹ení lineárníh soustav pomoí LU rozkladuPøi øe¹ení lineárníh soustav Ax1 = b1; : : : ;Axs = bs je výhodné vyu¾ít rozkladu matie Ana souèin dolní (L) a horní (U) trojúhelníkové matie, t.j. A = LU. Pøedpokládáme, ¾e A jeètverová regulární matie.De�nie 4.1. Ètverovou matii U(L) nazýváme horní (dolní) trojúhelníkovou matií, jestli¾euij = 0 pro i > j (lij = 0 pro i < j).U = 26664 u11 u12 : : : u1n0 u22 : : : u2n... ... . . . ...0 0 : : : unn 37775;HTM(horní trojúhelníková matie) L = 26664 l11 0 : : : 0l21 l22 : : : 0... ... . . . ...ln1 ln2 : : : lnn 37775DTM(dolní trojúhelníková matie)Øe¹ení soustavy Ax = b, je-li A = LU:1. Soustavu Ax = b napí¹eme ve tvaru LUx = b2. De�nujeme nový sloupový vektor y : Ux = y: (4.1)3. Vyøe¹íme soustavu Ly = b.4. Dosazením za y do (4.1) urèíme x.Pøíklad 4.1. Ax = b; A = 24 2 6 2�3 �8 04 9 2 35; b = 24 223 3524 2 6 2�3 �8 0 =4 9 2A =35 24 2 0 0�3 1 04 �3 7L �35 24 1 3 10 1 30 0 1U 35
Ly = b : 24 2 0 0 2�3 1 0 24 �3 7 3 35 y1 = 1y2 = 5y3 = 2 Ux = y : 24 1 3 1 10 1 3 50 0 1 2 35 x1 = 2x2 = �1x3 = 2Pokud byhom øe¹ili jinou soustavu Ax0 = b0 se stejnou matií, lze opìt vyu¾ít mati L a U.Neh» napøíklad b0 = � �4; �2; �5 �>:Ly0 = b0 : 24 2 0 0 �4�3 1 0 �24 �3 7 �5 35 y01 = �2y02 = �8y03 = �3 Ux0 = y0 : 24 1 3 1 �20 1 3 �80 0 1 �3 35 x1 = �2x2 = 1x3 = �3Øe¹ení soustavy se tak rozpadlo na øe¹ení dvou soustav Ly = b dopøednou substituí a Ux = yzpìtnou substituí.K nalezení LU rozkladu regulární ètverové matie potøebujeme nyní odvodit nìkteré vlastnostitrojúhelníkovýh a elementárníh mati. 20



4.1 Permutaèní matieVìta 4.1. Souèinem dvou trojúhelníkovýh mati stejného typu je trojúhelníková matie tého¾typu.Dùkaz: Neh» napø. U = [uij ℄n�n a V = [vij ℄n�n jsou dvì HTM . Budi¾ i > j:[UV℄ij = 0v1j + : : : + 0vi�1 j + uii0 + : : : + uin0;tedy UV je HTM .Pro DTM se dùkaz provede obdobnì.Vìta 4.2. Neh» L = [lij℄n�n je DTM s nenulovými diagonálními prvky. Pak L je regulární ainverzní matie L�1 je také DTM .Dùkaz: Podle pøedpokladu lii 6= 0 pro v¹ehna i = 1; : : : ; n. Øádkovým operaím, které transfor-mují matii L na jednotkovou matii I odpovídají elementární matieG12(�l21=l11); : : : ;G1n(�ln1=l11);G23(�l32=l22); : : : ;G2n(�ln2=l22); : : : ;Gn�1n(�lnn�1=ln�1n�1);M1(l�111 );M2(l�122 ); : : : ;Mn(l�1nn):Polo¾íme T = Mn(l�1nn) : : :M1(l�111 )Gn�1n(�lnn�1=ln�1n�1) : : :G12(�l21=l11);potom TL = I, t.j. L�1 = T. Matie L je tedy regulární. Inverzní matie L�1 je zøejmì DTM ,nebo» pøíslu¹né elementární matie jsou v¹ehny DTM .4.1 Permutaèní matieDe�nie 4.2. Matie P se nazývá permutaèní matie, je-li mo¾no ji získat z jednotkové matiestejného typu postupnou výmìnou øádkù.Poznámka 4.1. Výmìnu i-tého a j-tého øádku dané matie lze provést vynásobením této matiematií Pij zleva. Ka¾dou permutaèní matii pak mù¾eme vyjádøit ve tvaru souèinuP = Pikjk : : :Pi2j2Pi1j1I = Pikjk : : :Pi1j1elementární mati zaji¹»ujííh v¾dy výmìnu dvou øádkù.I = 24 1 0 00 1 00 0 1 35r1 $ r3 � 24 0 0 10 1 01 0 0 35r1 $ r2 � 24 0 1 00 0 11 0 0 35 = PP = P12P13 I = P12P13Platí P�1ij = Pij , dále Pij = P>ij, tak¾e P�1ij = P>ij. OdtudPP> = Pikjk : : :Pi1j1�Pikjk : : :Pi1j1�> = Pikjk : : :Pi1j1P>i1j1 : : :P>ikjk = I;tedy P�1 = P>:Elementární matii Pij mù¾eme také pou¾ít k výmìnì i-tého j-tého sloupe matie . K tomustaèí danou matii vynásobit matií Pij zprava :A � P12 = � a11 a12a21 a22 �� 0 11 0 � = � a12 a11a22 a21 �:21



Kapitola 4. Øe¹ení lineárníh soustav pomoí LU rozkladuVìta 4.3. O existeni LU rozkladu : Budi¾ A regulární ètverová matie. Pak existuje DTLL, HTM U a permutaèní matie P tak, ¾eAP = LU:Matie L a U jsou také regulární.Dùkaz: Neh» matie A = [aij ℄n�n je regulární. Matie A tedy nemù¾e mít ¾ádný nulový sloupenebo øádek. Existuje proto prvek a1i1 6= 0; 1 � i1 � n. Matie �A = AP1i1 má tak na místì (1; 1)nenulový prvek �a11 = a1i1 : �A = 26664 �a11 �a12 : : : �a1n�a21 �a22 : : : �a2n... ... . . . ...�an1 �an2 : : : �ann 37775Neh» T1 = G1n(��an1=�a11) : : :G12(��a21=�a11), potom T1AP1i1 = A1, kdeA1 = 266664 �a11 �a12 : : : �a1n0 a122 : : : a12n... ... . . . ...0 a1n2 : : : a1nn
377775 = 266664 a111 a112 : : : a11n0 a122 : : : a12n... ... . . . ...0 a1n2 : : : a1nn

377775:Matie A1 je opìt regulární (viz poznámka 3.1), tak¾e existuje prvek a12i2 6= 0; 2 � i2 � n.Opakováním pøedhozího postupu obdr¾íme matii T2A1P2i2 = A2, kdeA2 = 266664 a211 a212 : : : a21n0 a222 : : : a22n... ... . . . ...0 0 : : : a2nn
377775; T2 = G2n(��a1n2=�a122) : : :G23(��a132=�a122); T2T1AP1i1P2i2 = A2:Takto dospìjeme a¾ k matii An�1 = 266664 an�111 an�112 : : : an�11n0 an�122 : : : an�12n... ... . . . ...0 0 : : : an�1nn

377775;o¾ je hledaná HTM U, t.j. U = An�1. Platí tedyTn�1 : : :T2T1AP1i1P2i2 : : :Pn�1in�1 = U:Polo¾me nyní ~L = Tn�1 : : :T1; P = P1i1 : : :Pn�1in�1 :Matie ~L je regulární DTM , nebo» je souèinem regulárníh DTM . Existuje k ní proto inverznímatie ~L�1 = L, která je také DTM . Dosazením mati ~L a P obdr¾íme~LAP = U; resp: AP = LU:K matii L existuje inverzní matie ~L, tak¾e L je regulární. Matie U je souèinem regulárníhmati ~L;A;P a je tudí¾ také regulární. 22



4.1 Permutaèní matiePoznámka 4.2. Rozbor dùkazu dává návod, jak nalézt pøíslu¹ný LU rozklad dané regulárnímatie: ~L = Tn�1 : : :T1I; U = Tn�1 : : :T1(AP)Matii A upravíme na HTM U a stejnými øádkovými operaemi ((R3)) upravíme jednotkovoumatii I na matii ~L. Pøípadnou výmìnu sloupù provedeme na dal¹í jednotkové matii, abyhomobdr¾eli matii P. Matii L odvodíme známým postupem pro výpoèet inverzní matie.Pøíklad 4.2. Najdìte LU rozklad matieA = 24 1 3 2�2 �6 12 5 7 35:Øe¹ení:�A I � = 24 1 3 2 1 0 0�2 �6 1 0 1 0 2r1 + r2 ! r22 5 7 0 0 1 �2r1 + r3 ! r335 � 24 1 3 2 1 0 00 0 5 2 1 00 �1 3 �2 0 1s2 $ s3 35 výmìnasloupù 7!7! 24 1 2 3 1 0 00 5 0 2 1 00 3 �1 �2 0 1 �35r2 + r3 ! r335 � 24 1 2 3 1 0 00 5 0 2 1 00 0 �1 �165 �35 1 35 = �U ~L �:� ~L I � = 24 1 0 0 1 0 02 1 0 0 1 0 �2r1 + r2 ! r2�165 �35 1 0 0 1 165 r1 + r3 ! r335 � 24 1 0 0 1 0 00 1 0 �2 1 00 �35 1 165 0 1 35r2 + r3 ! r335 �� 24 1 0 0 1 0 00 1 0 �2 1 00 0 1 2 35 1 35 = � I L �: I = 24 1 0 00 1 00 0 1 35s2 $ s3 7! 24 1 0 00 0 10 1 0 35 = P:AP = 24 1 3 2�2 �6 12 5 7 3524 1 0 00 0 10 1 0 35 = 24 1 2 3�2 1 �62 7 5 35; LU = 24 1 0 0�2 1 02 35 1 3524 1 2 30 5 00 0 �1 35 = 24 1 2 3�2 1 �62 7 5 35Poznámka 4.3. LU rozklad nemusí být jednoznaèný. Pøi výpoètu matie U a ~L mù¾eme taképou¾ít øádkové operae (R2). Pøíslu¹né elementární matie Mi(�) jsou také DTM . K matii Az pøedhozího pøíkladu mù¾eme také pøiøadit matie~L0 = 24 1 0 02 1 0�16 �3 5 35; L0 = 24 1 0 0�2 1 02 35 15 35; U0 = 24 1 2 30 5 00 0 �5 35:Opìt platíAP = L0U0. Matie ~L0;U0 obdr¾íme z mati ~L;U provedením øádkové operae 5r3 ! r3.Odpovídajíí elementární matie je M3(5) = 24 1 0 00 1 00 0 5 35:Pøi výpoètu mati U a ~L nepou¾íváme výmìny øádkù!23



Kapitola 4. Øe¹ení lineárníh soustav pomoí LU rozkladu4.2 Øe¹ení soustav pomoí LU rozkladuJe-li pøi výpoètu LU rozkladu matie A nutné provést výmìnu sloupù, je øe¹ení soustavyAx = b slo¾itìj¹í. Rovnost AP = LU pøenásobíme zprava matií P>. Víme, ¾e P> = P�1.Vyjádøení matie A dostaneme ve tvaru A = LUP>:Soustava Ax = b má tedy tvar L�U(P>x)� = b. Øe¹íme pak postupnìLy = b; Uz = y; P>x = z:Pøíklad 4.3. U¾itím LU rozkladu øe¹te soustavu rovnix1 + 3x2 + 2x3 = 2�2x1 � 6x2 + x3 = �92x1 + 5x2 + 7x3 = 0 :Øe¹ení: Matie A soustavy je shodná s matií z pøíkladu 4.2. Mù¾eme pøistoupit hned k øe¹ení:Ly = b : y = ~Lb = 24 1 0 02 1 0�165 �35 1 3524 2�90 35 = 24 2�5�1 35; Uz = y : 24 1 2 3 20 5 0 �50 0 �1 �1 35 z1 = 1z2 = �1z3 = 1 ;P>x = z : x = Pz = 24 1 0 00 0 10 1 0 3524 1�11 35 = 24 11�1 35 x1 = 1x2 = 1x3 = �1 :Poznámka 4.4.1. LU rozklad pøedstavuje efektivní nástroj pro øe¹ení soustav lineárníh rovni se stejnou matiísoustavy a rùznými pravými stranami.2. Poèet násobení nutnýh k nalezení LU rozkladu ètverové matie øádu n je asi 12n3, o¾ jezhruba polovina operaí, ne¾ je zapotøebí k nalezení inverzní matie.3. Jak jsme si v¹imli, pøi øe¹ení soustavy není nutné hledat matii L, staèí pouze najít matii ~L.4. LU rozklad pøedstavuje dùle¾itý nástroj teorie mati.
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5. Determinant ètverové matieV této kapitole si uká¾eme, ¾e ka¾dé ètverové matii odpovídá urèité èíslo nazývanédeterminant matie. Jak uvidíme, je mo¾né determinantù pou¾ít i k øe¹ení soustav lineárníhrovni se ètverovou regulární matií. Má také pou¾ití v nìkterýh oblasteh vy¹¹í matematiky.5.1 Intuitivní pojetí determinantua) Mìjme lineární rovnii o jedné neznámé ax = b. Její øe¹ení má tvarx = ba ; je � li a 6= 0:Zaveïme matie A = [a℄;B = [b℄. Èísla jAj = a; jBj = b budeme nazývat determinanty1. øádu mati A;B. Øe¹ení rovnie bude mít vyjádøeníx = jBjjAj :b) Soustavu dvou lineárníh rovni o dvou neznámýh øe¹me sèítaí metodou:a11x1 + a12x2 = b1 = � a22 = � (�a21)a21x1 + a22x2 = b2 = � (�a12) = � a11Soustava má jediné øe¹eníx1 = b1a22 � b2a12a11a22 � a21a12 ; x2 = a11b2 � a21b1a11a22 � a21a12 ; jestli¾e a11a22 � a21a12 6= 0:Sestavme matie A = � a11 a12a21 a22 �; A1 = � b1 a12b2 a22 �; A2 = � a11 b1a21 b2 �:Èísla jAj = a11a22 � a21a12; jA1j = b1a22 � b2a12; jA2j = a11b2 � a21b1 budeme nazývatdeterminanty 2. øádu mati A;A1;A2. Øe¹ení soustavy má tak tvarx1 = jA1jjAj ; x2 = jA2jjAj :Mù¾eme si pov¹imnout, jak matii 2. øádu pøiøadíme její determinant. Prvek matie na místì(1; 1) vynásobíme determinantem matie 1. øádu, kterou dostaneme vyneháním 1. øádku a1. sloupe dané matie. Od tohoto souèinu odeèteme souèin prvku matie v pozii (2; 1) s deter-minantem matie 1. øádu, kterou obdr¾íme vyneháním 2. øádku a 1. sloupe dané matie.
25



Kapitola 5. Determinant ètverové matie5.2 Determinant ètverové matie øádu nDe�nie 5.1. Budi¾ A èverová matie n-tého øádu. Submatie Aij matie A je ètverovámatie øádu n � 1, která vznikne z matie A vyneháním i-tého øádku a j-tého sloupe. Jejídeterminant oznaèujeme jAij j a nazýváme jej subdeterminantem (minorem) (n � 1)-ního øádumatie A. Èíslo A�ij = (�1)i+jjAij j se nazývá algebraiký doplnìk prvku aij .De�nie 5.2. Determinant n-tého øádu : Determinantem matie A = [a11℄1�1 je èíslo a11.Neh» n > 1 a neh» jsou de�novány v¹ehny determinanty øádu men¹ího ne¾ n. Determinantemmatie A = [aij ℄n�n rozumíme èíslojAj = ��������� a11 a12 : : : a1na21 a22 : : : a2n... ... . . . ...an1 an2 : : : ann ��������� = a11A�11 + a21A�21 + : : : + an1A�n1:
Pøíklad 5.1. A = � a11 a12a21 a22 �jAj = a11(�1)1+1���� a11 a12a21 a22 ���� + a21(�1)2+1���� a11 a12a21 a22 ���� = a11a22 � a21a12Pøíklad 5.2. A = 24 3 �1 25 6 �72 �3 4 35jAj = 3 � (�1)1+1 ���� 6 �7�3 4 ���� + 5 � (�1)2+1 ���� �1 2�3 4 ���� + 2 � (�1)3+1 ���� �1 26 �7 ���� == 3 � (24� 21)� 5 � (�4 + 6) + 2 � (7 � 12) = �11Poznámka 5.1.1. De�nie 5.2 je de�nie rekurentní, resp. de�nie indukí. Pravá strana vzore pro determinantse nazývá rozvoj determinantu podle prvního sloupe. Nìkdy pou¾íváme místo jAj oznaèenídetA.2. K výpoètu determinantu n-tého øádu poèítáme n determinantù øádu n�1. Ka¾dý determinantøádu n � 1 byhom zase poèítali pomoí determinantù øádu n � 2, atd.3. Výpoèet determinantu podle de�nie je tedy velmi zdlouhavý. Proto je vhodné odvodit vlast-nosti determinantu, abyhom si usnadnili jeho výpoèet.26



5.3 Vlastnosti determinantuVìta 5.1. Rozvoj determinantu podle libovolného øádku nebo sloupe: Budi¾ A = [aij ℄ètverová matie øádu n. Neh» r; s jsou libovolná èísla z èísel 1; : : : ; n. PotomjAj = (�1)r+1ar1 jAr1j + : : : + (�1)r+narn jArnj (rozvoj determinantu podle r-tého øádku),resp.jAj = (�1)1+sa1s jA1sj + : : : + (�1)n+sans jAnsj (rozvoj determinantu podle s-tého sloupe).Dùkaz vìty je ponìkud obtí¾ný a uvedeme jej a¾ pozdìji.Pøíklad 5.3. Determinant matie A = 24 3 �1 25 6 �72 �3 4 35vypoèteme nyní rozvojem podle 3. øádku.jAj = 2 � (�1)3+1 ���� �1 26 �7 ���� + (�3) � (�1)3+2 ���� 3 25 �7 ���� + 4 � (�1)3+3 ���� 3 �15 6 ���� == 2 � (7 � 12) + 3 � (�21� 10) + 4 � (18 + 5) = �11Vìta 5.2. Determinant matie A>: Pro libovolnou ètverovou matii A platí, jAj = jA>j.Dùkaz: Vìta platí pro determinanty 1. a 2. øádu.Neh» n > 2 a neh» vìta platí pro ètverové matie øádu men¹ího ne¾ n. Doká¾eme, ¾e vìtaplatí i pro n � n matie. Polo¾me B = A>:jAj = a11jA11j � a12jA12j + : : :+ (�1)1+na1njA1nj (rozvoj determinantu podle 1. øádku)jBj = b11jB11j � b21jB21j + : : :+ (�1)n+1bn1jBn1j (rozvoj determinantu podle 1. sloupe)Platí: a1j = bj1;Bj1 = A>1j ; j = 1; : : : ; n. Pro determinanty øádu n � 1 vìta platí. To znamená,¾e jBj1j = jA>1j j = jA1j j, odtud jA>j = jBj = jAj:Poznámka 5.2. Vìta zaji¹»uje, ¾e ka¾dá vlastnost determinantu týkajíí se øádkù platí i prosloupe.5.3 Vlastnosti determinantuVìta 5.3. Výmìna øádkù : Vymìníme-li v dané ètverové matii A dva rùzné øádky, je deter-minant vzniklé matie roven �jAj. 27



Kapitola 5. Determinant ètverové matieDùkaz: Dùkaz je triviální pro matii øádu 2. Budi¾ n > 2 a neh» vìta platí pro matie øádumen¹ího ne¾ n. Neh» matie B vznikne z matie A zámìnou i-tého a j-tého øádku. Jeliko¾ n > 2,mù¾eme rozvinout determinanty mati A;B podle k-tého øádku, kde k 6= i; k 6= j:jAj = (�1)k+1ak1jAk1j + : : :+ (�1)k+naknjAknj;jBj = (�1)k+1bk1jBk1j + : : :+ (�1)k+nbknjBknj:Platí: akl = bkl; l = 1; : : : ; n, kromì øádkù i; j jsou v¹ehny øádky mati A;B stejné,jBklj = �jAklj, pro matie øádu n� 1 vìta platí. T.j. jBj = �jAj, vìta platí pro matie øádu n.Dùsledek 5.1. Má-li ètverová matie A dva stejné øádky, je detA = 0.Dùkaz: Výmìnou tìhto øádkù obdr¾ímematiiB. Platí: detB = � detA, ale také detB = detA(B = A). Musí tudí¾ platit detA = 0Vìta 5.4. Vynásobení øádku skalárem : Je-li jeden øádek ètverové matie A vynásobenskalárem r, bude determinant výsledné matie r � detA.Dùkaz: Budi¾ B matie, kterou dostaneme z matie A náhradou k-tého øádku (ak1; : : : ; akn)øádkem (rak1; : : : ; rakn). jBj = rak1A�k1 + : : : + raknA�kn = rjAjVìta 5.5. Pøiètení násobku øádku k jinému øádku : Pøièteme-li r-násobek jednoho øádkuètverové matieA k jinému øádku, je determinant takto vzniklé matie roven determinantu matieA.Dùkaz: Oznaème B matii, kterou obdr¾íme z matie A, jestli¾e r-násobek i-tého øádku pøiètemek øádku k-tému, k 6= i. Determinant matie B vypoèteme rozvojem podle k-tého øádku:jBj = bk1B�k1 + bk2B�k2 + : : : + bknB�kn == (rai1 + ak1)A�k1 + (rai2 + ak2)A�k2 + : : : + (rain + akn)A�kn == (rai1A�k1 + rai2A�k2 + : : : + rainA�kn) + (ak1A�k1 + ak2A�k2 + : : : + aknA�kn == rjCj + jAj:Matie C vznikla z matie A náhradou k-tého øádku øádkem i-tým. Má tak dva øádky stejné,a proto jCj = 0. Potom ale jBj = jAj.Poznámka 5.3. Nyní u¾ víme, jak øádkové operae ovlivòují determinant matie A. Redukuje-me-li matii A na HTM U a neprovádíme-li operai násobení øádku skalárem, potomdetA = � detU a detU je roven souèinu diagonálníh prvkù:U = 26664 u11 u12 : : : u1n0 u22 : : : u2n... ... . . . ...0 0 : : : unn 37775;detU = u11��������� u22 u23 : : : u2n0 u33 : : : u3n... ... . . . ...0 0 : : : unn ��������� = u11u22��������� u33 u34 : : : u3n0 u44 : : : u4n... ... . . . ...0 0 : : : unn ��������� = : : : = u11u22 : : : unn:Je-li A regulární ètverová matie, potom matie U je také regulární, tzn., ¾e v¹ehny diagonálníprvky matie U jsou nenulové. Platí tedy následujíí vìta.28



5.4 Výpoèet inverzní matie, øe¹ení soustavy lineárníh rovni u¾itím determinantùVìta 5.6. Ètverová matie A je regulární tehdy a jenom tehdy, je-li detA 6= 0.Vìta 5.7. Budi¾ A singulární matie øádu n a neh» B = [bij ℄n�n je libovolná matie. Potommatie AB je také singulární.Dùkaz: Dùkaz provedeme sporem. Neh» A je singulární matie a pøedpokládejme, ¾e AB jeregulární matie. Potom k ní existuje inverzní matie C tak, ¾e (AB)C = I. Platí:I = (AB)C = A(BC);to znamená, ¾e matie BC je inverzní k matii A (vìta 3.5), o¾ je ale spor, nebo» A je singulárnímatie.Vìta 5.8. Determinant souèinu mati: Jsou-liA aB n�nmatie, je det(AB) = detA�detB.Dùkaz: Je-li matie A diagonální, vìta platí:26664 a11 0 : : : 00 a22 : : : 0... ... . . . ...0 0 : : : ann 3777526664 b11 b12 : : : b1nb21 b22 : : : b2n... ... . . . ...bn1 bn2 : : : bnn 37775 = 26664 a11b11 a11b12 : : : a11b1na22b21 a22b22 : : : a22b2n... ... . . . ...annbn1 annbn2 : : : annbnn 37775det(AB) = (a11a22 : : : ann) detB = detA � detB. Vyu¾ili jsme vìtu 5.4.Je-liA singulární matie, pak také matieAB je singulární a platí 0 = det(AB) = detA detB.Budi¾ nyní matieA regulární. MatiiA redukujeme pomoí elementárníh øádkovýh operaí(R1), (R3) na diagonální matii D. Platí: D = TA, matie T je rovna souèinu pøíslu¹nýhelementárníh mati, pøièem¾ jAj = (�1)rjDj, kde r oznaèuje poèet výmìn øádkù pøi redukiA na D. Stejné operae transformují matii AB na matii T(AB) = (TA)B = DB. Platí:jABj = (�1)rjDBj. To jestjABj = (�1)rjDBj = (�1)rjDj � jBj = jAj � jBj:5.4 Výpoèet inverzní matie, øe¹ení soustavy lineárníh rovni u¾itímdeterminantùVìta 5.9. Neh» matie A = [aik℄n�n je regulární. Inverzní matie má následujíí tvarA�1 = 1jAj26664 A�11 A�21 : : : A�n1A�12 A�22 : : : A�n2... ... . . . ...A�1n A�2n : : : A�nn 37775;kde A�ki (k; i = 1; : : : ; n) jsou algebraiké doplòky prvkù aki matie A.Matii ~A = [A�ki℄n�n nazýváme matií adjungovanou k matii A.29



Kapitola 5. Determinant ètverové matieDùkaz: Neh» Ai!j oznaèuje matii, která vznikne z matie A náhradou j-tého øádku øádkemi-tým:
Ai!j = 266666666664

a11 a12 : : : a1n... ... ...ai1 ai2 : : : ain i-tý øádek... ... ...ai1 ai2 : : : ain j-tý øádek... ... ...an1 an2 : : : ann
377777777775Potom det(Ai!j) = � detA , je-li i = j0 , je-li i 6= j.Polo¾me nyní B = 1jAj ~A a poèítejme AB:AB = 1jAj26664 a11 a12 : : : a1na21 a22 : : : a2n... ... . . . ...an1 an2 : : : ann 3777526664 A�11 A�21 : : : A�n1A�12 A�22 : : : A�n2... ... . . . ...A�1n A�2n : : : A�nn 37775 = 1jAj26664 jAj 0 : : : 00 jAj : : : 0... ... . . . ...0 0 : : : jAj 37775 = 26664 1 0 : : : 00 1 : : : 0... ... . . . ...0 0 : : : 1 37775Platí toti¾ aj1A�j1 + aj2A�j2 + : : : + ajnA�jn = jAj; j = 1; : : : ; nai1A�j1 + ai2A�j2 + : : : + ainA�jn = 0; i 6= j; i; j = 1; : : : ; n:Vìta 5.10. Cramerovo pravidlo: Budi¾ dána soustava lineárníh rovni Ax = b s regulárnín � n matií. Soustava má jediné øe¹ení, pro které platíxk = jAkjjAj ; k = 1; : : : ; n;kde Ak je matie, kterou obdr¾íme z matie A výmìnou k-tého sloupe za vektor pravýh stranb: Ak = 264 ka11 : : : b1 : : : a1n... ... ...an1 : : : bn : : : ann 375; k = 1: : : : :n:Dùkaz: Matie soustavy je regulární, øe¹ení soustavy je tedy jediné a platí x = A�1b:x = A�1b = 1jAj ~Ab : 2666664 x1...xk...xn

3777775 = 1jAj2666664 A�11 A�21 : : : A�n1... ... ...A�1k A�2k : : : A�nk... ... ...A�1n A�2n : : : A�nn
3777775 = 2666664 b1b2......bn

3777775;t.j. xk = 1jAj (b1A�1k + b2A�2k + : : : + bnA�nk) = jAkjjAj :30



5.4 Výpoèet inverzní matie, øe¹ení soustavy lineárníh rovni u¾itím determinantùPoznámka 5.4. Výpoèet inverzní matie pomoí matie adjungované má jen teoretiký význam.Nalezení inverzní matie u¾itím elementárníh øádkovýh operaí je daleko výhodnìj¹í. Podobnìsoustavy lineárníh rovni budeme øe¹it Gaussovou eliminaèní metodou, øe¹ení pomoí determi-nantù je vhodné pro soustavy nejvý¹e 3. øádu.Pøíklad 5.4. Najdìte inverzní matii k matiiA = 24 2 1 30 1 41 2 1 35;je-li A regulární.Øe¹ení: jAj = ������ 2 1 30 1 41 2 1 ������ = ������ 0 �3 10 1 41 2 1 ������ = 1 � (�1)4���� �3 11 4 ���� = �13 6= 0:Matie A je regulární.A�11 = (�1)2���� 1 42 1 ���� = �7; A�21 = (�1)3���� 1 32 1 ���� = 5; A�31 = (�1)4���� 1 31 4 ���� = 1;A�12 = (�1)3���� 0 41 1 ���� = 4; A�22 = (�1)4���� 2 31 1 ���� = �1; A�32 = (�1)5���� 2 30 4 ���� = �8;A�13 = (�1)4���� 0 11 2 ���� = �1; A�23 = (�1)5���� 2 11 2 ���� = �3; A�33 = (�1)6���� 2 10 1 ���� = 2:A�1 = 1jAj ~A = � 11324�7 5 14 �1 �8�1 �3 2 35;AA�1 = � 11324 2 1 30 1 41 2 1 3524�7 5 14 �1 �8�1 �3 2 35 = � 11324 �13 0 00 �13 00 0 �13 35 = 24 1 0 00 1 00 0 1 35Pøíklad 5.5. Vypoètìte neznámou x2 z dané soustavy rovnix1 + x2 � 3x3 + x4 = 12x1 + x2 + 2x4 = 0x2 � 6x3 � x4 = 53x1 + x2 + x4 = 1:Øe¹ení:
x2 = jA2jjAj = �������� 1 1 �3 12 0 0 20 5 �6 �13 1 0 1 ���������������� 1 1 �3 12 1 0 20 1 �6 �13 1 0 1 �������� =

�������� 1 1 �3 12 0 0 2�2 3 0 �33 1 0 1 ���������������� 1 1 �3 12 1 0 2�2 �1 0 �33 1 0 1 �������� =
(�3)(�1)4������ 2 0 2�2 3 �33 1 1 ������(�3)(�1)4������ 2 1 2�2 �1 �33 1 1 ������ =

������ 2 0 0�2 3 �13 1 �2 ������������ 0 1 20 �1 �31 1 1 ������ =31



Kapitola 5. Determinant ètverové matie= 2(�1)2���� 3 �11 �2 ����1(�1)4���� 1 2�1 �3 ���� = �10�1 = 10
Pøíklady k provièení:Cvièení 5.1. Vypoètìte inverzní matie k daným matiím u¾itím vìty 5.9.a) A = � 4 12 1 � b) B = 24 3 0 34 1 �2�5 1 4 35Cvièení 5.2. Dané soustavy lineárníh rovni øe¹te pomoí Cramerova pravidla, pokud jej mù¾emepou¾ít.a) 2x1 � 3x2 = 1�4x1 + 6x2 = �1 b) 3x + 4y + 5z = 5x + 2y + 4z = 02x � y � 3z = 6Dùkaz vìty 5.1: Uká¾eme, ¾e determinant mù¾eme vypoèítat rozvojem podle libovolného øádku,pro sloupe je dùkaz obdobný.Vìta platí zøejmì pro n = 1; n = 2.Neh» n > 2 a pøedpokládejme, ¾e vìta platí pro determinanty øádu men¹ího ne¾ n. Mámedokázat, ¾e vìta platí i pro determinanty øádu n, t.j. rozvoj determinantu podle r-tého øádku jeroven rozvoji determinantu podle i-tého øádku, je-li napøíklad i < r.rozvoj determinantu podle i-tého øádku nXj=1(�1)i+jaij jAij j (5.1)rozvoj determinantu podle r-tého øádku nXs=1(�1)r+sarsjArsj (5.2)

Obr. 5.1.32



5.4 Výpoèet inverzní matie, øe¹ení soustavy lineárníh rovni u¾itím determinantùDeterminanty jAij j a jArsj jsou øádu n � 1, tak¾e je mù¾eme rozvinout podle libovolnéhoøádku, tedy rozvineme jAij j podle øádku r a jArsj podle øádku i. Rozvoj (5.1) tak bude rovensouètu souèinù tvaru (�1)�aijarsd a rozvoj (5.2) bude roven souètu souèinù tvaru (�1)�arsaijd,kde d je determinant matie, která vznikla z matie A vyneháním øádkù i; r a sloupù j; s.Platí (obr. 5.1):Je-li j < s; � = i + j + (r � 1) + (s� 1); je-li j > s; � = i + j + (r � 1) + s:Je-li j < s; � = r + s + i + j; je-li j > s; � = r + s + i + (j � 1):Zøejmì (�1)� = (�1)�, a tedy rozvoje (5.1) a (5.2) se rovnají.Zbývá je¹tì dokázat, ¾e rozvoj determinantu podle libovolného øádku je roven rozvoji podlelibovolného sloupe. K tomu postaèí dokázat rovnost rozvojù determinantù podle 1. øádku a podle1. sloupe. rozvoj determinantu podle 1. øádku: a11jA11j + nXj=2(�1)1+ja1j jA1j jDeterminanty jA1j j pro j > 1 rozvineme podle 1. sloupe:jA1j j = nXi=2(�1)(i�1)+1ai1d;kde d je determinant matie vzniklé z matie A vy¹krtnutím øádkù 1; i a sloupù 1; j. Rozvojdeterminantu podle 1. øádku je tak roven souètu èlenu a11jA11j a èlenù tvaru (�1)1+j+ia1jai1d.Nyní rozvineme determinant podle 1. sloupe:a11jA11j + nXi=2(�1)i+1ai1jAi1ja determinanty jAi1j pro i > 1 podle 1. øádku:jAi1j = nXj=2(�1)1+(j�1)a1jd:Rozvoj determinantu podle 1. sloupe je opìt roven souètu èlenu a11jA11j a èlenù tvaru(�1)i+1+jai1a1jd, kde d má stejný význam jako v pøede¹lém odstavi.Jak vidíme, oba rozvoje se rovnají souètu stejnýh èlenù a tedy jsou toto¾né. Dùkaz vìty jetak dokonèen.
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6. Polynomy a algebraiké rovnie6.1 PolynomyS polynomy jsme se ji¾ seznámili na støední ¹kole. Tyto elementární funke potøebujeme nejenv matematie, ale také v tehnikýh oboreh, kde napøíklad vztahy mezi zkoumanými velièinamièasto popisujeme pomoí polynomù. V této kapitole si na¹e poznatky o polynomeh zopakujemea roz¹íøíme.De�nie 6.1. Funki P s de�nièním oborem R, která je de�nována pøedpisemP (x) = a0 + a1x + a2x2 + : : : + anxn = nXk=0 akxk;kde ak 2 R (k = 0; : : : ; n), nazýváme reálným polynomem.Èísla a0; : : : ; an jsou koe�ienty polynomu. Koe�ient a0 se nazývá absolutní èlen. Je-li an 6= 0,øekneme, ¾e polynom je stupnì n. Èlen anxn se nazývá vedouí èlen polynomu.Poznámka 6.1. Ka¾dá konstantní funke s de�nièním oborem R je polynom. Polynomem je tudí¾i funke nulová na R. Tento polynom nazýváme nulový a budeme jej znaèit 0. Platí tedy 0(x) = 0pro v¹ehna x 2 R.Vìta 6.1. Budi¾ dán reálný polynom P (x) = a0 + a1x + : : : + anxn a neh» an 6= 0. Potompolynom P (x) je nutnì nenulový.Dùkaz: Je-li n = 0, potom P (x) = a0 6= 0, a tudí¾ P 6= 0.Neh» n � 1 a pøedpokládejme, ¾e P = 0. Polo¾me K = ja0j + ja1j + : : : + jan�1j. Zøejmìexistuje reálné èíslo x0 takové, ¾e jx0j > Kjanj a jx0j > 1. Odtud platí:janjjx0j > K; (6.1)jx0jk � jx0jn�1 pro k = 0; 1; : : : ; n � 1: (6.2)Jeliko¾ polynom P je nulový, znamená to, ¾e P (x0) = 0, a tudí¾�anxn0 = a0 + a1x0 + : : : + an�1xn�10 :Pøipomeòme si vlastnosti absolutní hodnoty:jabj = jaj � jbj; ja + bj � jaj + jbjpro v¹ehna a; b 2 R. Vyu¾ijeme-li je¹tì (6.2), mù¾eme psátjanjjx0jn = janxn0 j � ja0j + ja1jjx0j + : : : + jan�1jjx0jn�1 � Kjx0jn�1;to jest janjjx0j � K, o¾ je ov¹em spor s nerovností (6.1). Skuteènì tedy P 6= 0.34



6.2 Operae s polynomyPoznámka 6.2. Jestli¾e vyjádøíme nulový polynom ve tvaru0(x) = a0 + a1x + : : : + anxn;potom nutnì a0 = a1 = : : : = an = 0. Platí tedy následujíí vìta:Vìta 6.2. Dva nenulové polynomyP (x) = a0 + a1x + : : :+ anxn; an 6= 0;Q(x) = b0 + b1x + : : :+ bmxm; bm 6= 0;se sobì rovnají právì tehdy, kdy¾ m = n a ak = bk pro v¹ehna k = 0; : : : ; n.Poznámka 6.3. Je zøejmé, ¾e nenulová konstantní funke na R je polynom nultého stupnì. Stupeònulového polynomu není de�nován.6.2 Operae s polynomyPro polynomy mù¾eme de�novat operae sèítání, odèítání, násobení a dìlení. Ze støední ¹kolyvíme, ¾e souèet, rozdíl i souèin polynomù je opìt polynom. Výsledkem dìlení polynomu polynomemnemusí u¾ být polynom. Dìlení polynomù je ponìkud obtí¾nìj¹í, a tak si uvedeme vìtu, pomoíní¾ budeme moi dìlit polynomy alespoò èásteènì a se zbytkem.Vìta 6.3. Ke ka¾dým dvìma polynomùm P (x) a Q(x), kde Q(x) 6= 0, mù¾eme najít polynomyB(x) a R(x) tak, ¾e P (x) = Q(x)B(x) + R(x): (6:3)Stupeò polynomuR(x) je men¹í ne¾ stupeò polynomuQ(x), neboR(x) = 0, a polynomyB(x); R(x)vyhovujíí vztahu (6.3) jsou jednoznaènì urèeny.Dùkaz: Budi¾ n stupeò polynomu P a m stupeò polynomu Q. Je-li n < m, polo¾íme B(x) = 0 aR(x) = P (x). Neh» nyní n � m a neh» polynomy P (x) a Q(x) jsou uspoøádány sestupnì, to jestP (x) = anxn + an�1xn�1 + : : :+ a0; an 6= 0;Q(x) = bmxm + bm�1xm�1 + : : :+ b0; bm 6= 0:Polo¾me P (x)� anbmxn�mQ(x) = P1(x):Polynom P1(x) je stupnì men¹ího ne¾ n. Oznaème jeho vedouí èlen an1xn1 . Pokud je n1 � m,polo¾íme P1(x)� an1bm xn1�mQ(x) = P2(x):Polynom P2(x) je stupnì n2, pøièem¾ n2 < n1. Pokud n2 � m, postupujeme dále, a¾ koneènìsestrojíme polynom Pk�1(x)� ank�1bm xnk�1�mQ(x) = Pk(x);35



Kapitola 6. Polynomy a algebraiké rovniejeho¾ stupeò nk je men¹í ne¾ m. Platí tedyP (x)� � anbmxn�m + an1bm xn1�m + : : : + ank�1bm xnk�1�m�Q(x) = Pk(x)Oznaème B(x) = anbmxn�m + an1bm xn1�m + : : : + ank�1bm xnk�1�m; R(x) = Pk(x). Stupeò polynomuR(x) je men¹í ne¾ stupeò polynomu Q(x). Existene polynomù B(x) a R(x) je tak dokázána.Neh» nyní vedle polynomùB(x) aR(x) existují jiné dva polynomyC(x) a S(x) dané vlastnosti.Potom P (x) = Q(x)B(x) + R(x); (6.4)P (x) = Q(x)C(x) + S(x): (6.5)Porovnáním pravýh stran (6.4), (6.5) dostanemeQ(x)�B(x)� C(x)� = S(x) � R(x) (6:6)Polynom B(x) � C(x) je nutnì nulový, jinak by polynom na levé stranì (6.6) byl stupnì vìt¹íhonebo rovného stupni polynomu Q(x), zatímo polynom na pravé stranì (6.6) je stupnì men¹íhone¾ stupeò polynomu Q(x). Je tedy B(x) = C(x) a odtud R(x) = S(x).Poznámka 6.4. Vìta dává návod k dìlení polynomu polynomem. Polynom B(x) nazývámepodílem polynomù P (x) a Q(x), polynom R(x) se nazývá zbytek.Pøíklad 6.1. Polynom P (x) = x5 + 2x4 + 3x2 + x dìlte polynomem Q(x) = x2 + 2x � 1.Øe¹ení: (x5 + 2x4 + 3x2 + x) : (x2 + 2x � 1) = x3 + x + 1�(x5 + 2x4 � x3)x3 + 3x2 + x = P1(x) (stupeò P1(x) : stp P1 = 3 > 2)�(x3 + 2x2 � x)x2 + 2x = P2(x) (stp P2 = 2 � 2)�(x2 + 2x � 1)1 = P3(x) (stp P3 = 0 � 2)Platí: x5 + 2x4 + 3x2 + x = (x2 + 2x � 1) � (x3 + x + 1) + 1; B(x) = x3 + x + 1; R(x) = 1.Dùsledek 6.1. Zbytek pøi dìlení polynomu P (x) lineárním dvojèlenem x �  je roven hodnotìP () polynomu P (x) pro x = . Platí toti¾P (x) = (x � )B(x) + r:Zbytek r je 0 nebo polynom stupnì 0, to jest nenulová konstanta.P () = (� )B() + r = r:36



6.3 Hornerovo shéma6.3 Hornerovo shémaNa základì pøedhozího výsledku mù¾eme pro dìlení polynomu lineárním dvojèlenem x � odvodit jednodu¹¹í algoritmus ne¾ dává vìta 6.3.Neh» P (x) = anxn + an�1xn�1 + : : : + a2x2 + a1x+ a0 a neh» P (x) = (x� )B(x) + r, kdepolynom B(x) je stupnì n � 1. Potom(anxn+an�1xn�1+ : : :+a2x2+a1x+a0) = (x�)(bn�1xn�1+bn�2xn�2+ : : :+b2x2+b1x+b0)+r:Porovnáním koe�ientù pøi stejnýh monináh dostávámebn�1 = an;bn�2 = an�1 + bn�1;...b1 = a2 + b2;b0 = a1 + b1;r = a0 + b0:Uvedenému algoritmu øíkáme Hornerovo shéma. Tímto zpùsobem obdr¾íme nejen koe�ientypodílu B(x), ale také hodnotu polynomu P (x) pro x = , o¾ je právì zbytek r. V Hornerovìshématu provádíme pouze násobení a sèítání a vyhneme se tak nepøíjemnému umoòování. Postupse mù¾eme je¹tì usnadnit pomoí tabulky:an an�1 : : : a2 a1 a0# bn�1 : : : b2 b1 b0 bn�1 bn�2 : : : b1 b0 r = P ()Pøíklad 6.2. Urèete hodnotu polynomu P (x) = 2x4 � 5x3 + x � 7 pro x = 3.Øe¹ení: 2 �5 0 1 �7# 6 3 9 303 2 1 3 10 23 = P (3) nebo je¹tì jednodu¹eji 2 �5 0 1 �73 2 1 3 10 23 = P (3)6.4 Algebraiké rovnieNa støední ¹kole jsme také poznali lineární a kvadratiké rovnie, t.j. rovnie typuax + b = 0; a 6= 0;ax2 + bx +  = 0; a 6= 0:Koøeny tìhto rovni mù¾eme vypoèítat pomoí jejih koe�ientù algebraikými operaemi (sèítání,odèítání, násobení, dìlení, umoòování a odmoòování). Takto lze je¹tì získat koøeny rovnitøetího a ètvrtého stupnì. Av¹ak rovnie stupnì vy¹¹ího ne¾ 4 nemù¾eme v obeném pøípadìøe¹it algebraiky. To znamená, ¾e jejih koøeny u¾ nelze získat jako výsledek algebraikýh operaís jejih koe�ienty. V nìkterýh jednodu¹¹íh pøípadeh ale mù¾eme i tyto rovnie øe¹it.V na¹ih úvaháh v¹ak nevystaèíme pouze s reálnými polynomy. Napøíklad jednoduhá rovniex2+1 = 0 nemá reálné koøeny, nýbr¾ imaginární koøeny i;�i, jak se mù¾eme pøesvìdèit zkou¹kou.Potom ale za promìnnou x polynomu x2 + 1 dosazujeme komplexní èísla, tak¾e vlastnì poèítámehodnotu funke komplexní promìnné. 37



Kapitola 6. Polynomy a algebraiké rovnieDe�nie 6.2. Funke P (x), která je pro v¹ehna komplexní èísla x de�nována pøedpisemP (x) = a0 + a1x + a2x2 + : : : + anxn;kde ak 2 C (k = 0; : : : ; n), se nazývá komplexní polynom.Poznámka 6.5. Snadno se pøesvìdèíme, ¾e výsledky odvozené v pøedhozíh odstavíh pro reálnépolynomy mù¾eme pou¾ít i v pøípadì polynomù komplexníh.De�nie 6.3. Rovnii P (x) = 0, kde P (x) je polynom stupnì n � 1 (obenì komplexní),nazýváme algebraikou rovnií stupnì n. Je-li an = 1, øíkáme, ¾e rovnie je v normovanémtvaru.De�nie 6.4. Èíslo � 2 C nazýváme koøenem algebraiké rovnie P (x) = 0 (resp. koøenem èinulovým bodem polynomu P (x)), jestli¾e P (�) = 0. Výraz x� � nazýváme koøenovým èinitelem.Vìta 6.4. Základní vìta algebry : Ka¾dý komplexní polynom stupnì alespoò prvního má vmno¾inì komplexníh èísel alespoò jeden koøen.Dùkaz: Dùkaz základní vìty podal jako první K.F. Gauss konem 18. století. Jeho dùkaz stejnìjako i jiné dùkazy této vìty vyu¾ívají výsledkù dal¹íh matematikýh disiplín, a proto jej nebu-deme uvádìt.Vìta 6.5. Bézoutova : Èíslo �1 je koøenem algebraiké rovnie P (x) = 0 právì tehdy, kdy¾ platíP (x) = (x � �1)B(x). Jinými slovy polynom P (x) je dìlitelný koøenovým èinitelem x � �1.Dùkaz vìty se opírá o dùsledek 6.1, na jeho¾ základì mù¾eme psátP (x) = (x � �1)B(x) + P (�1):Dùsledek 6.2. Je-liB(x) stupnì alespoò prvního, pak musí mít opìt alespoò jeden koøen, oznaèmejej �2, tak¾e platíB(x) = (x��2)C(x), a tedy P (x) = (x��1)(x��2)C(x). Budeme-li postupovatuvedeným zpùsobem, dospìjeme k rozkladu polynomu P (x) na souèin n lineárníh èinitelùP (x) = an(x � �1)(x � �2) : : : (x � �n): (6:7)Vyjádøení polynomu P (x) ve tvaru (6.7) je jednoznaèné. Pokud by platilo, ¾eP (x) = an(x � �1)(x� �2) : : : (x � �n); (6:8)pøièem¾ koøen �i by byl rùzný od v¹eh koøenù �j (j = 1; : : : ; n), pak by na základì (6.7) a (6.8)platilo, ¾e P (�i) = 0 a zároveò P (�i) 6= 0. Tedy ka¾dý koøen �i je roven nìkterému z koøenù �j anaopak.Poznámka 6.6. Koøeny �1; : : : ; �n nemusí být v¹ehny navzájem rùzné. Bude-li napøíklad k1koøenù rovno èíslu �1, budeme øíkat, ¾e koøen �1 je k1-násobný. Podobnì koøen �2 mù¾e býtk2-násobný atd. Platí tudí¾ následujíí vìta: 38



6.4 Algebraiké rovnieVìta 6.6. Neh» polynom P (x) stupnì n � 1 má v mno¾inì komplexníh èísel r rùznýh koøenù�1; : : : ; �r, jejih¾ násobnost je k1; : : : ; kr. Pak mù¾eme polynom P (x) vyjádøit jednoznaènì vetvaru P (x) = an(x � �1)k1(x � �2)k2 : : : (x � �r)kr ; (6:9)pøièem¾ k1 + : : : + kr = n.Øíkáme, ¾e jsme polynom P (x) vyjádøili ve tvaru souèinu koøenovýh èinitelù.Dùsledek 6.3. Ka¾dá algebraiká rovnie stupnì n 2 N má v mno¾inì komplexníh èísel právì nkoøenù, jestli¾e ka¾dý koøen poèítáme tolikrát, kolik je jeho násobnost.Vìta 6.7. O raionálníh koøeneh : Neh» algebraiká rovnieanxn + an�1xn�1 + : : : + a1x + a0 = 0(n 2 N) s eloèíselnými koe�ienty má jako koøen raionální èíslo pq , kde p; q jsou elá èísla nesou-dìlná. Potom absolutní èlen a0 je dìlitelný èíslem p a koe�ient vedouího èlenu an je dìlitelnýèíslem q.Dùkaz: Neh» an �pq�n + an�1 �pq�n�1 + : : : + a1 pq + a0 = 0:Vynásobením obou stran rovnie èíslem qn obdr¾ímeanpn + an�1pn�1q + : : : + a1pqn�1 + a0qn = 0:Odtud a0qnp = �(anpn�1 + : : :+ a1qn�1); (6.10)anpnq = �(an�1pn�1 + : : :+ a0qn�1): (6.11)Podle pøedpokladu jsou elá èísla p; q nesoudìlná a ak 2 Z (k = 0; : : : ; n). Na pravé stranì rovností(6.10), (6.11) máme v¾dy elá èísla, a tedy èíslo p je dìlitelem èísla a0 a èíslo q je dìlitelem èíslaan.Dùsledek 6.4. Má-li normovaná algebraiká rovnie s eloèíselnými koe�ienty koøen � 2 Z,potom nutnì absolutní èlen a0 je dìlitelný èíslem �.Vìta 6.8. O komplexníh koøeneh : Neh» koe�ienty ak (k = 0; : : : ; n) rovnie P (x) = 0jsou reálná èísla. Potom platí: Je-li komplexní èíslo � = a+ bi k-násobným koøenem této rovnie,pak také èíslo komplexnì sdru¾ené �� = a � bi je k-násobným koøenem této rovnie.Dùkaz: Neh» P (�) = 0, máme dokázat, ¾e také P (�) = 0. Zøejmì P (�) = 0, t.j.an�n + an�1�n�1 + : : : + a1� + a0 = 0:Jeliko¾ pro libovolná komplexní èísla platí � + � = � + �; �� = � �; mù¾eme psátan�n + an�1�n�1 + : : : + a1 � + a0 = 0:Ale an = an; : : : ; a0 = a0, nebo» koe�ienty jsou èísla reálná, a tedyan�n + an�1�n�1 + : : : + a1� + a0 = 0:Uká¾eme je¹tì, ¾e koøen � je k-násobný, je-li � k-násobný koøen. Kdyby koøen � byl r-násobný,kde r < k, mohli byhom psát P (x) = (x � �)r(x � �)rQ(x), pøièem¾ èíslo � by nebylo koøenempolynomu Q(x), zatímo � ano. To je v¹ak podle toho, o jsme dokázali vý¹e, nemo¾né. Podobnìnemù¾e nastat, ¾e r > k. 39



Kapitola 6. Polynomy a algebraiké rovnieDùsledek 6.5. Vynásobíme-li (x�a� bi)(x�a+ bi) obdr¾íme kvadratiký mnohoèlen x2+px+qs reálnými koe�ienty p = �2a; q = a2 + b2, kde p2 � 4q < 0, který nelze rozlo¾it na reálnélineární èinitele. Bude-li mít polynom P (x) s reálnými koe�ienty reálné koøeny �1; �2; : : : ; �ks násobností r1; r2; : : : ; rk a komplexnì sdru¾ené koøeny a1�b1i; a2�b2i; : : : ; al�bli, jejih¾ násob-nosti jsou s1; s2; : : : ; sl, mù¾eme jej vyjádøit ve tvaru souèinu reálnýh lineárníh a kvadratikýhnerozlo¾itelnýh mnohoèlenù:P (x) = an(x � �1)r1 � � � (x � �k)rk(x2 + p1x + q1)s1 � � � (x2 + plx + ql)sl ; (6:12)pøièem¾ r1 + : : : + rk + 2(s1 + : : : + sl) = n.
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7. Algebraiké operae a strukturyDe�nie 7.1. Binární algebraiká operae Æ na neprázdné mno¾inì A je zobrazeníÆ : A�A 3 (a; b) 7! a Æ b 2 A. Mno¾ina A spolu s operaí Æ se nazývá grupoid , který zapisujeme(A; Æ).Pøíklady: (R; +) : R2 3 (a; b) 7! a + b 2 R(C ; �) : C 2 3 (�; �) 7! � � � 2 C�Mn(R); �� :Mn(R) �Mn(R) 3 (A;B) 7! A � B 2 Mn(R)mno¾ina v¹eh reálnýh n � n matiDe�nie 7.2. Grupoid (A ; �) je asoiativní, jestli¾e pro libovolné prvky a; b;  2 A platía � (b � ) = (a � b) � Pøíklady:(R; +); (C ; �); �Mn(R); ���Z(A); Æ) mno¾ina v¹eh zobrazení mno¾iny A do sebe, Æ je operae skládání zobrazení.f : A 7! A; g : A 7! A; g Æ f : A 7! A, x 2 A : (g Æ f)(x) = g�f(x)�(h Æ g) Æ f = h Æ (g Æ f)�(h Æ g) Æ f�(x) = (h Æ g)�f(x)� = hhg�f(x)�i�h Æ (g Æ f)�(x) = h�(g Æ f)(x)� = hhg�f(x)�i(N; "); ": N � N 3 (a; b) 7! ab 2 N; 2 " (4 " 2) = 216; (2 " 4) " 2 = 162 = 28,(N; ") není asoiativní.De�nie 7.3. Prvek e 2 A nazýváme neutrálním prvkem grupoidu (A; Æ), jestli¾e pro ka¾déa 2 A platí a Æ e = e Æ a = a:Pøíklady: (R; +) neutrální prvek 0 (nulový prvek)(C ; �) neutrální prvek 1 (jednotkový prvek)�Z(A); Æ� neutrální prvek IA (identita na mno¾inì A)�Z(R); Æ� IR : y = x�Mn(R); �� In jednotková matie(N; ") a " 1 = a1 = a; 1 " a = 1a = 1, neexistuje neutrální prvekVìta 7.1. Ka¾dý grupoid má nejvý¹e jeden neutrální prvek.41



Kapitola 7. Algebraiké operae a strukturyDùkaz: Neh» e1; e2 jsou dva neutrální prvky grupoidu (A; Æ). Potome1 = e1 Æ e2 = e2:De�nie 7.4. Neh» (A; Æ) je grupoid s neutrálním prvkem e. Prvek b 2 A nazýváme levým(pravým) inverzním prvkem k prvku a 2 A, jestli¾e platí b Æ a = e (a Æ b = e). Prvek b nazývámeinverzním prvkem k prvku a, jestli¾e a Æ b = b Æ a = e:Pøíklady:(Z;+) inverzní prvek k a 2 Z je �a (èíslo opaèné)(R; �) inverzní prvek k 0 6= a 2 R je a�1 = 1a (èíslo pøevráené)�Mn(R); �� inverzní prvek k A 2 Mn(R) je A�1mno¾ina ètverovýh regulárníh mati øádu n�Z(A); Æ�; neh» g Æ f = IA: f je pravé inverzní zobrazení ku gg je levé inverzní zobrazení k fg je zobrazení na mno¾inu: a = IA(a) = (g Æ f)(a) = g�f(a)�,t.j. ka¾dý prvek a 2 A má svùj vzor ga 2 Af je zobrazení prosté: �a 6= b ) f(a) 6= f(b)�, �f(a) = f(b)) a = b�a = IA(a) = (g Æ f)(a) = g�f(a)� = g�f(b)� = (g Æ f)(b) = IA(b) = bZobrazení f 2 Z(A) bude mít inverzní zobrazení ve smyslu de�nie 7.4, právì kdy¾ budevzájemnì jednoznaèné: g Æ f = f Æ g = IA.De�nie 7.5. Grupoid (A; Æ) je komutativní, jestli¾e pro v¹ehna a; b 2 A platía Æ b = b Æ a:Pøíklady: (R; +); (R; �) jsou komutativní grupoidy�Mn(R); ��; �Z(A); Æ� nejsou komutativní grupoidyDe�nie 7.6. Grupoid (A; Æ) se nazývá grupa , jestli¾e platí(i) asoiativní zákon a Æ (b Æ ) = (a Æ b) Æ  pro v¹ehna a; b;  2 A,(ii) neutrální prvek existuje e 2 A tak, ¾e a Æ e = e Æ a = a pro v¹ehna a 2 A,(iii) inverzní prvek pro ka¾dé a 2 A existuje a�1 2 A takový, ¾e a Æ a�1 = a�1 Æ a = e.Pøíklady: (Z;+); (R n f0g; �); �Mn(R); �� regulární matie42



Vìta 7.2. Neh» (A; Æ) je grupa s neutrálním prvkem e. Potom platí následujíí tvrzení:a) ke ka¾dému prvku a 2 A existuje právì jeden inverzní prvek a�1 2 A;b) neh» a; b;  2 A, jestli¾e a Æ b = a Æ , pak b = . V grupì lze krátit ;) neh» a; b 2 A, pak existuje jediný prvek x 2 A (y 2 A) tak, ¾e a Æ x = b (y Æ a = b).Dùkaz:a) Neh» existují dva inverzní prvky b;  : a Æ b = b Æ a = e; a Æ  =  Æ a = e. Potomb = b Æ e = b Æ (a Æ ) = (b Æ a) Æ  = e Æ  = :b) Neh» a Æ b = a Æ , potom a�1 Æ (a Æ b) = a�1 Æ (a Æ ), tedy(a�1 Æ a) Æ b Æ (a�1 Æ a) Æ ; t:j: e Æ b = e Æ ; resp: b = :) Budi¾ x = a�1 Æ b : a Æ x = a�1 Æ (a Æ b) = (a�1 Æ a) Æ b = e Æ b = b. Uká¾eme, ¾e x je jediné:Neh» a Æ x1 = b; a Æ x2 = b; potom a Æ x1 = a Æ x2 a podle b) x1 = x2:De�nie 7.7. Komutativní tìleso (T ;+; 0; �; 1) je mno¾ina T majíí alespoò dva rùzné prvky,na ní¾ jsou de�novány dvì binární operae + s neutrálním prvkem 0 a � s neutrálním prvkem 1tak, ¾e platí(T1) (T ;+; 0) je komutativní grupa,(T2) (T n f0g; �; 1) je komutativní grupa,(T3) pro ka¾dé a; b;  2 T a � (b + ) = a � b + a � .Operae + (�) nazýváme sèítání (násobení), nemusí v¹ak jít o bì¾né sèítání (násobení).Pøíklady: (R; +; 0; �; 1); (C ; +; 0; �; 1); (Q ; +; 0; �; 1); (f0; 1g;+; 0; �; 1)+ 0 10 0 11 1 0 � 0 10 0 01 0 1Cvièení 7.1.1. Uka¾te, ¾e v grupì (A; Æ; e) platí (a Æ b)�1 = b�1 Æ a�1.2. Uka¾te, ¾e v tìlese platí 1 � 0 = 0; a � 0 = 0; (�1) � a = �a.3. Doka¾te, ¾e v asoiativním grupoidu platí �(a Æ b) Æ � Æ d = a Æ �b Æ ( Æ d)�.
43



Obsah1. Matie a algebra mati 22. Soustavy lineárníh rovni 82.1 Obený postup pøi øe¹ení soustavy lineárníh rovni . . . . . . . . . . . . . 112.2 Gauss-Jordanova metoda . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122.3 Pranost øe¹ení . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132.4 Soustavy se stejnou matií a rùznými pravými stranami . . . . . . . . . . . 133. Matiový zápis elementárníh øádkovýh operaí,inverzní matie 143.1 Elementární matie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143.2 Inverzní matie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153.3 Elementární matie a regularita . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163.4 Výpoèet inverzní matie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173.5 Pou¾ití inverzní matie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184. Øe¹ení lineárníh soustav pomoí LU rozkladu 204.1 Permutaèní matie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 214.2 Øe¹ení soustav pomoí LU rozkladu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 245. Determinant ètverové matie 255.1 Intuitivní pojetí determinantu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 255.2 Determinant ètverové matie øádu n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 265.3 Vlastnosti determinantu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 275.4 Výpoèet inverzní matie, øe¹ení soustavy lineárníh rovni u¾itím determinantù . . 296. Polynomy a algebraiké rovnie 346.1 Polynomy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 346.2 Operae s polynomy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 356.3 Hornerovo shéma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 376.4 Algebraiké rovnie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 377. Algebraiké operae a struktury 41Obsah 44

44


