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Ingredience H-F metody 

Ritzův variační princip

𝐸0 = min
𝜓 =1

𝜓 𝐻 𝜓 (počítáme tedy „jen“ energii základního stavu)

Hamiltonův operátor
(X-reprezentace, B-O aproximace, elektrostatické přiblížení)

𝐻 ≡ 𝐻e = σ𝑘=1
𝑛 −

ℏ2

2𝑚e
∆𝑘 + σ𝐽=1

𝑁−1σ𝐾=𝐽+1
𝑁 𝑍𝐽𝑍𝐾 ǁ𝑒2

𝑅𝐽−𝑅𝐾
+ σ𝑗=1

𝑛−1σ𝑘=𝑗+1
𝑛 ǁ𝑒2

Ԧ𝑟𝑗− Ԧ𝑟𝑘
− σ𝐽=1

𝑁 σ𝑗=1
𝑛 𝑍𝐽 ǁ𝑒2

𝑅𝐽− Ԧ𝑟𝑗

Vlnová funkce
(Hartreeho-Fockova aproximace)

𝜓 =
1

𝑛!
det

𝜑1(1) ⋯ 𝜑𝑛(1)
⋮ ⋱ ⋮

𝜑1(𝑛) ⋯ 𝜑𝑛(𝑛)
,      𝜑𝑗 𝜑𝑘 ≡ σ

𝜉=−1/2
+1/2

ℝ3 𝜑𝑗
∗ Ԧ𝑟, 𝜉 𝜑𝑘 Ԧ𝑟, 𝜉 dԦ𝑟 = 𝛿𝑗𝑘
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𝜉=−1/2
+1/2

ℝ3 𝜑𝑗
∗ Ԧ𝑟, 𝜉 𝜑𝑘 Ԧ𝑟, 𝜉 dԦ𝑟 = 𝛿𝑗𝑘

ǁ𝑒2 =
𝑒2

4𝜋휀0

1 = Ԧ𝑟1, 𝜉1 atd.



H-F metoda

Suma sumárum

𝐸0 = min
𝜑1,…,𝜑𝑛

𝜓(𝜑1, … , 𝜑𝑛) 𝐻 𝜓(𝜑1, … , 𝜑𝑛) ,  s vazbami  𝜑𝑗 𝜑𝑘 = 𝛿𝑗𝑘

Metoda Lagrangeových multiplikátorů

𝐸0 = min
𝜑1,…,𝜑𝑛;𝜀𝑗𝑘

𝜓(𝜑1, … , 𝜑𝑛) 𝐻 𝜓(𝜑1, … , 𝜑𝑛) − σ𝑗,𝑘 휀𝑗𝑘 𝜑𝑗 𝜑𝑘 − 𝛿𝑗𝑘



H-F metoda
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𝜓(𝜑1, … , 𝜑𝑛) 𝐻 𝜓(𝜑1, … , 𝜑𝑛) − σ𝑗,𝑘 휀𝑗𝑘 𝜑𝑗 𝜑𝑘 − 𝛿𝑗𝑘

ۧ|𝜑𝑘 → ۧ| 𝜑𝑘 = σ𝑙=1
𝑛 𝑈𝑙𝑘

∗ ۧ|𝜑𝑙 ( ۧ|𝜑𝑘 → ۧ| 𝜑𝑘 = σ𝑙=1
𝑛 𝑄𝑙𝑘 ۧ|𝜑𝑙 ), a vynecháme vlnovky

𝐸0 = min
𝜑𝑘;𝜀𝑘

𝜓(𝜑1, … , 𝜑𝑛) 𝐻 𝜓(𝜑1, … , 𝜑𝑛) − σ𝑘 휀𝑘 𝜑𝑘 𝜑𝑘

𝛆 = 휀𝑗𝑘 je hermitovská (symetrická) matice

𝐔+𝛆𝐔 = diag{ ǁ휀1, … , ǁ휀𝑛} 𝐐T𝛆𝐐 = diag{ ǁ휀1, … , ǁ휀𝑛}
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H-F metoda

Funkcionál energie

𝜓 𝐻 𝜓 = 𝜓 σ𝑘=1
𝑛 −

ℏ2

2𝑚e
∆𝑘 − σ𝐽=1

𝑁 𝑍𝐽 ǁ𝑒2

𝑅𝐽− Ԧ𝑟𝑘
𝜓 + (jednoelektronový příspěvek)

𝜓 σ𝐽=1
𝑁−1σ𝐾=𝐽+1

𝑁 𝑍𝐽𝑍𝐾 ǁ𝑒2

𝑅𝐽−𝑅𝐾
𝜓 + (příspěvek elstat repulze jader)

1

2
𝜓 σ𝑗,𝑘=1,𝑗≠𝑘

𝑛 ǁ𝑒2

Ԧ𝑟𝑗− Ԧ𝑟𝑘
𝜓 = (dvojelektronový příspěvek)

σ𝑘=1
𝑛 𝜑𝑘 −

ℏ2

2𝑚e
∆𝑘 − σ𝐽=1

𝑁 𝑍𝐽 ǁ𝑒2

𝑅𝐽− Ԧ𝑟𝑘
𝜑𝑘 +

σ𝐽=1
𝑁−1σ𝐾=𝐽+1

𝑁 𝑍𝐽𝑍𝐾 ǁ𝑒2

𝑅𝐽−𝑅𝐾
+

1

2
σ𝑗,𝑘=1,𝑗≠𝑘
𝑛 𝜑𝑗𝜑𝑘

ǁ𝑒2

Ԧ𝑟𝑗− Ԧ𝑟𝑘
𝜑𝑗𝜑𝑘 −

1

2
σ𝑗=1,,𝑗≠𝑘
𝑛 𝜑𝑗𝜑𝑘

ǁ𝑒2

Ԧ𝑟𝑗− Ԧ𝑟𝑘
𝜑𝑘𝜑𝑗
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1

2
σ𝑗=1,,𝑗≠𝑘
𝑛 𝜑𝑗𝜑𝑘

ǁ𝑒2

Ԧ𝑟𝑗− Ԧ𝑟𝑘
𝜑𝑘𝜑𝑗

σ𝑗=1
𝑛−1σ𝑘=𝑗+1

𝑛 ǁ𝑒2

Ԧ𝑟𝑗− Ԧ𝑟𝑘



H-F rovnice

Matematická podstata H-F metody

• úloha z oblasti variačního počtu (s omezeními)

• Lagrangeovy rovnice → ...

Hartreeho-Fockovy rovnice

−
ℏ2

2𝑚e
∆ − σ𝐽=1

𝑁 𝑍𝐽 ǁ𝑒2

Ԧ𝑟−𝑅𝐽
𝜑𝑘 Ԧ𝑟, 𝜉 + σ𝑗=1,𝑗≠𝑘

𝑛 ℝ3

ǁ𝑒2

Ԧ𝑟− Ԧ𝑟′
σ𝜉′𝜑𝑗

∗ Ԧ𝑟′, 𝜉′ 𝜑𝑗 Ԧ𝑟′, 𝜉′ dԦ𝑟′ 𝜑𝑘 Ԧ𝑟, 𝜉 −

−σ𝑗=1,𝑗≠𝑘
𝑛 ℝ3

ǁ𝑒2

Ԧ𝑟− Ԧ𝑟′
σ𝜉′𝜑𝑗

∗ Ԧ𝑟′, 𝜉′ 𝜑𝑘 Ԧ𝑟′, 𝜉′ dԦ𝑟′ 𝜑𝑗 Ԧ𝑟, 𝜉 = 휀𝑘𝜑𝑘 Ԧ𝑟, 𝜉

𝑘 = 1,… , 𝑛



H-F rovnice

Interpretace

• matematická
• soustava n vázaných integro-diferenciálních rovnic

• pro n (reálných) funkcí 4 (3+1) proměnných 𝜑𝑘 Ԧ𝑟, 𝜉

• fyzikální

• jednoelektronové Schrödingerovy rovnice

−
ℏ2

2𝑚e
∆ − σ𝐽=1

𝑁 𝑍𝐽 ǁ𝑒2

Ԧ𝑟−𝑅𝐽
𝜑𝑘 Ԧ𝑟, 𝜉 + σ𝑗=1,𝑗≠𝑘

𝑛 ℝ3

ǁ𝑒2

Ԧ𝑟− Ԧ𝑟′
σ𝜉′𝜑𝑗

∗ Ԧ𝑟′, 𝜉′ 𝜑𝑗 Ԧ𝑟′, 𝜉′ dԦ𝑟′ 𝜑𝑘 Ԧ𝑟, 𝜉 −

−σ𝑗=1,𝑗≠𝑘
𝑛 ℝ3

ǁ𝑒2

Ԧ𝑟− Ԧ𝑟′
σ𝜉′𝜑𝑗

∗ Ԧ𝑟′, 𝜉′ 𝜑𝑘 Ԧ𝑟′, 𝜉′ dԦ𝑟′ 𝜑𝑗 Ԧ𝑟, 𝜉 = 휀𝑘𝜑𝑘 Ԧ𝑟, 𝜉



H-F rovnice

Interpretace

• matematická
• soustava n vázaných integro-diferenciálních rovnic

• pro n (reálných) funkcí 4 (3+1) proměnných 𝜑𝑘 Ԧ𝑟, 𝜉

• fyzikální

• jednoelektronové Schrödingerovy rovnice

−
ℏ2

2𝑚e
∆ − σ𝐽=1

𝑁 𝑍𝐽 ǁ𝑒2

Ԧ𝑟−𝑅𝐽
𝜑𝑘 Ԧ𝑟, 𝜉 + σ𝑗=1,𝑗≠𝑘

𝑛 ℝ3

ǁ𝑒2

Ԧ𝑟− Ԧ𝑟′
σ𝜉′𝜑𝑗

∗ Ԧ𝑟′, 𝜉′ 𝜑𝑗 Ԧ𝑟′, 𝜉′ dԦ𝑟′ 𝜑𝑘 Ԧ𝑟, 𝜉 −

−σ𝑗=1,𝑗≠𝑘
𝑛 ℝ3

ǁ𝑒2

Ԧ𝑟− Ԧ𝑟′
σ𝜉′𝜑𝑗

∗ Ԧ𝑟′, 𝜉′ 𝜑𝑘 Ԧ𝑟′, 𝜉′ dԦ𝑟′ 𝜑𝑗 Ԧ𝑟, 𝜉 = 휀𝑘𝜑𝑘 Ԧ𝑟, 𝜉

operátor kinetické
energie elektronu k

interakce elektronu
k se všemi jádry

interakce elektronu 𝑘
s ostatními elektrony

výměnná interakce



H-F rovnice

Hartreeho metoda (rovnice)

• vlnová funkce
𝜓 1,2,… , 𝑛 = 𝜑1 1 𝜑2(2)…𝜑𝑛(𝑛)

• Hartreeho rovnice

−
ℏ2

2𝑚e
∆ − σ𝐽=1

𝑁 𝑍𝐽 ǁ𝑒2

Ԧ𝑟−𝑅𝐽
𝜑𝑘 Ԧ𝑟, 𝜉 + σ𝑗=1,𝑗≠𝑘

𝑛 ℝ3

ǁ𝑒2

Ԧ𝑟− Ԧ𝑟′
σ𝜉′𝜑𝑗

∗ Ԧ𝑟′, 𝜉′ 𝜑𝑗 Ԧ𝑟′, 𝜉′ dԦ𝑟′ 𝜑𝑘 Ԧ𝑟, 𝜉 = 휀𝑘𝜑𝑘 Ԧ𝑟, 𝜉

chybí výměnný člen: −σ𝑗=1,𝑗≠𝑘
𝑛 ℝ3

ǁ𝑒2

Ԧ𝑟− Ԧ𝑟′
σ𝜉′𝜑𝑗

∗ Ԧ𝑟′, 𝜉′ 𝜑𝑘 Ԧ𝑟′, 𝜉′ dԦ𝑟′ 𝜑𝑗 Ԧ𝑟, 𝜉



Energie (základního stavu)

Variační princip

𝐸0 = min
𝜓 =1

𝜓 𝐻 𝜓 ≤ 𝜓HF
𝐻 𝜓HF

Hartreeho-Fockovo přiblížení

𝐸0 ≈ 𝐸HF ≡ 𝜓HF
𝐻 𝜓HF ≠ σ𝑘=1

𝑛 휀𝑘

Proč?

• chybí odpudivá interakce jader: σ𝐽=1
𝑁−1σ𝐾=𝐽+1

𝑁 𝑍𝐽𝑍𝐾 ǁ𝑒2

𝑅𝐽−𝑅𝐾
• vzájemná interakce elektronů je započtena dvakrát

𝐸HF = σ𝑘=1
𝑛 휀𝑘 + σ𝐽=1

𝑁−1σ𝐾=𝐽+1
𝑁 𝑍𝐽𝑍𝐾 ǁ𝑒2

𝑅𝐽−𝑅𝐾
− 𝜓HF σ𝑗=1

𝑛−1σ𝑘=𝑗+1
𝑛 ǁ𝑒2

Ԧ𝑟𝑗− Ԧ𝑟𝑘
𝜓HF



Restringovaná H-F metoda (uzavřené slupky)

Vlnová funkce
• sudý počet elektronů, po páru s opačnou orientací projekce spinu
• jednoelektronové funkce

• 𝜑1 Ԧ𝑟, 𝜉 = 𝜙1 Ԧ𝑟 𝛼 𝜉
𝜑2 Ԧ𝑟, 𝜉 = 𝜙1 Ԧ𝑟 𝛽 𝜉

• 𝜑3 Ԧ𝑟, 𝜉 = 𝜙2 Ԧ𝑟 𝛼 𝜉
𝜑4 Ԧ𝑟, 𝜉 = 𝜙2 Ԧ𝑟 𝛽 𝜉

• ...

• 𝜑𝑛−1 Ԧ𝑟, 𝜉 = 𝜙𝑛/2 Ԧ𝑟 𝛼 𝜉

𝜑𝑛 Ԧ𝑟, 𝜉 = 𝜙𝑛/2 Ԧ𝑟 𝛽 𝜉

Hartreeho-Fockovy rovnice

−
ℏ2

2𝑚e
∆ − σ𝐽=1

𝑁 𝑍𝐽 ǁ𝑒2

Ԧ𝑟−𝑅𝐽
𝜙𝑘 Ԧ𝑟 + 2 σ𝑗=1,𝑗≠𝑘

𝑛/2
ℝ3

ǁ𝑒2

Ԧ𝑟− Ԧ𝑟′
𝜙𝑗
∗ Ԧ𝑟′ 𝜙𝑗 Ԧ𝑟′ dԦ𝑟′ 𝜙𝑘 Ԧ𝑟 −

−σ𝑗=1,𝑗≠𝑘
𝑛/2

ℝ3

ǁ𝑒2

Ԧ𝑟− Ԧ𝑟′
𝜙𝑗
∗ Ԧ𝑟′ 𝜙𝑘 Ԧ𝑟′ dԦ𝑟′ 𝜙𝑗 Ԧ𝑟 = 휀𝑘𝜙𝑘 Ԧ𝑟

𝑘 = 1,… , 𝑛/2



Restringovaná H-F metoda (uzavřené slupky)

Vlnová funkce
• sudý počet elektronů, po páru s opačnou orientací projekce spinu
• jednoelektronové funkce

• 𝜑1 Ԧ𝑟, 𝜉 = 𝜙1 Ԧ𝑟 𝛼 𝜉
𝜑2 Ԧ𝑟, 𝜉 = 𝜙1 Ԧ𝑟 𝛽 𝜉

• 𝜑3 Ԧ𝑟, 𝜉 = 𝜙2 Ԧ𝑟 𝛼 𝜉
𝜑4 Ԧ𝑟, 𝜉 = 𝜙2 Ԧ𝑟 𝛽 𝜉

• ...

• 𝜑𝑛−1 Ԧ𝑟, 𝜉 = 𝜙𝑛/2 Ԧ𝑟 𝛼 𝜉

𝜑𝑛 Ԧ𝑟, 𝜉 = 𝜙𝑛/2 Ԧ𝑟 𝛽 𝜉

Hartreeho-Fockovy rovnice

−
ℏ2

2𝑚e
∆ − σ𝐽=1

𝑁 𝑍𝐽 ǁ𝑒2

Ԧ𝑟−𝑅𝐽
𝜙𝑘 Ԧ𝑟 + 2 σ𝑗=1,𝑗≠𝑘

𝑛/2
ℝ3

ǁ𝑒2

Ԧ𝑟− Ԧ𝑟′
𝜙𝑗
∗ Ԧ𝑟′ 𝜙𝑗 Ԧ𝑟′ dԦ𝑟′ 𝜙𝑘 Ԧ𝑟 −

−σ𝑗=1,𝑗≠𝑘
𝑛/2

ℝ3

ǁ𝑒2

Ԧ𝑟− Ԧ𝑟′
𝜙𝑗
∗ Ԧ𝑟′ 𝜙𝑘 Ԧ𝑟′ dԦ𝑟′ 𝜙𝑗 Ԧ𝑟 = 휀𝑘𝜙𝑘 Ԧ𝑟

𝑘 = 1,… , 𝑛/2

α +
1

2
= 1, α −

1

2
= 0

𝛽 +
1

2
= 0,𝛽 −

1

2
= 1



Restringovaná H-F metoda (uzavřené slupky)

Vlnová funkce
• sudý počet elektronů, po páru s opačnou orientací projekce spinu
• jednoelektronové funkce

• 𝜑1 Ԧ𝑟, 𝜉 = 𝜙1 Ԧ𝑟 𝛼 𝜉
𝜑2 Ԧ𝑟, 𝜉 = 𝜙1 Ԧ𝑟 𝛽 𝜉

• 𝜑3 Ԧ𝑟, 𝜉 = 𝜙2 Ԧ𝑟 𝛼 𝜉
𝜑4 Ԧ𝑟, 𝜉 = 𝜙2 Ԧ𝑟 𝛽 𝜉

• ...

• 𝜑𝑛−1 Ԧ𝑟, 𝜉 = 𝜙𝑛/2 Ԧ𝑟 𝛼 𝜉

𝜑𝑛 Ԧ𝑟, 𝜉 = 𝜙𝑛/2 Ԧ𝑟 𝛽 𝜉

Hartreeho-Fockovy rovnice

−
ℏ2

2𝑚e
∆ − σ𝐽=1

𝑁 𝑍𝐽 ǁ𝑒2

Ԧ𝑟−𝑅𝐽
𝜙𝑘 Ԧ𝑟 + 2 σ𝑗=1,𝑗≠𝑘

𝑛/2
ℝ3

ǁ𝑒2

Ԧ𝑟− Ԧ𝑟′
𝜙𝑗
∗ Ԧ𝑟′ 𝜙𝑗 Ԧ𝑟′ dԦ𝑟′ 𝜙𝑘 Ԧ𝑟 −

−σ𝑗=1,𝑗≠𝑘
𝑛/2

ℝ3

ǁ𝑒2

Ԧ𝑟− Ԧ𝑟′
𝜙𝑗
∗ Ԧ𝑟′ 𝜙𝑘 Ԧ𝑟′ dԦ𝑟′ 𝜙𝑗 Ԧ𝑟 = 휀𝑘𝜙𝑘 Ԧ𝑟

𝑘 = 1,… , 𝑛/2



Konec lekce 9.


