NAHODNY VEKTOR

4. cviceni




eNah. vektor eSdruzené roz.p. eMarginalni roz.p. ¢ Podminéné roz.p. eKovariance eKorelace eStatgraphics ¢ Test

Nahodny vektor

0

» Nahodnym vektorem rozumime sloupcovy vektor X=(X{,

X5, ..., X,) slozeny z nahodnych velicin X, X5, ..., X,, ktery
je charakterizovan sdruzenym rozdélenim
pravdépodobnosti.

e

» Pr. meteorologicka data (teplota, tlak, rychlost a smér vétru, ...)
lékarska data (vyska, vaha, vék, tlak, ...)
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eNah. vektor eSdruzené roz.p. eMarginalni roz.p. ¢ Podminéné roz.p. eKovariance eKorelace eStatgraphics ¢ Test

Sdruzené rozdeleni pravdepodobnosti

+ Rozdéleni nahodného vektoru popisuje sdruzena

distribuc¢ni funkce

« Sdruzena distribucni funkce dvourozmeérného vektoru
X=(X,Y) je definovana predpisem:

Fix,y) = P((X <x)C(r <y)

L)

>

>

A

» Zkraceny zapis pro P((X<x)L(Y<y)) = P(X<x,Y<y)

Hodnota sdruzené distribucni
funkce F(x, y) je rovna
pravdépodobnosti, s jakou se
hodnota nahodného vektoru X =
(X, Y ) vyskytne ve vySrafované
casti roviny

+ Sdruzena distribu¢ni funkce ma podobné vlastnosti jako

distribucni funkce jedné proménneé.
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eNah. vektor eSdruzené roz.p. eMarginalni roz.p. ¢ Podminéné roz.p. eKovariance eKorelace eStatgraphics ¢ Test

Sdruzené rozdeleni pravdepodobnosti

» Pravdépodobnost, ze nahodny vektor je z obdélnikové
oblasti, Ize vyjadrit pomoci distribucni funkce.

Pla<s X <b,c<Y <d)=F(b,d)-Flad)-F(b,c)+Fla,c)
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eNah. vektor eSdruzené roz.p. eMarginalni roz.p. ¢ Podminéné roz.p. eKovariance eKorelace eStatgraphics ¢ Test

Diskrétni dvourozmerny nahodny vektor

» Nahodny vektor ma diskrétni rozdeéleni jestlize existuje
nejvyse spocetné mnoho hodnot nahodného vektoru tak, ze:

ZZJ: p(xilyj): 1

- Funkce p(x,y;) = P(X=x;,Y=y,) je sdruzena (simultanni)
pravdépodobnostni funkce

» Pro vyjadreni sdruzené distribucni funkce pomoci
sdruzené pravdepodobnostni funkce Ize vyuzit vztah

Fix,y)=> 3 plx,y;)

X;<X y;<y
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eNah. vektor eSdruzené roz.p. eMarginalni roz.p. ¢ Podminéné roz.p. eKovariance eKorelace eStatgraphics ¢ Test

Tabulka sdruzenych pravdépodobnosti

» Reprezentuje sdruzenou pravdépodobnost diskrétniho
dvouslozkového nahodného vektoru s koneCcnym poctem

hodnot
X/Y Y1 Y> Yn2
X4 p(xy,y1) | P(X1,Y5) P(X1,Yn2)
X5 p(Xx5,y1) | P(X5,Y>) P(X3,Yn2)
an p(xnllyl) p(anlyZ) p(anl yn2)
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eNah. vektor eSdruzené roz.p. eMarginalni roz.p. ¢ Podminéné roz.p. eKovariance eKorelace eStatgraphics ¢ Test

1. Pravdépodobnost, ze pri prenosu digitalni informace dojde
k silné, resp. stredni, resp. zadné, deformaci bitu je 0,1;
0,3 a 0,6. Predpokladejme, ze jsou preneseny dva bity a
rozsah deformace je pro kazdy bit nezaV|st Nahodny
vektor X = [X,,X,] udava pocet bitu se silnou (X;) a
stredni (X,) deformaci.

Sestavte

a) sdruzenou pravdépodobnostni funkci nahodného
vektoru X,

b) sdruzenou distribucni funkci nahodného vektoru X.
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eNah. vektor eSdruzené roz.p. eMarginalni roz.p. ¢ Podminéné roz.p. eKovariance eKorelace eStatgraphics ¢ Test

Redeni:
a) vsechny mozné vysledky:
0/, 0] => P(X,=0,X,=0)=0,6-0,6=0,36

deformovan muze byt prvni, nebo druhy bit

0], 1] => P(X,=0,X,=1)=2:0,3-0,6=0,36

0],2] => P(X,=0,X,=2)=0,3-0,3=0,09
1],0] => P(X,=1,X,=0)=2-0,1-0,6=0,12

1{,1] => P(X,=1,X,=1)=2:0,1-0,3=0,06

2(,0] => P(X,=2,X,=0)=0,1-0,1=0,01

A

pocet bitl pocet bitl
se silnou se stredni
deformaci deformaci

Zkouska: 0,36+0,36+0,09+0,12+0,06+0,01 = 1
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eNah. vektor eSdruzené roz.p. eMarginalni roz.p. ¢ Podminéné roz.p. eKovariance eKorelace eStatgraphics ¢ Test

Reseni:

a)

Tabulka sdruzenych pravdépodobnosti:

X,/ X, | O 1 2
0 0,36 0,12 0,01
1 0,36 0,06 0
2 0,09 0) 0)
Graf pravdépodobnostni funkce:
p(z1,20)
1
05 4 ® e~
b T
" . 2
Sl I — {
! 3 T2
iy
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eNah. vektor eSdruzené roz.p. eMarginalni roz.p. ¢ Podminéné roz.p. eKovariance eKorelace eStatgraphics ¢ Test

Redeni:
b)
Sdruzenou distribucni funkci urcime ze sdruzené
pravdépodobnostni funkce.
Vypocet sdruzené distribucni funkce napr. F(1,5;0,5) => jsme
na intervalu (1,2> X (O,1> :
F(1,5,0,5) = P(X, <1,5; X, <0,5) =
P((X, =00(X, =1) (X, = 0)) =
=P((Xx,=0CX,=0)C(X,=1C X, =0)) =

= p(0,0) + p(1,0) = 0,36 + 0,12 = 0,48
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eNah. vektor eSdruzené roz.p. eMarginalni roz.p. ¢ Podminéné roz.p. eKovariance eKorelace eStatgraphics ¢ Test

Redeni:
b)
distribucni funkce nahodného vektoru X:
X,/ X, [F0) | (01) | (12) | [2reo)
[-0) | 0 0 0 0
(0;1) 0 0,36 | 0,48 | 0,49
(1;2) 0 0,72 | 0,9 | 0,91
(2; ) 0 081 | 0,99 | 1

graf distribucni funkce nahodného vektoru X:
F(z,2,)

© 2011 Ing. Janurova Katefina, FEI VSB-TU Ostrava, STATISTIKA



eNah. vektor eSdruzené roz.p. eMarginalni roz.p. ¢ Podminéné roz.p. eKovariance eKorelace eStatgraphics ¢ Test

Marginalni rozdeleni pravdépodobnost;

» UrcCuje rozdéleni jednotlivych slozek (nahodnych velicin X a Y)
nahodneého vektoru (X,Y)

» Marginalni pravdepodobnostni funkce P,(x) a P (y) diskrétni
nahodné veliCiny X a Y jsou urcCeny vztahy:

Px(x,.) = ;‘jp(x,,yj), i>1
Yj

Rs)=Xpbany,) 21
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eNah. vektor eSdruzené roz.p. eMarginalni roz.p. ¢ Podminéné roz.p. eKovariance eKorelace eStatgraphics ¢ Test

Marginalni pravdeépodobnosti DNV

» Jestlize zadame sdruzenou pravdepodobnostni funkci
tabulkou, pak hodnoty jedné marginalni pravdépodobnostni
funkce ziskame sectenim cCisel v jednotlivych radcich tabulky.
Hodnoty této marginalni pravdépodobnostni funkce
zapisujeme do sloupce na okraji tabulky. Obdobné hodnoty
druhé marginalni pravdépodobnostni funkce dostaneme
sectenim Cisel v jednotlivych sloupcich tabulky. Hodnoty
druhé marginalni pravdepodobnostni funkce zapisujeme do
radku na okraji tabulky.
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eNah. vektor eSdruzené roz.p. eMarginalni roz.p. ¢ Podminéné roz.p. eKovariance eKorelace eStatgraphics ¢ Test

\'& A4

V 4

Rozsirena tabulka sdruzenych
pravdepodobnosti
X/Y Y1 Y> Yno Py (X;)
X4 pP(X1,¥1) | P(X1,Y5) P(X1,Yn2) | Px(X1)
X3 pP(X2,¥1) | P(X2,Y5) P(X2,¥n2) | Px(X2)
an p(anlyl) p(anlyZ) ,D(anr yn2) 'DX (an)
P\(y;) P\(y,) P\(y>) Py (Yn2) 1

» Modre zvyraznéné pole je kontrolni. Soucet marginalnich

pravdépodobnosti, stejné jako soucet sdruzenych
pravdépodobnosti, musi byt roven jedné.
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eNah. vektor eSdruzené roz.p. eMarginalni roz.p. ¢ Podminéné roz.p. eKovariance eKorelace eStatgraphics ¢ Test

2. Navazeme na priklad 1. Nahodny vektor X je popsan
sdruzenou pravdepodobnostni funkci uvedenou v tabulce:

X,/ X, | 0 1 2
0,36| 0,12 0,01

1 |0,36| 0,06 0

0,09 0 0

Urcete
a) marginalni pravdépodobnosti P,,(x;), Py>(X5).
b) marginalni distribucni funkce F,;(x;), Fy,(X5).
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eNah. vektor eSdruzené roz.p. eMarginalni roz.p. ¢ Podminéné roz.p. eKovariance eKorelace eStatgraphics ¢ Test

Redeni:
a) Marginalni rozdéleni slouzi k popisu jednotlivych slozek
nahodného vektoru.

Margmalnl pravdépodobnost Py, (X2), 4. pravdépodobnostni
funkci nahodné vellcmy X, , ziskame dosazenim do

vztahu:
'sz Xz = ;%P X1IX2)
X1

To odpovida secteni Cisel v jednotlivych radcich tabulky

sdruzené pravdepodobnosti. Napr.
P,,(0)=p(0,0)+p(0,1)+p(0,2)=0+0,36+0,12+0,01=0,49.

X5/ X4 0 1 2 Py, (X3)
0,36 0,12 0,01 | 0,49
1 0,36 0,06 0
0,09 0 0
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eNah. vektor eSdruzené roz.p. eMarginalni roz.p. ¢ Podminéné roz.p. eKovariance eKorelace eStatgraphics ¢ Test

Reseni:

a)

X5/ Xy 0 1 2 P (X5)
0 0,36 0,12 0,01 | 0,49
1 0,36 0,06 0 0,42
2 0,09 0 0 0,09

Py (x1) | 0,81 0,18 0,01 1
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eNah. vektor eSdruzené roz.p. eMarginalni roz.p. ¢ Podminéné roz.p. eKovariance eKorelace eStatgraphics ¢ Test

Reseni:

b) Marginalni distribucni funkce nalezneme pomoci
marginalnich pravdépodobnosti => X, je diskrétni

nahodna veliCina popsana pravdépodobnostni funkci

Py1(X1;).

X Py1(X4;)
0) 0,81
1 0,18
2 0,01

Analogicky pro Py,(x,;).

X, PX2(xy,)
0 0,49
1 0,42
2 0,09

X Fy1(X1)
(w00 O
(0;1) | 0,81
1;2) | 0,99
(2;0) | 1
X, |Fol0)
[e=0) | O
0;1) | 0,49
L:2) | 0,91
(2;0) | 1
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eNah. vektor eSdruzené roz.p. eMarginalni roz.p. ¢ Podminéné roz.p. eKovariance eKorelace eStatgraphics ¢ Test

Podminéné rozdeéleni pravdépodobnosti

+ UrcCuje rozdeéleni NV X za predpokladu, ze NV Y nabyla
hodnoty v.

+» Chapeme jako podil sdruzeného a marginalniho rozdéleni
pravdépodobnosti (ma-li tento podil smysl), v souladu s
definici podminéné pravdeépodobnosti.
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eNah. vektor eSdruzené roz.p. eMarginalni roz.p. ¢ Podminéné roz.p. eKovariance eKorelace eStatgraphics ¢ Test

Podminéné rozdéleni DNV

+» Podminéna pravdépodobnostni funkce:

P(le)=p(x’y),Py(y)¢0

P ()
Ply 1) = 22 P, ()2 0

« Podminéna distribucni funkce:

> plx, y)

Fix|y)= X<X"PY ® ,i=1,P(y)%0
Zp(X,yj)
Fly | x) = y<ny K j=1P(x)# 0
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eNah. vektor eSdruzené roz.p. eMarginalni roz.p. ¢ Podminéné roz.p. eKovariance eKorelace eStatgraphics ¢ Test

Nezavislost nahodnych velicin

» Projevuje se tim, ze jejich sdruzena distribucni funkce
(sdruzena pravdépodobnostni funkce, resp. sdruzena hustota
pravdépodobnosti) se da matematicky vyjadrit jako soucin
marginalnich distribucnich funkci (marginalnich
pravdépodobnosti, resp. marginalnich hustot
pravdépodobnosti) jednotlivych nahodnych velicin.

» Plati, ze slozky X, Y nahodneho vektoru jsou nezavislé prave
kdyz plati:

< DNV: P(X =X;,Y =yj)=Px(X :Xi)[PY(Y :yj)
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eNah. vektor eSdruzené roz.p. eMarginalni roz.p. ¢ Podminéné roz.p. eKovariance eKorelace eStatgraphics ¢ Test

3. Necht X je ndhodny vektor, s nimz jsme pracovali v
prikladech 1 a 2.

Rozdeleni tohoto nahodného vektoru (sdruzena a
marginalni pravdépodobnostni funkce) je uvedeno v
nasledujici tabulce.

X2/ Xy 0 1 2 Pyo(X5)
0 0,36 0,12 0,01 | 0,49
1 0,36 0,06 0 0,42
2 0,09 0 0 0,09
Py, (x;) | 0,81 0,18 0,01 1
Urcete
a) P(x|x5)

b) zda jsou nahodné veliCiny X; a X, nezavislé
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eNah. vektor eSdruzené roz.p. eMarginalni roz.p. ¢ Podminéné roz.p. eKovariance eKorelace eStatgraphics ¢ Test

Reseni:

a)

P(x, | x,) = p/gxl(’xxz)),PXz (x,)# 0
x, \X2

Napr. pravdépodobnost, ze prijmeme jeden bit se silnou
deformaci (X; = 1), vime-li, ze jsme neprijali ani jeden bit
se stredni deformaci (X, = 0):

B _ - plLo) 012 _
P(X, =1| X, =0) b 0) 049 0,245

Pri vypoctu ostatnich podmmenych pravdépodobnosti
postupujeme stejnym zpusobem => P(x,|x,):

X,/ X, | 0 1 2
0 |0,735| 0,245 | 0,02
1 0,86 | 0,14 0
2 1 0 0
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eNah. vektor eSdruzené roz.p. eMarginalni roz.p. ¢ Podminéné roz.p. eKovariance eKorelace eStatgraphics ¢ Test

Redeni:
b)
Jsou-li nahodné velicCiny X, X, nezavisle, pak 1 <i<3,1<j< 3:

p(XlirXZJ) =Py, (Xli) P, (XZJ)

Kazda z hodnot sdruzené pravdeépodobnosti uvedené v rozsirené
tabulce sdruzenych pravdéepodobnosti by musela byt rovna
soucinu prislusnych marginalnich pravdépodobnosti.

Xo/ Xy 0 1 2 Py, (X5)
0 0,36 0,12 0,01 0,49
1 0,36 0,06 0) 0,42
2 0,09 0 0 0,09

Py1(x1) | 0,81 0,18 0,01 1

Toto zcela zrejme neplati
(napr.: 0 = p(1, 2)#P,,(1):-P,»,(2)=0,18:-0,09 = 0,0162).
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eNah. vektor eSdruzené roz.p. eMarginalni roz.p. ¢ Podminéné roz.p. eKovariance eKorelace eStatgraphics ¢ Test

Redeni:
b)
Jsou-li nahodné velicCiny X, X, nezavisle, pak 1 <i<3,1<j< 3:

p(XlirXZJ) =Py, (Xli) P, (XZJ)

Kazda z hodnot sdruzené pravdeépodobnosti uvedené v rozsirené
tabulce sdruzenych pravdéepodobnosti by musela byt rovna
soucinu prislusnych marginalnich pravdépodobnosti.

Xo/ Xy 0 1 2 Py, (X5)
0 0,36 0,12 0,01 0,49
1 0,36 0,06 0) 0,42
2 0,09 0 0 0,09

Py1(x1) | 0,81 0,18 0,01 1

Toto zcela zrejme neplati
(napt.: 0 = p(1, 2)#P,,(1)-P,,(2)=0,18-0,09 = 0,0162).
Nahodné veliCiny X;, X, proto nejsou nezavisle.
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Marginalni Ciselné charakteristiky NV

» Ciselnd charakteristika ndhodného vektoru shrnuje celkovou

informaci o nahodném vektoru do jednoho cisla, vektoru nebo
matice.

» Marginalni Ciselné charakteristiky - shrnuji informaci o
jednotlivych slozkach nahodneho vektoru (X,Y), poloha
(stredni hodnota), variabilita (rozptyl, smérodatna odchylka),
Sikmost, SpiCatost. Zapisujeme je ve formé vektoru:

E(x) = (E(x), E())
D(X) = (D(X), D(¥))
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Podminéné Ciselné charakteristiky NV

» Popisuji vlastnosti podminénych rozdéleni.

» Pr. Mame dvourozmerny nahodny vektor nahodné veliCiny X
(nadmorskd vyska) a Y (teplota), mUzZe nas zajimat stfedni
teplota a rozptyl teploty v nadmorske vysce 600 m.n.m., tj.
E(Y|X=600) a D(Y|X=600).

» Podminéné stredni hodnoty:

EX 1Y =y)=EXIly)=>xP(X |y)iz=1,

/

EY | x=x)=E¥|x)=Yy

J

Py, | x)j=1,

J
» Podminéné rozptyly:
DX |Y=y)=D(X|y)=> (x,-EX |y)f P(X, | y)i=1,

/

Dy | X = x)=D(r | x)=X [y, ~E(r | )} Py, | x),j =1,

J
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Kovariance

» Kovariance cov(X,Y) je nejjednodussi ukazatel vztahu mezi
dvéma nahodnymi veliCinami.
+ Definovana jako smiseny centralni moment radu (1 + 1)

cov(X,Y) = E((X - E(X))[(Y - E(Y)))

+ Kladna hodnota kovariance znamena, ze se zvétsenim
hodnoty X se pravdépodobné zvysi i hodnota Y. Oproti tomu
zaporna hodnota kovariance informuje o tom, ze se
zveétSenim hodnoty X se pravdépodobné snizi hodnota Y.
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Kovariance

+ Vypocetni vztah umoznujici rychlejsi vypocCet nez vztah
definicni:
cov(X,Y)=E(X 1Y)-E(X)E(Y)
+ Nejdulezit&jsi vlastnosti:
« cov(X,X)=D(X)

% jsou-li X, Y nezavislé nahodné veliCiny, pak cov(X,Y) =0
« cov(a;X + b,, a,Y + b,) = a,a,cov(X,Y),

+ \V praxi se Casto setkavame s kovariancni matici:
( D(X) cov(X,Y)
varX) = cov(x,y) DY)
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Koeficient korelace

» Korelacni koeficient p(X,Y) je mirou linearni zavislosti
dvou slozek nahodného vektoru.

[ cov(X,Y)
: , D\X),D{Y)%0
p(X,Y) =1 /D(X) D) X).el)
l 0, Jjinak
» Korelacni matice:
(1 plxv)
oo (p(X Y) 1 j
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Koeficient korelace - vlastnosti

1) -1<p(X,Y)s1

2) ,O(Xr Y) = p(Y, X)

3) p(x, x)=1

4) jsou-li X, Y nezavislé ndhodné veli¢iny, pak p(X,Y)=0

5) je-li p(X,Y) = 0, fikame, Ze X, Y jsou nekorelované nahodne

veliciny

6) je-li p(X,Y) = 1, pak Y je linearni funkci X (s rostoucim X
roste Y)

7) je-li p(X,Y) = -1, pak Y je linearni funkci X (s rostoucim X
klesa Y)

8) je-li p(X,Y) > 0, rikdme, Ze X, Y jsou pozitivné korelované
(s rostoucim X roste Y)

9) je-li p(X,Y) < 0, rikdme, Ze X, Y jsou negativnhé korelované
(s rostoucim X klesa Y )
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Koeficient korelace - vyklad miry

Typ korelace |p|
Velmi slaba | 0,00 - 0,09
Slaba 0,10 - 0,29
Stredni 0,30 - 0,49
Silna 0,50 - 1,00

Vyklad miry korelace — Cohen 1988

+ jsou-li nahodné veliCiny nekorelovaneg,
neznamena to, Ze jsou nezavisle,

+ miru korelace musime hodnotit v kontextu
s modelovanou realitou, . ’

+ korelace neznamena nutné kauzalitu
(pricinnou souvislost).

v
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Koeficient korelace - vlastnosti
| | ..", ;': | _"::1: '_-:- " ..:
e Y ) EI:I . ol d:Iu

b ol
e .
S SO
S e
&l & ;
Pl : '
ol &, o4 X Fl o 0 =i X BlE. Y o493 X o oGl X
f) g) h)

Souvislost mezi p(X, Y) a zavislosti ndhodnych veli¢in X, Y

Ing. Janurova Katefina, FEI VSB-TU Ostrava, STATISTIKA
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4. Vratime se naposledy k prikladu 1. Nahodny vektor X =
(X1,X3) je popsan sdruzenou pravdepodobnostm funkci,
zname jeho marginalni pravdépodobnosti a v prikladu 3
jsme urcili podminénou pravdepodobnostni funkci P(x,|x,)
Nyni urcete:

a) E(X,), E(X;), D(X,), D(X,),

b) E(X), D(X),

C) COV(Xll XZ)I Var(x)l p(Xll XZ)I COF(X),
d) E(X;|X;=1)
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Reseni:

a) E(X,), E(X,), D(X,), D(X,) jsou Ciselné charakteristiky
nahodnych veliCin X; a X, (marginalni charakteristiky
vektoru X). Pro jejich nalezeni pouzijeme marginalni
pravdépodobnosti vektoru X.

Tabulka pomocnych vypoctu:

X,/ X, 0 1 2 Pyo(X5) [ X Pxo(X5) [ X250 Pyo(X5)
0 0,36 /0,12| 0,01 | 0,49 0 0
1 0,36 | 0,06 0 0,42 0,42 0,42
2 0,09 O 0 0,09 0,18 0,36
P.,(x,) 10,81(0,18| 0,01 1 0,6 0,78
X1°Py1(X1) O (0,18 0,02 0,2
x2-Py(x;)| O |0,18| 0,04 | 0,22

Hodnoty uvedené ve zluté zvyraznénych polich jsou rovny
sou¢tum hodnot v pfislusnych Fadcich, resp. sloupcich.

© 2011
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Reseni: Xyl Xy 0 - 2 Po(X3) | Xa'Po(X3) | X250 Po(X;)
a) 0 0,36 | 0,12 | 0,01 0,49 0 0
1 0,36 | 0,06 0 0,42 0,42 0,42
2 0,09 | O 0 0,09 0,18 0,36
Py, (x,) 0,81 | 0,18 | 0,01 1 0,6 0,78
X, Pyy(X,) o | 0,18 | 0,02 0,2
X2,-Py; (X,) 0 | 0,18 | 0,04 0,22

3
E(X,)=>x, (P (x,)=0-0,81+1:0,18+2:0,01=0, 2
i=1

)
E(x2)= 3 %2 Py (x,) = 020,81 +12-0,18 +22 - 0,01 = 0,22
i=1
)
)

D(x,) = E(x.?)- (E(x,)} =0,22-0,2% =0,18
3

E(X,) =Y x,, P (x,,)=0-0,49+1-0,42+2-0,09=0,6
j=1

E(x2)=3 x,2 P, (x,,)= 02+ 0,49 + 12 - 0,42 + 22 -0,09 = 0,78
j=1

D(X,) = E(x2)- (E(x,)} =0,78- 0,62 =0, 42
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Redeni:
b)

E(x) = (E(x,) E(X,)) = (0,2;0,6)

D(x) = (D(x,), D(X,)) = (0,18; 0, 42)
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Redeni:
c) Pouzijeme vypocetni vztah

cov(Xy,X3)= E(Xl [Xz)_E(Xl)[E(Xz)
E(X, OX,) = iixl, X, m(xl,,xzj) =0-0-0,36+0-1-0,12 +
i=1 j=1

0-2-0,01+1-0-0,36+1-1-0,06+1-2-0+2-0-0,09 +
2:1-0+2-2-0=0,06

cov(Xy,X;) =0,06-0,2-0,6=-0,06
COV(X11X2)=COV(X21 Xl)

D(X,)  cov(X,, X, )]
cov(X,, X;)  D(X,)

( 0,18 -0, O6j

X) =
vanX) [ -0,06 0,42
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ReSeni:
c) Pomoci kovariancni matice urcime korelacni koeficient a
tim i korelacni matici.

__cov(X,X,) _ -0,06
JD(X,)ID(X,) ~ 0,180, 42

) 1 (X, X)) (1 -0,218
orX) Tl ox,,x) 1 ) |-0,218 1

p(X,, X,) =-0,218
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Redeni:
d) Pro vypocet E(X,|X,=1) potrebujeme znat podminenou
pravdepodobnostni funkci P(x,|x,):

X,/ X,| O 1 2
0 |0,735| 0,245 | 0,02
1 0,86 | 0,14 0
2 1 0 0

3
E(X, 1 X, =1) = x, P(x,, | X, =1) =
i=1

=000,86+1[0,14+2[0=0,14
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Redeni prikladl ve Statgraphicsu
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Studenti z jedné studijni skupiny byli na zkousce z matematiky
a fyziky (zkouska.sf3). Jejich vysledky jsou popsany
nahodnym vektorem X=(M,F)T.

M... znamka z matematiky

F ... znamka z fyziky

Urcete

a) Sdruzenou a marginalni pravdépodobnostni funkce

b) P(M=2, F=3), P(M=2| F=3), F(2;3), F\,(2,3), P(M<3,F>2)

c) stredni hodnoty, rozptyly a smérodatné odchylky nahodnych
velicin M a F

d) cov(M,F)

e) p(M,F)
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Redeni:
a) Sdruzenou a marginalni pravdépodobnostni funkce

@ STATGRAPHICS Plus - Untitled Statfolio - [Zkouska[1].53] —

ﬂ File Edit Plot | Describe | Compare Relate Special SnapStats! View Window Help
Numeric Dt > Bl s e e g o
Categorical Data 3 Tabulation...

o : | 4 Col 5
Distributions 3 Crosstabulation... = =
Life Data 3 Contingency Tables...

Hypothesis Tests...

Sample-5ize Determination...

5 2 3

b 2 3

7 3 2
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Redeni:
a) Sdruzenou a marginalni pravdépodobnostni funkce

| Crosstabulation [ﬁ
Fiow Yariable:
k

| M

Colurmn W ariable;
L3l

[Select:]

™~

[ Sart column names

k. Cancel | Delete | Transfarm. .. Help
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Redeni:
a) Sdruzenou a marginalni pravdépodobnostni funkce

IFrequency Table for H by F
| Row
1 2 3 L Total
1 | 1| 1| 1| a | 3
| C.e8% | C.a8% | C,88% | a,88% | 15, 00%
2 | a8 | 1| 2 | a | 3
[ 8,00% | 5,00% | 10,00% | 8,00% | 15, 80%
3 | 8 | 2 | R | 2 | 9
| a,86% | 18,068% | 25,8683 | 108,06% | 45, 00%
4 | a8 | a | 2 | 3| L
[ 8,00% | 8,00% | 10,00% | 15,00% | 25, 00%
Column 1 L 14 5 28
Total C,00% 20,003 a,00% 25,08% 100, 06%
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Redeni:
a) Sdruzenou a marginalni pravdépodobnostni funkce

IFrequency Table for H by F
_ Row
1 2 3 L Total
1 | 1| 1| 1| 8 | 3
| C.a8% | C.e8% | C.a8% | a,08% | 15, 80%
2 | a | 1] 2 | a8 | 3
[ 8,00% | c,00% | 10,00% | 8,00% | 15,00%
3 | a | 2| R | 2| 9
| a,08% | 18,083 | 25,068% | 108,063 | 45, 00%
L | a | a8 | 2 | 3 | L
[ 8,00% | 8,00% | 10,00% | 15,00% | 25,00%
Column 1 L 18 5 28
Total s ] 4 20,00% LA, 00% 25,080% 104, 00%
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Redeni:
a) Sdruzenou a marginalni pravdépodobnostni funkce

Row
Total

15,863

15, 808%

45,863

25,808%

28
104, 00%
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Redeni:
b) P(M=2, F=3)

IFrequency Table for H by F
| Row
1 2 3 L Total
1 | 1 ] 1] 1 ] 8 | 3
| C.a8% | C.e8% | C.a8% | a,08% | 15, 80%
2 | a | 1| == 8 | 3
I 8,802 | c,88% | 18, 008% 8,088% | 15, 00%
3 | a | 2 ] 5] 2 ] 9
| a,08% | 18,083 | 25,068% | 108,063 | 45, 00%
L | a | 8 | 2 | 3 | L
[ 8,00% | 8,00% | 10,00% | 15,00% | 25,00%
Column 1 L 18 L 28
Total g [ 4 28,0083 ca,a0% 25,8683 104, 00%
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Redeni:
b) P(M=2| F=3)

IFrequency Table for H by F
| Row
1 2 3 L Total
1 | 1 ] 1] 1 ] 8 | 3
| C.a8% | C.e8% | C.a8% | a,08% | 15, 80%
2 | a | 1| == 8 | 3
I 8,802 | c,88% | 18, 008% 8,088% | 15, 00%
3 | a | 2 ] 5] 2 ] 9
| a,08% | 18,083 | 25,068% | 108,063 | 45, 00%
L | a | 8 | 2 | 3 | L
[ 8,00% | 8,00% | 10,00% | 15,00% | 25,00%
Column 1 L 18 L 28
Total g [ 4 28,0083 LA, n0; 25,8683 104, 00%

P(M=2| F=3)= /P.(3)=0,1/0,5=0,2
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Redeni:
b) F(2;3)

IFrequency Table for H by F
| Row
1 2 3 L Total
1 | 1 1 1| 1 | 8 | 3
| L.Ae% | C.883 | C.a8% | a,08% | 15, 80%
2 | a | 1] 2 | a8 | 3
[ 8,00% | c,00% | 10,00% | 8,00% | 15,00%
3 | a | 2| R | 2| 9
| a,08% | 18,083 | 25,068% | 108,063 | 45, 00%
L | a | a8 | 2 | 3 | L
[ 8,00% | 8,00% | 10,00% | 15,00% | 25,00%
Column 1 L 18 L 28
Total g [ 4 20,00% A, 003 25,00% 104, 00%

F(2;3)=P(M<2,F<3)=P(M=1,F=1)+P(M=1,F=2)=0,1
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Redeni:
b) Fu(2,3)

IFrequency Table for H by F
| Row
1 2 3 L Total
1 | 1| 1| 1| 8 | 3
| C.a8% | C.e8% | C.a8% | a,08% | 15, 80%
2 | a | 1] 2 | a8 | 3
[ 8,00% | c,00% | 10,00% | 8,00% | 15,00%
3 | a | 2| R | 2| 9
| a,08% | 18,083 | 25,068% | 108,063 | 45, 00%
L | a | a8 | 2 | 3 | L
[ 8,00% | 8,00% | 10,00% | 15,00% | 25,00%
Column 1 L 18 L 28
Total g [ 4 20,00% A, 003 25,00% 104, 00%

P(M<2,3)= + =
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Resdeni:
b) P(M<3,F>2)

IFrequency Table for H by F
| Row
1 2 3 L Total
1 | 1 ] 1 1 | 3
| C.a8% | C,00% C,068% | a,08% 15, 80%
2 | a | 1 2 | 8 3
I 8,883 | c,80% 19,00% | 8, 88% 15, 00%
3 | a | 2 ] 5] 2 ] 9
| a,08% | 18,083 | 25,068% | 108,063 | 45, 00%
L | a | 8 | 2 | 3 | L
[ 8,00% | 8,00% | 10,00% | 15,00% | 25,00%
Column 1 L 18 L 28
Total g [ 4 28,0083 ca,a0% 25,8683 104, 00%

P(M<3,F>2)=0,15
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Redeni:
c) stredni hodnoty, rozptyly a smérodatné odchylky nahodnych
velicin M a F

{ """ STATGRAPHICS Plus - Untitled StatFolio - [Zkouska[1].sf3] -— -
lﬁ File Edit Plot | Describe | Compare Relate Special SnapStats!! View Window Help
Mumeric Data r One-Variable Analysis... f|'¢'|r'1Jﬂ1‘.| °|E ? E
Categorical Data » Multiple-Variable Analysis...
Distributions » Subset Analysis... Lol 5 Lol b
Life Data * Row-Wise Statistics...
Hypothesis Tests... Power Transformations...
Sample-5ize Determination... Statistical Tolerance Limits...
[ Z 3 Cluthier Identification...
b 2 3
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Redeni:
c) stredni hodnoty, rozptyly a smérodatné odchylky nahodnych
velicin M a F

| Multiple-Variable Analysis [

Data
. F -
M

[Select:]

[v Sort column names

k. | Cancel | Delete | Transfarm... Help
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Redeni:
c) stredni hodnoty, rozptyly a smérodatné odchylky nahodnych
velicin M a F

E Multiple-Variable Analysis
= |m” " Lbt|

abular Options

/ W Analvsis Summary

v Summary Statistics

Tabular
Options

| Confidence Intervals
v Comelations

| Bank Comrelations

I | Covanances

[ Partial Comelations

ak. Cancel Al Help
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Redeni:
c) stredni hodnoty, rozptyly a smérodatné odchylky nahodnych
velicin M a F

Summary Statistics

F K
Count 208 208
Average 2,95 2,8
Median 3,8 3,0
Variance H,681579 1,01853
Standard deviation 6,82%5578 1,08852%
Hinimum 1,8 1,8
MHaximum 4,8 4,8
Lower quartile 2,5 2.8
Upper quartile 3,5 3,5
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Redeni:
c) stredni hodnoty, rozptyly a smérodatné odchylky nahodnych
velicin M a F

Summary Statistics

F K
Count py 28
Average 2,95 2,8
Hedian 3,0 3,0
Variance H,681579 1,01853
Standard deviation 6,82%5578 1,08852%
Hinimum 1,8 1,8
MHaximum 4,8 4,8
Lower quartile 2,5 2.8
Upper quartile 3,5 3,5

© 2011 Ing. Janurova Katefina, FEI VSB-TU Ostrava, STATISTIKA




eNah. vektor eSdruzené roz.p. eMarginalni roz.p. ¢ Podminéné roz.p. eKovariance eKorelace eStatgraphics ¢ Test

Redeni:
c) stredni hodnoty, rozptyly a smérodatné odchylky nahodnych
velicin M a F

Summary Statistics

F K
Count py 28
Average 2,95 2,8
Hedian 3,0 3,0
Yariance H,681579 1,810853
Standard deviation 6,82%5578 1,08852%
Hinimum 1,8 1,8
MHaximum 4,8 4,8
Lower quartile 2,5 2.8
Upper quartile 3,5 3,5
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Redeni:
c) stredni hodnoty, rozptyly a smérodatné odchylky nahodnych
velicin M a F

Summary Statistics

F K
Count py 28
Average 2,95 2,8
Hedian 3,0 3,0
Yariance H,681579 1,810853
Standard deviation 8,825578 1.88525
Hinimum 1,8 1,8
MHaximum 4,8 4,8
Lower quartile 2,5 2.8
Upper quartile 3,5 3,5
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Redeni:
d) cov(M,F)

" STATGRAPHICS Plus - Untitled StatFolio - [Multiple-Variable An

EM File Edit Plot Describe Compare Relate Special Sr
= m|E & 52| B =)
ﬁ' N
Tabular Options [ S

1

v Analysiz Summary
Iv Summary Statistics
| Confidence Intervals

1 v Carrelations

| Rarnk Comelations

@ Covariances

[ Partial Conelations

aFk. Cancel
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Reseni:
d) cov(M,F)

Covariances
F M

F B,681579 a,515789
{ 28) { 28)

M A,515789 1,810853
( 28) { 28)
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Reseni:
e) p(M,F)
Correlations
F M
F B,621%
{ 28)
68,0034
M B,621%
( 28) O O
A,08034
|_ __________________________________________ m] O O m|
F
O O O
O
O O
O O O
W
O O
[} O O
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Statgraphics
NEUMOZNUJE

primy vypocet podminéného rozdéleni a podminénych
charakteristik diskrétniho nahodného vektoru !!!
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Test
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eNah. vektor eSdruzené roz.p. eMarginalni roz.p. ¢« Podminéné roz.p. eKovariance eKorelace eStatgraphics e Test

UrcCete, zda jsou pravdive nasledujici vyroky:

a) Nahodny vektor je definovan jako
dvourozmeérny vektor, jehoz slozkami jsou
nahodné veliciny.

b) Sdruzené rozdeleni popisuje rozdéleni
nahodneho vektoru.

c) Marginalni rozdéleni popisuje rozdéleni
jednotlivych slozek nahodného vektoru.

d) Je-li X=(X,Y)T nahodny vektor, pak EX=E(XY) .
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UrcCete, zda jsou pravdive nasledujici vyroky:

2) Nahodny vektor je definovan jako
dvourozmerny vektor, jehoz slozkami jsou
nahodné veliCiny. (Nahodny vektor muze byt i vicerozmérny)

) Sdruzené rozdéleni popisuje rozdéleni
nahodneho vektoru.

&) Marginalni rozdéleni popisuje rozdéleni
jednotlivych slozek nahodného vektoru.

) Je-li X=(X,Y)T nahodny vektor, pak EX=E(XY) .
E(x) = (E(x).E(Y))
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eNah. vektor eSdruzené roz.p. eMarginalni roz.p. ¢« Podminéné roz.p. eKovariance eKorelace eStatgraphics e Test

UrcCete, zda jsou pravdive nasledujici vyroky:
e) E(XY)=EX-EY

f) Marginalni charakteristiky nahodného vektoru
popisuji vztah mezi nahodnymi veliCinami, ktere
tvori jeho slozky.

g) Kovariance je mirou zavislosti nahodnych
velicin.

h) Je-li cov(X,Y)=0, pak jsou nahodné veliCiny X a
Y nezavisle.

© 2011 Ing. Janurova Katefina, FEI VSB-TU Ostrava, STATISTIKA




eNah. vektor eSdruzené roz.p. eMarginalni roz.p. ¢« Podminéné roz.p. eKovariance eKorelace eStatgraphics e Test

UrcCete, zda jsou pravdive nasledujici vyroky:
) E(XY)=EX-EY

f) Marginalni charakteristiky nahodného vektoru
popisuji vztah mezi nahodnymi veliCinami, ktere
tvori jeho slozky.

g) Kovariance je mirou zavislosti nahodnych
velicin.

h) Je-li cov(X,Y)=0, pak jsou nahodné veliCiny X a
Y nezavisle.

© 2011 Ing. Janurova Katefina, FEI VSB-TU Ostrava, STATISTIKA




eNah. vektor eSdruzené roz.p. eMarginalni roz.p. ¢« Podminéné roz.p. eKovariance eKorelace eStatgraphics e Test

UrcCete, zda jsou pravdive nasledujici vyroky:
) E(XY)=EX-EY

A MargindIni charakteristiky ndhodného vektoru

popisuji vztah mezi nahodnymi velicinami, které

tvori jeho sIozky_(MargmaIm charakteristiky nahodneho vektoru
popisuji jednotlivé slozky nahodného vektoru)

g) Kovariance je mirou zavislosti nahodnych
velicin.

h) Je-li cov(X,Y)=0, pak jsou nahodné veliCiny X a
Y nezavisle.

© 2011 Ing. Janurova Katefina, FEI VSB-TU Ostrava, STATISTIKA




eNah. vektor eSdruzené roz.p. eMarginalni roz.p. ¢« Podminéné roz.p. eKovariance eKorelace eStatgraphics e Test

UrcCete, zda jsou pravdive nasledujici vyroky:
) E(XY)=EX-EY

A MargindIni charakteristiky ndhodného vektoru

popisuji vztah mezi nahodnymi velicinami, které

tvori jeho sIozky_(MargmaIm charakteristiky nahodneho vektoru
popisuji jednotlivé slozky nahodného vektoru)

%) Kovariance je mirou zavislosti nahodnych
velicin.

h) Je-li cov(X,Y)=0, pak jsou nahodné veliCiny X a
Y nezavisle.

© 2011 Ing. Janurova Katefina, FEI VSB-TU Ostrava, STATISTIKA




eNah. vektor eSdruzené roz.p. eMarginalni roz.p. ¢« Podminéné roz.p. eKovariance eKorelace eStatgraphics e Test

UrcCete, zda jsou pravdive nasledujici vyroky:
) E(XY)=EX-EY
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popisuji jednotlivé slozky nahodného vektoru)
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velicin.

K Je-li cov(X,Y)=0, pak jsou nahodne veliciny X a

Y nezavislé. -
(Je-li cov(X, Y) = 0, mohou, ale nemusi byt

nahodné veliCiny X a Y nezavislé)
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eNah. vektor eSdruzené roz.p. eMarginalni roz.p. ¢« Podminéné roz.p. eKovariance eKorelace eStatgraphics e Test

UrcCete, zda jsou pravdive nasledujici vyroky:

i) Je-li cov(X,Y)=0, pak jsou nahodné veliCiny Xa Y
nekorelované.

j) Je-li p(X,Y)=0, pak jsou nahodne veliciny X a Y
nekorelované.

k) Jsou-li nahodné veliCiny X a Y nekorelovaneg, jsou
linearne nezavisle.

/) cov(X,X)=1.
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UrcCete, zda jsou pravdive nasledujici vyroky:

MY Je-li cov(X,Y)=0, pak jsou ndahodné velic¢iny X a Y
nekorelované.

' Je-li p(X,Y)=0, pak jsou nahodné veli¢iny X a Y
nekorelovaneé.

) Jsou-li ndhodné veli¢iny X a Y nekorelované, jsou
linearne nezavisle.

X cov(X,X)=1. (cov(X,X)=DX)
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UrcCete, zda jsou pravdive nasledujici vyroky:

m) p(X,X)=1

n)  cov(X,Y)=E(XY)-E(X)-E(Y).
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