KOMBINATORIKA

1. cviceni




eKombinatorika eTypy vybérl eZakladni kombinatorickd pravidla eShrnuti ePFiklady ePravdépodobnost ePfiklady

Co to je kombinatorika

+» Kombinatorika je vstupni branou do teorie
pravdépodobnosti.

+» Zabyva se ruznymi zpusoby vybéru prvku
z daného souboru.
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eKombinatorika eTypy vybé&rl eZakladni kombinatoricka pravidla eShrnuti ePfiklady ePravd&podobnost ePFiklady

Typy vybéru

+» Usporadanost vyberu
+ usporadany vybér = VARIACE + PERMUTACE, zalezi na
pofadi vybranych prvkul
+ neusporadany vybér = KOMBINACE, nezalezi na poradi
vybranych prvkl
+» Opakované zarazeni prvku do vybéru
= Vybéry s opakovanim = prvky mohou byt do vybéru
zarazeny opakované
+ Vybéry bez opakovani = prvky nemohou byt do
vybéru zarazeny opakovaneé
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eKombinatorika eTypy vybé&r( eZakladni kombinatoricka pravidla eShrnuti ePfiklady ePravdépodobnost ePfiklady

Kombinatorické pravidlo soucinu

Kolik riznych uspofddanych dvoijic ¢isel mizeme dostat, kdyz
hodime dvakrat kostkou s jednim az Sesti oky na jednotlivych
stenach?

Redeni

V prvnim hodu muze padnout jedno ze Sesti &isel, tj. n, = 6,
ke kazdému z nich mUZe ve druhém hodu opét padnout jedno
ze Sesti disel, tj. n, = 6. Podet ruznych dvojic (k = 2) je tedy
66 = 36.
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eKombinatorika eTypy vybé&r( eZakladni kombinatoricka pravidla eShrnuti ePfiklady ePravdépodobnost ePfiklady

Kombinatorické pravidlo soucinu

Pocet vSech usporadanych k-tic, jejichz prvni ¢len Ize vybrat
n, zpusoby, druhy &len po vybé&ru prvniho ¢lenu n, zpusoby
atd. az k-ty ¢len po vybéru véech predchdzejicich &lenu n,
zpusoby, je roven n, - n, - ... - n,.
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eKombinatorika eTypy vybé&r( eZakladni kombinatoricka pravidla eShrnuti ePfiklady ePravdépodobnost ePfiklady

Kombinatorické pravidlo souctu

Mame tri zluté, dvé modré a ctyri zelené pastelky. Kolik mame
dohromady pastelek?

Redeni
Dohromady mame 3+2+4 = 9 pastelek.
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eKombinatorika eTypy vybé&r( eZakladni kombinatoricka pravidla eShrnuti ePfiklady ePravdépodobnost ePfiklady

Kombinatorické pravidlo souctu

Jsou-li Ay, A,, ..., A, konecné mnoziny, které maji po rade p;,
P, ..., P Prvku, a jsou-li kazdé dvé disjunktni, pak pocet
prvkd mnoziny A, UA, U ... U A_ je roven

p,+p,+ ..+ p..
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eKombinatorika eTypy vybérl eZakladni kombinatoricka pravidla eShrnuti ePfiklady ePravdépodobnost ePfiklady

Variace, kombinace, permutace

Variace bez V(n, k) = n!
Bez opakovani n-kll
opakovani
i P Permutace | p(n)=V(n,n) = n!
Usporadane bez opakovani
V)'/béry Variace s
* _ Ak
| opakovanim Vi(n k) =n
S opakovanim
Permutace s « _ n!
r 7 P (nlanI"'rnk)_
opakovanim n, \th, 0. .[h, !
Bez ~ |Kombinace C(n, k) _ n!
Neusporadané opakovani |bez opakovani (n = k)!k!
vybery Kombinace s x (” + K - 1)!
ANi o, Cln k)=
S opakovanim | o ovénim (n, k) T
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eKombinatorika eTypy vybé&r( eZakladni kombinatoricka pravidla eShrnuti ePtiklady ePravdépodobnost ePfiklady

1. ZmenSi-li se pocet prvku o dva, zmensi se pocet permutaci (bez
opakovani) dvaactyricetkrat. UrCete pocet prvku.

Redeni P, (n)

P, (n-2) = P, (n) /42
P, (n-2) = (n-2)!/ )\

Dosadime za P, a P,: (n-2)! =n! /42
42 =n! / (n-2)!

42 = n-(n-1)

=> Resime kvadratickou rovnici: n2 - n -42 =0

D = (-1)2- 4(1-(-42)) = 1+168= 169 => Jp = 13
_ 113 :{ 7

P, (n) = n!

N N
Pocet prvku je 7.
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eKombinatorika eTypy vybé&r( eZakladni kombinatoricka pravidla eShrnuti ePtiklady ePravdépodobnost ePfiklady

2. V prodejné si muzete vybrat ze sedmi druht pohlednic. Kolika
zpusoby Ize koupit

a) 10 pohlednic

Reseni
< PFi vybéru pohlednic nezalezi na tom, v jakém poradi je vybereme =>
KOMBINACE

<+MUZeme vybrat vice pohlednic od jednoho druhu => KOMBINACE S
OPAKOVANIM

. _(7+10-1)1 _ 16! _110203040506 _
€7 an)= (7 -1)110! B

- 8008
1016! 2[BABI6 -
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eKombinatorika eTypy vybé&r( eZakladni kombinatoricka pravidla eShrnuti ePtiklady ePravdépodobnost ePfiklady

2. V prodejné si muzete vybrat ze sedmi druht pohlednic. Kolika
zpusoby Ize koupit

b) 5 pohlednic,
Redeni

Stejny postup jako v predchozim pripadé:

“Pri vybéru pohlednic nezalezi na tom, v jakém poradi je vybereme =>

KOMBINACE
<+MUZeme vybrat vice pohlednic od jednoho druhu => KOMBINACE S
OPAKOVANIM
* - l l
CWZ$=V+51)—11—7EMBHOH1=62

(7-1)15s1 6151 2BMHE  ——
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eKombinatorika eTypy vybé&r( eZakladni kombinatoricka pravidla eShrnuti ePtiklady ePravdépodobnost ePfiklady

2. V prodejné si muzete vybrat ze sedmi druht pohlednic. Kolika
zpusoby Ize koupit

c) 5 rtznych pohlednic,

Reseni
< PFi vybéru pohlednic nezalezi na tom, v jakém poradi je vybereme =>
KOMBINACE

<+MUZeme vybrat pouze jednu pohlednici od jednoho druhu => KOMBINACE
BEZ OPAKOVANI

V5= —(75))!!5! i 575! i 62EV =
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eKombinatorika eTypy vybé&r( eZakladni kombinatoricka pravidla eShrnuti ePtiklady ePravdépodobnost ePfiklady

3. Kolika pfimkami Ize spojit 7 bodu v rovinég, jestlize:

a) zadné tfi z nich nelezi v pfimce

Redeni
Vybirdme dvojice bodu, které uréuji pfimku; pti vybé&ru nezalezi na poradi
(primka AB je stejna, jako primka BA)
=> KOMBINACE

Pfi vybéru se body nemuzou opakovat
(nelze vybrat jako dvojici bodu BB,
protoze by neurcovaly primku)
=>KOMBINACE BEZ OPAKOVANI

7)) _ 71 6 _ .

c(7,2)= (7-2)121 5121 2 =
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eKombinatorika eTypy vybé&r( eZakladni kombinatoricka pravidla eShrnuti ePtiklady ePravdépodobnost ePfiklady

3. Kolika pfimkami Ize spojit 7 bodu v rovinég, jestlize:

b) tfi z nich lezi v jedné pfimce

Redenf

KOMBINACE BEZ OPAKOVANI

Od véech pfimek, kterymi Ize spojit 7 bodu v roviné je tfeba odedist ty pfimky, které mohly
byt tvoreny tremi body, pokud by nelezely v jedné

primce a poté pricist jednu primku, kterou tvori.

- PHmky, které C
VS VOFi v
usechny. | | momy tort bocy | [Toimea aB(O
nelezely na jedné
X primce
A
clz 2)—cl(3 P gt /[ )
’ ’ (7-2)121 (3-2)12! s
| |
= 13 203 o01-341=19
5121 2111 2 1
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eKombinatorika eTypy vybé&r( eZakladni kombinatoricka pravidla eShrnuti ePtiklady ePravdépodobnost ePfiklady

4. Kolik ruznych znacek teoreticky existuje v Morseové abecedé,
sestavuji-li se teCky a ¢arky ve skupiny po jedné az péti?

Redeni
V Morseové abecedé zalezi na poradi tecek a carek => VARIACE
Tecky i ¢arky se mGzou opakovat => VARIACE S OPAKOVANIM

Pro vysledek sc¢itame dohromady moznosti pro

skupiny po 1, 2, 3, 4 a 5 znacich. o £
- ] 2
znacky znacky znacky znacky znacky
o1 02 03 04 05 SR I
znaku znacich znacich znacich znacich
N N v ¥ ¥ o X
Vi(2,1)+Vv(2,2)+v*(2,3)+ Vv (2,4) +V'(2,5) = . N
=2' +22+2°+2% +2°=2+4+8+16+32 = M
=62
- L BN S
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eKombinatorika eTypy vybé&r( eZakladni kombinatoricka pravidla eShrnuti ePtiklady ePravdépodobnost ePfiklady

5. Deset pratel si vzajemné poslalo pohlednice z prazdnin. Kolik
pohlednic celkem rozeslali?

Redeni

Vybirame dvojice pratel, kteri si poslali pohled. Dvojice Karel -> Klara je jina,
nez Klara ->Karel => zalezi na pofadi vybranych prvkd => VARIACE

Ve dvojici se lidé neopakuji (nikdo neposila pohled sam sobé&, v zadani toto
oznacuje slovo ,vzajemne") =>

VARIACE BEZ OPAKOVANI

v(10,2) = ( 10y _10'_g40=90

10-2)! 8!
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eKombinatorika eTypy vybé&r( eZakladni kombinatoricka pravidla eShrnuti ePtiklady ePravdépodobnost ePfiklady

6. Kolika zpusoby lze rozdélit 8 ucastnikd finale v béhu na 100 metru
do 8 drah?

Reseni

Pfi rozdélovani zaleZi na poradi umisténi G¢astnikd v drahdch + velikost vybéru
(8 Uclastnikl) je stejna jako rozsah mnoziny, ze které vybirdme (8 drah) =>
PERMUTACE

Ucastnici se nemUzZou pfi rozdélovani opakovat (nikdo nemuzZe bé&Zet ve dvou
drahach zaroven) => PERMUTACE BEZ OPAKOVANI

P(8)=8!=112(3[4[5(6(7[8 =40 320
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eKombinatorika eTypy vybé&r( eZakladni kombinatoricka pravidla eShrnuti ePtiklady ePravdépodobnost ePfiklady

7. Kolik rdznych anagramu Ize vytvofit pouzitim vSech pismen slova

a) STATISTIKA
Redeni

Anagram = presmycky, pouzivame vSechna pismena daného slova a ménime
jejich poradi ve slove, napr. STATISTIKA -> AKITSITATS => PERMUTACE

Jednotliva pismena se mGzou opakovat => PERMUTACE S OPAKOVANIM

Zjistime pocet opakovani jednotlivych prvku (pismen) v pivodnim slové:

Pismeno Pocet
S 2X P*(3,2,2,2,1) _ P(10) _
T 3x P(3) CP(2) LP(2) LP(2) [P(1)

|
A 2% _ 10! :4E5E6EV[8[9DLO:75600
I % SICRICRICRICLY p AN AN —_—
K 1Xx
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eKombinatorika eTypy vybé&r( eZakladni kombinatoricka pravidla eShrnuti ePtiklady ePravdépodobnost ePfiklady

7. Kolik rdznych anagramu Ize vytvofit pouzitim vSech pismen slova

b) MATEMATIKA
Redeni
Stejny pripad.

Zjistime pocet opakovani jednotlivych prvku (pismen) v pivodnim slové:

Pismeno PocCet

M 2X

A 3X P(10)

T 2 P’ 3/2/2111111 = -

X ( ) P(3) CP(2) CP(2) TP(1) CP(1) CP(1)

E b 10! 456 [V [BOOO _

| - _ =151 200
3lRiRIOinm! 2[2 -

K 1x
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eKombinatorika eTypy vybé&r( eZakladni kombinatoricka pravidla eShrnuti ePiiklady ePravdépodobnost ePfiklady

8. Z mista A do mista B vedou 4 turistické cesty, z mista B do C tfi.
Urcete kolika zpusoby Ize vybrat trasu z A do C a zpét tak, ze
z téchto sedmi cest je pravé jedna pouzita dvakrat.

TAM:
Trasa A -> B: 4 moznosti
a zaroven - Celkem: 34 = 12 moznosti

—_

Trasa B -> C: 3 moznosti )
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eKombinatorika eTypy vybé&r( eZakladni kombinatoricka pravidla eShrnuti ePiiklady ePravdépodobnost ePfiklady

8. Z mista A do mista B vedou 4 turistické cesty, z mista B do C tfi.
Urcete kolika zpusoby Ize vybrat trasu z A do C a zpét tak, ze
z téchto sedmi cest je pravé jedna pouzita dvakrat.

Reseni

ZPET: NEBO

Trasa C -> B: 2 moznosti Trasa C -> B: 1 moznost

a zaroven a zaroven

Trasa B -> A: 1 moznost Trasa B -> A: 3 moznosti

Celkem: 2-1 = 2 moznosti + Celkem: 1-3 = 3 moznosti

= 5 moznosti
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eKombinatorika eTypy vybé&r( eZakladni kombinatoricka pravidla eShrnuti ePiiklady ePravdépodobnost ePfiklady

8. Z mista A do mista B vedou 4 turistické cesty, z mista B do C tfi.
Urcete kolika zpusoby Ize vybrat trasu z A do C a zpét tak, ze
z téchto sedmi cest je pravé jedna pouzita dvakrat.

Trasu z A do C Ize tedy vybrat 12 zpUsoby.
Celkovy pocet tras z C do A, které splnuji dané podminky, je roven 5.

Pocet véech zpusobu, kterymi Ize vybrat trasu z A do C a zpét tak, Ze z danych
cest je prave jedna pouzita dvakrat, je

12 - 5 = 60.
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eKombinatorika eTypy vybé&r( eZakladni kombinatoricka pravidla eShrnuti ePiiklady ePravdépodobnost ePfiklady

8. Z mista A do mista B vedou 4 turistické cesty, z mista B do C tfi.
Urcete kolika zpusoby Ize vybrat trasu z A do C a zpét tak, ze
z téchto sedmi cest je pravé jedna pouzita dvakrat.

Podobné ulohy

Uréete pocet zpulsobd, jimiz Ize vybrat trasu

z A do C a zpét;

b) z A do C a zpét tak, Zze z téchto sedmi cest neni Zzadna pouzita dvakrat;

c) z A do C a zpét tak, ze z téchto sedmi cest jsou prave dveé pouzity dvakrat.
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eKombinatorika eTypy vybé&r( eZakladni kombinatoricka pravidla eShrnuti ePiiklady ePravdépodobnost ePfiklady

Klasicka definice pravdépodobnosti

+ Deterministické procesy - pri urcitych vstupnich
podminkach nutné nastane urcity vysledek (napr. chemické
procesy).

+ Stochastické procesy - vysledek (nahodny jev) nelze
predvidat, pri opakované realizaci vstupnich podminek
dostaneme ruzné (nahodné) vysledky.

» Teorie pravdéepodobnosti - logicka struktura je budovana
axiomaticky, zaklad tvofi nékolik tvrzeni (tzv. axiomu), kterd
vyjadruji zakladni vlastnosti pravdépodobnosti a vSechna
dalsi tvrzeni jsou z nich odvozena deduktivné.

+» Matematicka statistika - studium dat vykazujicich
nahodna kolisani
» data ziskana peclivé pripravenym pokusem provedenym pod stalou
kontrolou experimentalnich podminek v laboratofri
+ data provozni
+ data ziskana pocitacovymi simulacemi

L)
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eKombinatorika eTypy vybé&r( eZakladni kombinatoricka pravidla eShrnuti ePiiklady ePravdépodobnost ePfiklady

Klasicka definice pravdépodobnosti

» Mnozinu vSech moznych vysledk@ pokusu znacime Q.
Podmnoziny mnoziny Q se nazyvaji (nahodné) jevy.

» Necht nahodny pokus (kazdy dé&j, jehoz vysledek neni
predem jednoznacne urcen podminkami, za kterych
probiha) splnuje predpoklady:

Moznych vysledku je koneény pocet.
Vsechny vysledky jsou stejné mozné.
VsSechny vysledky se vzajemné vylucuji.

P(A) = %

- kde n je pocet vsech vysledku nahodného pokusu am ije
polet vysledkU pfiznivychjevu A; n=| Q| ,m=]A]|.
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eKombinatorika eTypy vybé&r( eZakladni kombinatoricka pravidla eShrnuti ePfiklady ePravdépodobnost ePfiklady

9. S jakou pravdépodobnosti padne na dvou kostkach soucet:
a) Sest
Reseni

Oznaceni: A ... padne soucet Sest

Sestka padne v nésledujicich pfipadech | 1. kostka 1123|415
2. kostka 5143|121

Pocet pfiznivych vysledku: 5
Pocet vech vysledkl: 6 - 6 = 36 (6 moznosti na 1.kostce x
6 moznosti na 2. kostce)

P(A) = > = 0,139
36
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eKombinatorika eTypy vybé&r( eZakladni kombinatoricka pravidla eShrnuti ePfiklady ePravdépodobnost ePfiklady

9. S jakou pravdépodobnosti padne na dvou kostkach soucet:

b) mensi nez sedm

Reseni
Oznaceni: A ... padne souCet mensi nez sedm

Pro soucet Sest jsme vypocitali poCet moznosti na 5,

dalsi moznosti:

Soucet 5 4 312
1. kostka 11{2(3(4]1/2/3]1|2]1
2. kostka |4|3(2/ 1132/ 1]2|1]1

Pocet pfiznivych vysledk(: 5+4+3+2+1 = 15
Poc¢et vech vysledk(: 6 -+ 6 = 36 (6 moznosti na 1.kostce x
15 6 moznosti na 2. kostce)

P(A)=>>=0,417
36
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eKombinatorika eTypy vybé&r( eZakladni kombinatoricka pravidla eShrnuti ePfiklady ePravdépodobnost ePfiklady

10. Mame 230 vyrobku mezi nimiz je 20 nekvalitnich. Vybereme 15
vyrobku, pficemz vybrané vyrobky nevracime zpét. Jaka je
pravdépodobnost, ze mezi 15 vybranymi bude 10 dobrych?

Redeni
Oznaceni: A ... mezi 15 vybranymi bude 10 dobrych
Pocet vSech moznych vysledku: C(230,15)

Vybirame 10 dobrych Vybirame 15-10
vyrobkd pouze z dobrych vyrobkd ze $patnych

< r'd
Pocet priznivych vysledku: C (210,10)-C (20,5)

C(210,10)(20,5)
C(230,15)

P(A) = = 0,004
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eKombinatorika eTypy vybé&r( eZakladni kombinatoricka pravidla eShrnuti ePfiklady ePravdépodobnost ePfiklady

11. Na jedné poli¢ce je nahodné rozestaveno deset knih. UrCete
pravdépodobnost toho, ze urcité tfi knihy jsou postaveny vedle sebe.

Redeni
Oznaceni: A ... tfi urcité knihy jsou postaveny vedle sebe

Pocet vSech moznych vysledkd: P(10)

€ 3 ed O O L) £y EF )
o , o X Y Z P(7)
Poget priznivych vysledkd: 8-P(7)-P(3) 7 Y X P(7)
Y X Z|P(?)
pay = 8LPUIPQ) _ g ne7
P(10)
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eKombinatorika eTypy vybé&r( eZakladni kombinatoricka pravidla eShrnuti ePfiklady ePravdépodobnost ePfiklady

12. Méjme pét vstupenek po 100 K¢, tfi vstupenky po 300 K¢ a dvé
vstupenky po 500 K¢&. Vyberme nahodné tfi vstupenky. UrCete
pravdépodobnost toho, ze:

a) alespon dvé z téchto vstupenek maji stejnou hodnotu

ReSeni
Budeme resit pomoci opacného jevu. Opacny jev k ,alespon dvé maji

stejnou hodnotu (ozn. A)" je ,kazdad ma jinou hodnotu (ozn. A" =>
P(A) = 1 - P(A)

Pocet vSech moznych vysledku: C(10,3)
Pocet priznivych vysledku: C(5,1)-C(3,1)-C(2,1)

_C(51)c(31) (2,
c(10,3)

P(A)=1-P(A)=1 = 0,75
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eKombinatorika eTypy vybé&r( eZakladni kombinatoricka pravidla eShrnuti ePfiklady ePravdépodobnost ePfiklady

12. Méjme pét vstupenek po 100 K¢, tfi vstupenky po 300 K¢ a dvé
vstupenky po 500 K¢&. Vyberme nahodné tfi vstupenky. UrCete
pravdépodobnost toho, ze:

b) vSechny tfi vstupenky stoji dohromady 700 K¢&

Redeni

Dohromady za 700 = 100+300+300 nebo = 100+100+500
Pocet vSech moznych vysledku: C(10,3)

Pocet priznivych vysledku: C(5,1)-C(3,2)+C(5,2)-C(2,1)

=0,292
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