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1 Úvod

Výpo£et integrálního obrazu souvisí s hledáním Fourierovských koe�cient·,

resp. sou°adnic zadaného originálu v dané ortogonální resp. ortonormální

bázi. Je to práv¥ ortogonalita resp. ortonormalita, která p°iná²í mnoho �p°í-

jemných� vlastností a významn¥ zjednodu²uje výpo£et jak p°ímé tak zp¥tné

transformace, který u kone£n¥dimenzionálních prostor· m·ºe být vyjád°en

pomocí násobení transforma£ní matice a vektoru originálu. Proto se první

p°íklady v¥nují ortonormaliza£ním proces·m, ov¥°ování ortonormality v·£i

zadanému skalárnímu sou£inu, sestavování transforma£ních matic apod. Ná-

sledují p°íklady na výpo£et Fourierova rozvoje, amlitudového a fázového

spektra, diskrétní Fourierovy transformace (zobecn¥né i klasické), konvoluce

funkcí a vektor·, waveletovy transformace. Pro studenta budou taktéº p°í-

nosem i aplikace Laplaceovy transformace na °e²ení diferenciálních rovnic a

Z-transformace na °e²ení diferen£ních rovnic.

Máme-li ortonormální bázi k dispozici, k nalezení obrazu F (n¥kdy téº

ozna£ovanému c) tj. sou°adnicového vektoru nám místo komplikovaného °e-

²ení soustavy lineárních rovnic sta£í vy£íslit N skalárních sou£in· (skalární

sou£in je symetrická bilineární forma, jíº odpovídající kvadratická forma je

pozitivn¥ de�nitní)

〈
rMn , f

〉
=

N−1∑
i=0

rMn,ifi =
N−1∑
i=0

rMn,ifi, n = 0, ..., N − 1,

které je realizovatelné jako násobení matice a sloupcového vektoru s originá-
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lem f

F = Mf =


rM0
...

rMN−1

 f =

[ 〈
rM0 , f

〉
...

〈
rMN−1, f

〉 ]T
=

N−1∑
i=0

fis
M
i ,

kde matice M jako °ádky rMi obsahuje komplexn¥ sdruºené vektory orto-

normální báze. P°i zp¥tné (inverzní) transformaci, tj. nalezení originálu f

ze zadaného obrazu F, nepot°ebujeme pracn¥ hledat inverzní transforma£ní

matici M−1, nebo´ ta s ortonormálními bázovými vektory je rovna trans-

pozici transforma£ní matice, tedy M−1 = MT a rMi = sM
T

i . Kdyº touto

transpozicí MTp°enásobíme sloupcový vektor obrazu F, obdrºíme originál f

jako lineární kombinaci sloupc· sM
T

i matice MT , tj. vektor· ortonormální

báze

f = MTF =


rM

T

0

...

rM
T

N−1

F =

[ 〈
rM

T

0 ,F
〉

...
〈
rM

T

N−1,F
〉 ]T

=
N−1∑
i=0

Fis
MT

i .

2 P°íklad:

Ur£ete ortonormální bázi E = (e0, e1, e2) prostoru V majícího bázi F =

(f0, f1, f2), f0 = (1, 0, 1), f1 = (0, 1, 2), f2 = (2, 1, 0) vzhledem ke skalárnímu

sou£inu

〈x,y〉 = x0y0 + x1y1 + x2y2 =
2∑
i=0

xiyi.
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�e²ení:

Jedna moºnost je Gram-Schmidtovým procesem nejprve ortogonalizovat vek-

tory

ẽ0 = f0 = (1, 0, 1)

ẽ1 = f1 − αẽ0,

α =
〈f1, ẽ0〉
〈ẽ0, ẽ0〉

=
0 · 1 + 1 · 0 + 2 · 1
1 · 1 + 0 · 0 + 1 · 1

=
2

2
= 1 =⇒

ẽ1 = (0, 1, 2)− 1 · (1, 0, 1) = (−1, 1, 1)

ẽ2 = f2 − α0ẽ0 − α1ẽ1,

α0 =
〈f2, ẽ0〉
〈ẽ0, ẽ0〉

=
2 · 1 + 1 · 0 + 0 · 1

2
=

2

2
= 1,

α1 =
〈f2, ẽ1〉
〈ẽ1, ẽ1〉

=
2 · (−1) + 1 · 1 + 0 · 1

(−1) · (−1) + 1 · 1 + 1 · 1
= −1

3
= 1 =⇒

ẽ2 = (2, 1, 0)− 1 · (1, 0, 1)− (−1

3
) · (−1, 1, 1) = (

2

3
,
4

3
,−2

3
)

a následn¥ kaºdý z nich pod¥lit jeho normou ‖ẽi‖ =
√
〈ẽi, ẽi〉, i=0,1,2

e0 =
ẽ0
‖ẽ0‖

=
1√
2
· (1, 0, 1) = (

1√
2
, 0,

1√
2

) = (

√
2

2
, 0,

√
2

2
)

e1 =
ẽ1
‖ẽ1‖

=
1√
3
· (−1, 1, 1) = (− 1√

3
,

1√
3
,

1√
3

) = (−
√

3

3
,

√
3

3
,

√
3

3
)

e2 =
ẽ2
‖ẽ2‖

=
1√

2
3 ·

2
3 + 4

3 ·
4
3 + (−2

3) · (−2
3)
·(2

3
,
4

3
,−2

3
) =

3√
24
·(2

3
,
4

3
,−2

3
) =
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=
1

2
√

6
· (2, 4,−2) =

1√
6
· (1, 2,−1) = (

1√
6
,

2√
6
,− 1√

6
) = (

√
6

6
,

√
6

3
,−
√

6

6
).

Vektory e0 = (
√
2
2 , 0,

√
2
2 ), e1 = (−

√
3
3 ,
√
3
3 ,
√
3
3 ), e2 = (

√
6
6 ,
√
6
3 ,−

√
6
6 ) tak tvo°í

ortonormální bázi prostoru V.

Druhá moºnost by byla normovat ortogonální vektory pr·b¥ºn¥ a vyuºít

tak vlastnosti, ºe 〈ei, ei〉 = 1, tedy

ẽ0 = f0 = (1, 0, 1)

e0 =
ẽ0
‖ẽ0‖

=
1√
2
· (1, 0, 1) = (

1√
2
, 0,

1√
2

) = (

√
2

2
, 0,

√
2

2
)

ẽ1 = f1 − αe0,

α =
〈f1, e0〉
〈e0, e0〉

= 〈f1, e0〉 = 0 ·
√

2

2
+ 1 · 0 + 2 ·

√
2

2
=
√

2 =⇒

ẽ1 = (0, 1, 2)−
√

2 · (
√

2

2
, 0,

√
2

2
) = (0, 1, 2)− (1, 0, 1) = (−1, 1, 1)

e1 =
ẽ1
‖ẽ1‖

=
1√
3
· (−1, 1, 1) = (− 1√

3
,

1√
3
,

1√
3

) = (−
√

3

3
,

√
3

3
,

√
3

3
)

ẽ2 = f2 − α0e0 − α1e1,

α0 =
〈f2, e0〉
〈e0, e0〉

= 〈f2, e0〉 = 2 ·
√

2

2
+ 1 · 0 + 0 ·

√
2

2
=
√

2,

α1 =
〈f2, e1〉
〈e1, e1〉

= 〈f2, e1〉 = 2 · (−
√

3

3
) + 1 ·

√
3

3
+ 0 ·

√
3

3
= −
√

3

3
=⇒

ẽ2 = (2, 1, 0)−
√

2 · (
√

2

2
, 0,

√
2

2
)− (−

√
3

3
) · (−

√
3

3
,

√
3

3
,

√
3

3
) =

= (2, 1, 0)− (1, 0, 1) + (−1

3
,
1

3
,
1

3
) = (

2

3
,
4

3
,−2

3
)
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e2 =
ẽ2
‖ẽ2‖

=
1√

2
3 ·

2
3 + 4

3 ·
4
3 + (−2

3) · (−2
3)
·(2

3
,
4

3
,−2

3
) =

3√
24
·(2

3
,
4

3
,−2

3
) =

=
1

2
√

6
· (2, 4,−2) =

1√
6
· (1, 2,−1) = (

1√
6
,

2√
6
,− 1√

6
) = (

√
6

6
,

√
6

3
,−
√

6

6
).

3 P°íklad:

Nalezn¥te sou°adnice vektoru f = (1, 2, 3) v bázi F = (f0, f1, f2) z P°íkladu

1.

�e²ení:

Pot°ebujeme vyjád°it vektor f jako lineární kombinaci vektor· f0, f1, f2 tj.

f =
2∑
i=0

αifi = α0f0 + α1f1 + α2f2,

coº p°edstavuje °e²it soustavu lineárních rovnic ve tvaru

[
f0 f1 f2

]
α0

α1

α2

 = f .

Neznámé sou°adnice tedy m·ºe vypo£ítat

α =


α0

α1

α2

 = MF f ,
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kde

MF =

[
f0 f1 f2

]−1
.

V na²em p°ípad¥ budeme nap°. Gaussovou elimina£ní metodou °e²it soustavu


1 0 2 | 1

0 1 1 | 2

1 2 0 | 3

 ∼r3−r1


1 0 2 | 1

0 1 1 | 2

0 2 −2 | 2

 ∼r3−2r2


1 0 2 | 1

0 1 1 | 2

0 0 −4 | −2


a zp¥tnou substitucí ze soustavy s maticí ve schodovém tvaru obdrºíme

α2 =
−2

−4
=

1

2
, α1 = 2−α2 = 2−1

2
=

3

2
, α0 = 1−2α2 = 1−2·1

2
= 0⇒ α =


0

3
2

1
2

 .

Kdybychom soustavu °e²ili pomocí matice M

[
f0 f1 f2 | I

]
=


1 0 2 | 1 0 0

0 1 1 | 0 1 0

1 2 0 | 0 0 1

 ∼r3−r1→r3


1 0 2 | 1 0 0

0 1 1 | 0 1 0

0 2 −2 | −1 0 1

 ∼r3−2r2→r3


1 0 2 | 1 0 0

0 1 1 | 0 1 0

0 0 −4 | −1 −2 1

 ∼r3/(−4)→r3


1 0 2 | 1 0 0

0 1 1 | 0 1 0

0 0 1 | 1
4

1
2 −1

4

 ∼r2−r3→r2


1 0 2 | 1 0 0

0 1 0 | −1
4

1
2

1
4

0 0 1 | 1
4

1
2 −1

4

 ∼r1−2r3→r1
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1 0 0 | 1

2 −1 1
2

0 1 0 | −1
4

1
2

1
4

0 0 1 | 1
4

1
2 −1

4

 = [I | MF ]

sou°adnicový vektor bychom získali následovn¥

α = MF f =


1
2 −1 1

2

−1
4

1
2

1
4

1
4

1
2 −1

4




1

2

3

 =


0

3
2

1
2

 .

4 P°íklad:

Nalezn¥te sou°adnice vektoru f = (1, 2, 3) v bázi E = (e0, e1, e2) , e0 =

(
√
2
2 , 0,

√
2
2 ), e1 = (−

√
3
3 ,
√
3
3 ,
√
3
3 ), e2 = (

√
6
6 ,
√
6
3 ,−

√
6
6 ) z P°íkladu 1.

�e²ení:

Pot°ebujeme vyjád°it vektor f jako lineární kombinaci vektor· e0, e1, e2 tj.

f =

2∑
i=0

ciei = c0e0 + c1e1 + c2e2.

�e²it soustavu lineárních rovnic ve tvaru

[
e0 e1 e2

]
c0

c1

c2

 = f
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je nyní zbyte£né. Víme, ºe báze E je ortonormální a i−tá sou°adnice je rovna

ci = 〈f , ei〉 , i = 0, 1, 2.

V d·sledku ortonormality je nyní matice

ME =

[
e0 e1 e2

]−1
=

[
e0 e1 e2

]T
=


eT0

eT1

eT2

 .

Sou°adnice c pak bez °e²ení soustavy lineárních rovnic získáme

c = ME f =


eT0

eT1

eT2

 f =


√
2
2 0

√
2
2

−
√
3
3

√
3
3

√
3
3

√
6
6

√
6
3 −

√
6
6




1

2

3

 =


2
√

2

4
√
3

3
√
6
3

 =


2
√

2

4√
3√
2
3

 .

Sou°adnicový vektor c nazveme obrazem vektoru f a transforma£ní matice

obsahuje jako °ádky komplexn¥ sdruºené vektory k vektor·m ortonormální

báze, násobení ME f pak odpovídá vy£íslení p°íslu²ných skalárních sou£in·.

5 P°íklad:

Ortonormalizujte bázi F = (1, x, x2) vektorového prostoru P3 v²ech poly-

nom· stupn¥ nejvý²e 2 vzhledem ke skalárnímu sou£inu

〈p, q〉 =

1ˆ

−1

p(x)q(x)dx.
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�e²ení

M¥jme tedy vektory f0 = 1, f1 = x, f2 = x2. Gram-Schmidtovým ortonor-

maliza£ním procesem obdrºíme

ẽ0 = f0 = 1

e0 =
ẽ0
‖ẽ0‖

=
1√´ 1

−1 1 · 1dx
=

1√
[x]1−1

=
1√

1− (−1)
=

1√
2

=

√
2

2

ẽ1 = f1 − αe0,

α =
〈f1, e0〉
〈e0, e0〉

= 〈f1, e0〉 =

1ˆ

−1

x
1√
2
dx =

[
x2

2
√

2

]1
−1

=
12

2
√

2
− (−1)2

2
√

2
= 0 =⇒

ẽ1 = f1 = x

e1 =
ẽ1
‖ẽ1‖

=
x√´ 1

−1 x · xdx
=

x√[
x3

3

]1
−1

=
x√

13

3 −
(−1)3

3

=

√
3

2
x

ẽ2 = f2 − α0e0 − α1e1,

α0 =
〈f2, e0〉
〈e0, e0〉

= 〈f2, e0〉 =

1ˆ

−1

x2
1√
2
dx =

[
x3

3
√

2

]1
−1

=
13

3
√

2
−(−1)3

3
√

2
=

2

3
√

2
=

√
2

3
,

α1 =
〈f2, e1〉
〈e1, e1〉

= 〈f2, e1〉 =

1ˆ

−1

x2
√

3

2
xdx =

[
x4

4

√
3

2

]1
−1

=
14

4

√
3

2
−(−1)4

4

√
3

2
= 0 =⇒

ẽ2 = x2 −
√

2

3
·
√

2

2
− 0 ·

√
3

2
x = x2 − 1

3

e2 =
ẽ2
‖ẽ2‖

=
x2 − 1

3√´ 1
−1(x

2 − 1
3) · (x2 − 1

3)dx
=

10



=
x2 − 1

3√´ 1
−1(x

4 − 2
3x

2 + 1
9)dx

=
x2 − 1

3√[
x5

5 −
2
3
x3

3 + 1
9x
]1
−1

=

=
x2 − 1

3√[
x5

5 −
2
3
x3

3 + 1
9x
]1
−1

=
x2 − 1

3√
15

5 −
2
3
13

3 + 1
91− ( (−1)

5

5 − 2
3
(−1)3

3 + 1
9(−1))

=

=
x2 − 1

3√
2
5 −

4
9 + 2

9

=
x2 − 1

3√
18−10
45

=
x2 − 1

3√
8
45

=

√
9 · 5
4 · 2

(
x2 − 1

3

)
=

3

2

√
5

2

(
x2 − 1

3

)
.

6 P°íklad:

Ortonormalizujte bázi F = (1, x, x2) vektorového prostoru P3 v²ech poly-

nom· stupn¥ nejvý²e 2 vzhledem ke skalárnímu sou£inu

〈p, q〉 =

1ˆ

0

p(x)q(x)dx.

�e²ení

M¥jme tedy vektory f0 = 1, f1 = x, f2 = x2. Gram-Schmidtovým ortonorma-

liza£ním procesem (nyní v²ak s jiným skalárním sou£inem neº v p°edchozím

p°íkladu) obdrºíme

ẽ0 = f0 = 1

e0 =
ẽ0
‖ẽ0‖

=
1√´ 1

0 1 · 1dx
=

1√
[x]10

=
1√

1− 0
=

1√
1

= 1

ẽ1 = f1 − αe0,

α =
〈f1, e0〉
〈e0, e0〉

= 〈f1, e0〉 =

1ˆ

0

x · 1dx =

[
x2

2

]1
0

=
12

2
− 02

2
=

1

2
=⇒
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ẽ1 = f1 −
1

2
· 1 = x− 1

2

e1 =
ẽ1
‖ẽ1‖

=
x− 1

2√´ 1
0 (x− 1

2)2dx
=

x− 1
2√[

x3

3 −
x2

2 + x
4

]1
0

=
x− 1

2√
13

3 −
12

2 + 1
4

=

=

√
12

4− 6 + 3
(x− 1

2
) = 2

√
3(x− 1

2
)

ẽ2 = f2 − α0e0 − α1e1,

α0 =
〈f2, e0〉
〈e0, e0〉

= 〈f2, e0〉 =

1ˆ

0

x2 · 1dx =

[
x3

3

]1
0

=
13

3
− 03

3
=

1

3
,

α1 =
〈f2, e1〉
〈e1, e1〉

= 〈f2, e1〉 =

1ˆ

0

x22
√

3(x− 1

2
)dx =

[
2
√

3
x4

4
−
√

3
x3

3

]1
0

=

=
√

3(
14

2
− 13

3
) =

3− 2

6

√
3 =

√
3

6
=⇒

ẽ2 = x2− 1

3
·1−
√

3

6
·2
√

3(x− 1

2
) = x2− 1

3
−x+

1

2
= x2−x+

3− 2

6
= x2−x+

1

6

e2 =
ẽ2
‖ẽ2‖

=
x2 − x+ 1

6√´ 1
0 (x2 − x+ 1

6)2dx
=

x2 − x+ 1
6√´ 1

0 (x4 − 2x3 + 4
3x

2 − 1
3x+ 1

36)dx
=

=
x2 − x+ 1

6√[
x5

5 − 2x
4

4 + 4
3
x3

3 −
1
3
x2

2 + 1
36x
]1
0

=
x2 − x+ 1

6√
15

5 −
14

2 + 4·13
9 −

12

6 + 1
36 · 1

=

=
x2 − x+ 1

6√
36−90+80−30+5

180

=
x2 − x+ 1

6√
1

180

=
√

180

(
x2 − x+

1

6

)
=

= 6
√

5

(
x2 − x+

1

6

)
.
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7 P°íklad:

Dokaºte, ºe systém funkcí fn = eint pro n ∈ Z je ortogonální a není ortonor-

mální vzhledem ke skalárnímu sou£inu

〈f(x), g(x)〉 =

2πˆ

0

f(x)g(x)dx.

�e²ení:

U komplexních funkcí komplexní prom¥nné budeme ve standardním skalár-

ním sou£inu brát druhou funkci komplexn¥ sdruºenou stejn¥ jako jsme brali

komplexn¥ sdruºené vektory u t¥ch Euklidovských. Funkce fn = eint náleºí

prostoru L2([0, 2π])

ˆ 2π

0
|eint|2dt =

ˆ 2π

0
12dt = [t]2π0 = 2π − 0 = 2π <∞.

Ov¥°me nyní ortogonalitu

〈fn, fm〉 =

ˆ 2π

0
einteimtdt =

ˆ 2π

0
einte−imtdt =

ˆ 2π

0
eit(n−m)dt =

=

[
eit(n−m)

i(n−m)

]2π
0

=
1

i(n−m)

(
ei2π(n−m) − ei0(n−m)

)
=

=
1

i(n−m)
(cos(2π(n−m)) + i sin(2π(n−m))− 1) =

=
1

i(n−m)
(1 + 0− 1) = 0, n 6= m.
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Systém funkcí je tedy ortogonální. Spo£teme nyní normu kaºdé funkce

‖ eint ‖=
√
〈eint, eint〉 =

√ˆ 2π

0
einte−intdt =

√ˆ 2π

0
1dt =

√
[t]2π0 =

√
2π.

Normováním kaºdé funkce obdrºíme systém ortonormální
{

eint

‖eint‖

}
n∈Z

={
eint
√
2π

}
n∈Z

.

8 P°íklad:

Dokaºte, ºe systém funkcí fn = eint pro n ∈ Z není ortogonální vzhledem ke

skalárnímu sou£inu

〈f(x), g(x)〉 =

π̂

0

f(x)g(x)dx.

�e²ení:

Funkce fn = eint náleºí prostoru L2([0, π])

ˆ π

0
|eint|2dt =

ˆ π

0
12dt = [t]π0 = π − 0 = π <∞.

Ov¥°me nyní ortogonalitu

〈fn, fm〉 =

ˆ π

0
einteimtdt =

ˆ π

0
einte−imtdt =

ˆ π

0
eit(n−m)dt =

=

[
eit(n−m)

i(n−m)

]π
0

=
1

i(n−m)

(
eiπ(n−m) − ei0(n−m)

)
=

14



=
1

i(n−m)
(cos(π(n−m)) + i sin(π(n−m))− 1) =

=
1

i(n−m)

(
(−1)n−m + 0− 1

)
=

 0, n−m = sudé

−2
i(n−m) , n−m = liché

.

Systém funkcí tedy ortogonální není.

9 P°íklad:

Ov¥°te, ºe systém funkcí: 1/2, cos(t), sin(t), . . . , cos(nt), sin(nt), . . . je orto-

gonální vzhledem ke skalárnímu sou£inu

〈f(x), g(x)〉 =

π̂

−π

f(x)g(x)dx.

�e²ení:

Funkce tvo°ící tento systém jsou na zadaném intervalu integrovatelné s kvadrá-

tem. K tomu sta£í ur£it ‖ 1/2 ‖, ‖ cos(nt) ‖, ‖ sin(nt) ‖. Výpo£tem následu-

jících integrál· se snadno p°esv¥d£íme, ºe tato soustava funkcí je ortogonální

na intervalu [−π, π]

ˆ π

−π

1

2
sin(nt)dt = −1

2

[
cos(nt)

n

]π
−π

= − 1

2n
(cos(nπ)− cos(n(−π))) =

= − 1

2n
(cos(nπ)− cos(nπ)) = 0,

ˆ π

−π

1

2
cos(nt)dt =

1

2

[
sin(nt)

n

]π
−π

=
1

2n
(sin(nπ)− sin(n(−π))) =

15



=
1

2n
(sin(nπ) + sin(nπ)) =

1

2n
(0 + 0) = 0.

Obdobn¥ spo£teme ˆ π

−π
sin(nt) cos(nt)dt = 0,

ˆ π

−π
sin(mt) cos(nt)dt = 0,

ˆ π

−π
sin(mt) sin(nt)dt = 0,

ˆ π

−π
cos(mt) cos(nt)dt = 0 pro ∀m,n (m 6= n).

Daná soustava funkcí není v²ak ortonormální, protoºe jiº pro první funkci

f0 = 1/2 je ‖ f0 ‖=
[´ π
−π

1
4dt
]1/2

= 1
2

√
2π 6= 1.

10 P°íklad:

Zjist¥te, zda systém tvo°ený funkcemi fn = eint pro n ∈ Z je ortogonální

vzhledem ke skalárnímu sou£inu

〈f(x), g(x)〉 =

π̂

−π

f(x)g(x)dx.

�e²ení:

Funkce fn = eint náleºí prostoru L2([−π, π])

ˆ π

−π
|eint|2dt =

ˆ π

−π
12dt = [t]π−π = π − (−π) = 2π <∞.

16



Ov¥°me nyní ortogonalitu

〈fn, fm〉 =

ˆ π

−π
einteimtdt =

ˆ π

−π
einte−imtdt =

ˆ π

−π
eit(n−m)dt =

=

[
eit(n−m)

i(n−m)

]π
−π

=
1

i(n−m)

(
eiπ(n−m) − ei(−π)(n−m)

)
=

=
1

i(n−m)
(cos(π(n−m)) + i sin(π(n−m))

− cos((−π)(n−m))− i sin((−π)(n−m))) =

=
1

i(n−m)
(cos(π(n−m)) + i sin(π(n−m))

− cos(π(n−m)) + i sin(π(n−m))) =

=
2i sin(π(n−m))

i(n−m)
= 0, n 6= m.

Systém funkcí je tedy ortogonální. Spo£teme-li nyní normu kaºdé funkce

‖ eint ‖=
√
〈eint, eint〉 =

√ˆ π

−π
einte−intdt =

√ˆ π

−π
1dt =

=
√

[t]π−π =
√
π − (−π) =

√
2π.

Normováním kaºdé funkce obdrºíme systém ortonormální
{

eint

‖eint‖

}
n∈Z

={
eint
√
2π

}
n∈Z

na intervalu [−π, π].

17



11 P°íklad:

Je dána funkce f(t) = −t na intervalu [−π, π]. Nalezn¥te koe�cient c4 klasic-

kého (trigonometrického) Fouriorova rozvoje této funkce v komplexním tvaru

(tj. s vyuºitím systému funkcí z p°edchozího p°íkladu) v£etn¥ amplitudy |c4|

a fáze ϕ4 = arg c4.

�e²ení:

Ov¥°me, zda vúbec na²e funkce pat°í do prostoru L2([−π, π]), tj. zda ji lze

rozvinout ve Fourierovu °adu

ˆ π

−π
| − t|2dt =

ˆ π

−π
|t|2dt =

ˆ 0

−π
(−t)2dt+

ˆ π

0
t2dt =

[
−t3

3

]0
−π

+

[
t3

3

]π
0

=

=
−03

3
+

(−π)3

3
+
π3

3
− 03

3
= 0 <∞,

tedy f(t) ∈ L2([−π, π]) a p°íslu²ný Fourier·v rozvoj má tvar

f(t) =

∞∑
n=−∞

cn
eiωnt√
T

=

∞∑
n=−∞

cn
eint√

2π
,

nebo´ T = 2π a ω = 2π
T =2π

2π=1. Z p°edchozího p°íkladu vidíme, ºe systém{
eint
√
2π

}
n∈Z

je na intervalu [−π, π] ortonormální a tudíº pro n-tý koe�cient

platí

cn =

〈
f(t),

eint√
2π

〉
.

18



Na²ím úkolem je vypo£ítat c4

c4 =

〈
f(t),

e4it√
2π

〉
=

ˆ π

−π
(−t) e

4it

√
2π
dt =

−1√
2π

ˆ π

−π
te−4itdt =Per partes

u = t, u′ = 1

v′ = e−4it, v = e−4it

−4i

=
−1√
2π

([
t
e−4it

−4i

]π
−π
−
ˆ π

−π
1 · e

−4it

−4i
dt

)
=

=
−1√
2π

(
−πe

−4iπ

4i
+

(−π)e4iπ

4i
+

1

4i

[
e−4it

−4i

]π
−π

)
=

=
−1√
2π

(
− π

4i

(
e−4iπ + e4iπ

)
+

1

16

(
e−4iπ − e4iπ

))
=

=
1√
2π

(
π

4i
(cos(4π)− i sin(4π) + cos(4π) + i sin(4π)) +

+ +
1

16
(cos(4π)− i sin(4π)− cos(4π)− i sin(4π))) =

=
1√
2π

(
π

4i
(1− 0 + 1 + 0) +

1

16
(1− 0− 1− 0)

)
=

1√
2π

2π

4i
=

1

i

√
π

8
= −i

√
π

8
.

Pak amplituda a fáze 4. harmonické je

|c4| =
∣∣∣∣−i√π

8

∣∣∣∣ =

√
02 +

(
−
√
π

8

)2

=

√
π

8
,

ϕ4 = arg c4 = arg

(
−i
√
π

8

)
= −π

2
.
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12 P°íklad:

Ur£ete první t°i £leny amplitudového a fázového spektra Fourierovy °ady v

reálném tvaru

5− 2 cos(t)− cos(2t)−
√

3 sin(2t)− 2 cos(3t) + 2 sin(3t) + ... .

�e²ení:

K tomuto ur£ení budeme pot°ebovat identi�kovat koe�cienty an a bn. Kla-

sická trigonometrická Fourierova °ada má v reálném oboru tvar

f(t) =
a0
2

+ a1 cos(ωt) + b1 sin(ωt) + a2 cos(2ωt) + b2 sin(2ωt)+

+a3 cos(3ωt) + b3 sin(3ωt) + ... =
a0
2

+
∞∑
n=1

(an cos(nωt) + bn sin(nωt)) .

Porovnáním zadané Fourierovy °ady s jejím obecným tvarem získáme p°í-

slu²né koe�cienty an a bn a

ω = 1⇒ T =
2π

ω
= 2π.

Pro p°ehlednost si vypí²eme koe�cienty an a bn do tabulky. Amplituda a fáze

je pak de�nována

A0 =
∣∣∣a0

2

∣∣∣ , An =
√
a2n + b2n, n ≥ 1,

ϕn = arg (an + ibn) , n ≥ 1.

20



n an bn An ϕn

0 10 - 5 -

1 -2 0
√

(−2)2 + 02 = 2 arg (−2 + 0i) = π

2 -1 −
√

3
√

(−1)2 + (−
√

3)2 = 2 arg
(
−1−

√
3i
)

= −π
2 − arctan 1√

3
= −2

3π

3 -2 2
√

(−2)2 + 22 = 2
√

2 arg (−2 + 2i) = 3
4π

13 P°íklad:

Nech´ je dána funkce f(t) = et a g(t) = t na intervalu [0,∞) . Spo£t¥te

konvoluci

h(t) = (f ? g)(t) =

ˆ t

0
f(τ)g(t− τ)dτ

a ov¥°te komutativitu konvoluce spo£tením konvoluce (g ? f)(t).

�e²ení:

Nejprve spo£teme konvoluci

h(t) = (f ? g)(t) = et ? t =

ˆ t

0
eτ (t− τ)dτ =Per partes

u = t− τ, u′ = −1

v′ = eτ , v = eτ

= [eτ (t− τ)]t0 −
ˆ t

0
(−1) · eτdτ = [eτ (t− τ + 1)]t0 =

= et(t− t+ 1)− e0(t− 0 + 1) = et − t− 1.
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Pro ov¥°ení komutativity spo£teme

h(t) = (g ? f)(t) = t ? et =

ˆ t

0
τet−τdτ =Per partes

u = τ, u′ = 1

v′ = et−τ , v = −ete−τ

=
[
τ(−ete−τ )

]t
0
−
ˆ t

0
1 · (−ete−τ )dτ =

[
−τete−τ − ete−τ

]t
0

=

=
[
−ete−τ (τ + 1)

]t
0

= −ete−t(t+ 1) + ete0(0 + 1) = et − t− 1.

14 P°íklad:

Nech´ vektor a má N1 = 8 sloºek (1, 3, 6, 2, 7, 8, 4, 5)T a vektor b má N2 = 3

sloºky (6, 1, 3)T . Spo£t¥te konvoluci c = a ? b.

�e²ení:

Teorie °íká, ºe kdyº vektor a má N1 sloºek (a0, ..., aN1−1)
T , vektor b má

N2 sloºek (b0, ..., bN2−1)
T , pak vektor c jsouce konvolucí vektor· a a b má

N1 +N2 − 1 sloºek (c0, ..., cN1+N2−2)
T , které vypo£teme jako

c = a ? b = MAb = MBa,

kde a,b, c jsou sloupcové vektory, matice MA je tvo°ená komponentami

vektoru a °ádu (N1 + N2 − 1, N2), matice MB je tvo°ená komponentami

22



vektoru b °ádu (N1 +N2 − 1, N1) :

MA =



a0 0 0 0 · · · 0

a1 a0 0 0 · · · 0

a2 a1 a0 0 · · · 0

...
...

...
...

...
...

aN1−1 aN1−2 · · · a1 a0 0

0 aN1−1 · · · a2 a1 a0
...

...
...

...
...

...



,

MB =



b0 0 0 0 · · · 0

b1 b0 0 0 · · · 0

b2 b1 b0 0 · · · 0

...
...

...
...

...
...

bN2−1 bN2−2 · · · b1 b0 0

0 bN2−1 · · · b2 b1 b0
...

...
...

...
...

...



.

Konvoluce c bude mít N1 +N2− 1 = 8 + 3− 1 = 10 sloºek. Ty je moºné

po£ítat podle vzore£ku

cn =

min(n,N2−1)∑
k=max(0,n−(N1−1))

an−kbk =

min(n,N1−1)∑
k=max(0,n−(N2−1))

akbn−k,

tedy

c0 = a0b0 = 1 · 6 = 6

c1 = a1b0 + a0b1 = 3 · 6 + 1 · 1 = 19

23



c2 = a2b0 + a1b1 + a0b2 = 6 · 6 + 3 · 1 + 1 · 3 = 42

c3 = a3b0 + a2b1 + a1b2 = 2 · 6 + 6 · 1 + 3 · 3 = 27

c4 = a4b0 + a3b1 + a2b2 = 7 · 6 + 2 · 1 + 6 · 3 = 62

c5 = a5b0 + a4b1 + a3b2 = 8 · 6 + 7 · 1 + 2 · 3 = 61

c6 = a6b0 + a5b1 + a4b2 = 4 · 6 + 8 · 1 + 7 · 3 = 53

c7 = a7b0 + a6b1 + a5b2 = 5 · 6 + 4 · 1 + 8 · 3 = 58

c8 = a7b1 + a6b2 = 5 · 1 + 4 · 3 = 17

c9 = a7b2 = 5 · 3 = 15

⇒ c = (6, 19, 42, 27, 62, 61, 53, 58, 17, 15)T .

Tento výpo£et vyºaduje opatrnost p°i výb¥ru index· koe�cient·. P°ehled-
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n¥j²í zp·sob je pomocí konvolu£ní matice

c = a ? b = MAb =



1 0 0

3 1 0

6 3 1

2 6 3

7 2 6

8 7 2

4 8 7

5 4 8

0 5 4

0 0 5




6

1

3

 =



6

19

42

27

62

61

53

58

17

15



,

nebo

c = b ? a = MAa =



6 0 0 0 0 0 0 0

1 6 0 0 0 0 0 0

3 1 6 0 0 0 0 0

0 3 1 6 0 0 0 0

0 0 3 1 6 0 0 0

0 0 0 3 1 6 0 0

0 0 0 0 3 1 6 0

0 0 0 0 0 3 1 6

0 0 0 0 0 0 3 1

0 0 0 0 0 0 0 3





1

3

6

2

7

8

4

5



=



6

19

42

27

62

61

53

58

17

15



.
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15 P°íklad:

Je dán vektor o 8 sloºkách f = (3, 1, 6, 2, 3, 7, 9, 5)T . Najd¥te jeho Walshovu,

modi�kovanou Walshovu a Haarovu transformaci.

�e²ení:

Postupn¥ vytvo°íme jednotlivé transforma£ní matice M (Walshovu M =

MW, modi�k. WalshovuM = M
W̃
, HaarovuM = MH) a provedeme trans-

formaci c = Mf .

cW = MWf =

=
√




WT
0

WT
1

WT
2

WT
3

WT
4

WT
5

WT
6

WT
7



f =
√




1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 −1 −1 −1 −1

1 1 −1 −1 1 1 −1 −1

1 1 −1 −1 −1 −1 1 1

1 −1 1 −1 1 −1 1 −1

1 −1 1 −1 −1 1 −1 1

1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

1 −1 −1 1 −1 1 1 −1





3

1

6

2

3

7

9

5



=

26



=
√




36

−12

−8

0

6

6

−10

6



=
√




18

−6

−4

0

3

3

−5

3



,

c
W̃

= M
W̃
f =

=
√




W̃T
0

W̃T
1

W̃T
2

W̃T
3

W̃T
4

W̃T
5

W̃T
6

W̃T
7



f =
√




1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 −1 −1 −1 −1

1 1 −1 −1 −1 −1 1 1

1 1 −1 −1 1 1 −1 −1

1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

1 −1 −1 1 −1 1 1 −1

1 −1 1 −1 −1 1 −1 1

1 −1 1 −1 1 −1 1 −1





3

1

6

2

3

7

9

5



=

27



=
√




36

−12

0

−8

−10

6

6

6



=
√




18

−6

0

−4

−5

3

3

3



,

cH = MHf =

√




hT0

hT1

hT2

hT3

hT4

hT5

hT6

hT7



f =
1√
8



1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 −1 −1 −1 −1
√

2
√

2 −
√

2 −
√

2 0 0 0 0

0 0 0 0
√

2
√

2 −
√

2 −
√

2

2 −2 0 0 0 0 0 0

0 0 2 −2 0 0 0 0

0 0 0 0 2 −2 0 0

0 0 0 0 0 0 2 −2





3

1

6

2

3

7

9

5



=

28



=
√




36

−12

−4
√

2

−4
√

2

4

8

−8

8



=
√




18

−6

−2
√

2

−2
√

2

2

4

−4

4



.

Inverzní transformace je pak dána vztahem f = M−1c = MT c.

16 P°íklad:

Nech´ f = (1, 3, 6, 2, 7, 8, 4, 5)T . Nalezni diskrétní Fourierovu transformaci

(DFT) signálu f a ov¥° jednozna£nost transformace zp¥tnou DFT.

�e²ení:

w0 = 1 = −w4, w1 =

√
2

2
(1−i) = −w5, w2 = −i = −w6, w3 = −

√
2

2
(1+i) = −w7

(
w0, w1, w2, w3, w4, w5, w6, w7

)
=
(
1, w1, w2, w3,−1,−w1,−w2,−w3

)

29



Ortonormální transforma£ní matice pro N = 8 je

MF =
1√
8



1 1 1 1 1 1 1 1

1 w1 w2 w3 −1 −w1 −w2 −w3

1 w2 −1 −w2 1 w2 −1 −w2

1 w3 −w2 w1 −1 −w3 w2 −w1

1 −1 1 −1 1 −1 1 −1

1 −w1 w2 −w3 −1 w1 −w2 w3

1 −w2 −1 w2 1 −w2 −1 w2

1 −w3 −w2 −w1 −1 w3 w2 w1



.

P°ímá DFT a zp¥tná DFT je

cF = F = MFf =
1√
8



36

−7, 4142 + 3, 6569i

−2− 4i

−4, 5858 + 7, 6569i

0

−4, 5858− 7, 6569i

−2 + 4i

−7, 4142− 3, 6569i



, f = MT
FF =



1

3

6

2

7

8

4

5



.

Druhá polovina vektoru F je komplexn¥ sdruºená k té první.
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17 P°íklad:

Nech´ vstupní vektor f = f = a0 = (1, 3, 6, 2, 7, 8, 4, 5)T . Spo£t¥te jeho dis-

krétní waveletovou transformaci (DWT) s uºitím Haarova waveletu.

�e²ení:

Nejprve vytvo°íme matice Mk =

 Pk

Qk

 , k = 1, 2, 3 pro DWT na k-tou

úrove¬, která bude tvo°ena pomocí ²kálovacích a waveletovských �ltra£ních

koe�cient· posouvaných o 2 hodnoty a to tak, ºe matice Pk+1,Qk+1 vznik-

nou z Pk,Qk �vy°ezáním� horního levého bloku (submatice) o polovi£ním

po£tu °ádk· i sloupc·

P1 =
1√
2



1 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 1


,Q1 =

1√
2



1 −1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 −1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 −1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 −1


,

P2 =
1√
2

 1 1 0 0

0 0 1 1

 ,Q2 =
1√
2

 1 −1 0 0

0 0 1 −1

 ,
P3 =

1√
2

[
1 1

]
,Q3 =

1√
2

[
1 −1

]
.

P°ímá DWT
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c1 = M1f0 =

 P1

Q1

a0 =
1√
2



1 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 1

1 −1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 −1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 −1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 −1





1

3

6

2

7

8

4

5



=

=
1√
2



4

8

15

9

−2

4

−1

−1



=

 a1

d1

 ,

c2 = M2f1 =

 P2

Q2

a1 =
1√
2



1 1 0 0

0 0 1 1

1 −1 0 0

0 0 1 −1


1√
2



4

8

15

9


=

32



=
1

2



12

24

−4

6


=



6

12

−2

3


=

 a2

d2

 ,

c3 = M3f2 =

 P3

Q3

a2 =
1√
2

 1 1

1 −1


 6

12

 =
1√
2

 18

−6

 =

 a3

d3

 .
Pro kontrolu prove¤me zp¥tnou DWT

a2 = f2 = MT
3 c3 =

1√
2

 1 1

1 −1

 1√
2

 18

−6

 =

 6

12

 ,

a1 = f1 = MT
2 c2 =

1√
2



1 0 1 0

1 0 −1 0

0 1 0 1

0 1 0 −1





6

12

−2

3


=

1√
2



4

8

15

9


,
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f

da

a d

a d 1

2

3 3

2

1

Obrázek 1: 3-úrov¬ový multirozklad

a0 = f0 = MT
1 c1 =

1√
2



1 0 0 0 1 0 0 0

1 0 0 0 −1 0 0 0

0 1 0 0 0 1 0 0

0 1 0 0 0 −1 0 0

0 0 1 0 0 0 1 0

0 0 1 0 0 0 −1 0

0 0 0 1 0 0 0 1

0 0 0 1 0 0 0 −1



1√
2



4

8

15

9

−2

4

−1

−1



=



1

3

6

2

7

8

4

5



.

Vektory a1,d1,a2,d2,a3,d3 pak tvo°í multirozklad na 3 úrovn¥.

18 P°íklad:

Sestavte paketový rozklad k vektoru z p°edchozího p°íkladu se stejnou wa-

veletovskou bází.
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f

a d 11

a2

d 3,1a3

d 2,1 d d

d d d d d d

2,2 2,3

3,2 3,3 3,4 3,5 3,6 3,7

Obrázek 2: 3-úrov¬ový paketový rozklad

�e²ení:

V p°edchozím p°íkladu jsme spo£etli vektory a1,d1,a2,d2 = d2,1,a3,d3 =

d3,1. Stejn¥, jak jsme transformovali aproxima£ní koe�cienty ak abychom zís-

kali aproxima£ní a detailní koe�cienty na dal²í hladin¥ ak+1,dk+1,1, budeme

nyní transformovat i detailní koe�cienty dk,i, £ímº získáme vektory (pakety)

dk+1,m,dk+1,n. V na²em p°ípad¥ tedy musíme dopo£ítat

 d2,2

d2,3

 = M2d1 =

 P2

Q2

d1 =
1√
2



1 1 0 0

0 0 1 1

1 −1 0 0

0 0 1 −1


1√
2



−2

4

−1

−1


=

=
1

2



2

−2

−6

0


=



1

−1

−3

0


,
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 d3,2

d3,3

 = M3d2,1 =

 P3

Q3

d2,1 =
1√
2

 1 1

1 −1


 −2

3

 =
1√
2

 1

−5

 ,
 d3,4

d3,5

 = M3d2,2 =

 P3

Q3

d2,2 =
1√
2

 1 1

1 −1


 1

−1

 =
1√
2

 0

2

 ,
 d3,6

d3,7

 = M3d2,3 =

 P3

Q3

d2,3 =
1√
2

 1 1

1 −1


 −3

0

 =
1√
2

 −3

−3

 .
19 P°íklad:

S vyuºitím Laplaceovy transformace °e²te diferenciální rovnici


y(4)(t)− y(t) = sinh(t)

y(0) = y′(0) = y′′(0) = 0, y′′′(0) = 1

.

�e²ení:

Funkci sinh(t) m·ºeme vyjád°it ve tvaru

sinh(t) =
1

2

(
et − e−t

)
.

Tuto funkci m·ºeme dode�novat jako nulovou pro t < 0 a evidentn¥ její

absolutní hodnota má omezený r·st. tj.

∃M,σ ∈ R : |sinh(t)| ≤Meσt,
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tudíº existuje její L-obraz, k jehoº ur£ení m·ºeme pouºít tabulkového vzorce

L(sinh(αt)) =
α

s2 − α2
.

V na²em p°ípad¥ α = 1, tj.

L(sinh(t)) =
1

s2 − 1
.

Tento L-obraz je holomorfní na mnoºin¥ Re s > 1. K nalezení L-obrazu

m·ºeme taktéº vyuºít linearity a v¥ty o tlumení

L(eαtf(t))=F (s− α).

Platí totiº, ºe L(1) = 1
s , L(et · 1) = 1

s−1 a L(e−t · 1) = 1
s+1 . Potom

L(sinh(αt)) = L(
1

2

(
et − e−t

)
) =

1

2
L(et)− 1

2
L(e−t) =

=
1

2

1

s− 1
− 1

2

1

s+ 1
=

1

2

s+ 1− s+ 1

s2 − 1
=

1

2

2

s2 − 1
=

1

s2 − 1
.

Dále p°edpokládáme, ºe k hledané funkci y(t) existuje L-obraz, který si

ozna£íme jako Y (s), tj.

L(y(t)) = Y (s)

a jelikoº jsou po£áte£ní podmínky zadány v bod¥ t0 = 0, m·ºeme pouºít pro

nalezení L-obrazu 1. aº 4. derivace v¥tu o L-obrazu derivace

L(y′(t)) = sY (s)− y(0+) = sY (s),
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L(y′′(t)) = s2Y (s)− y′(0+) = s2Y (s),

L(y′′′(t)) = s3Y (s)− y′′(0+) = s3Y (s),

L(y(4)(t)) = s4Y (s)− y′′′(0+) = s4Y (s)− 1.

S vyuºitím linearity L-transformace sestavíme L-obraz diferenciální rovnice

L(y(4)(t)− y(t)) = L(y(4)(t))− L(y(t)) = L(sinh(t)).

Po dosazení za jednotlivé L-obrazy získáme následující algebraickou rovnici

s4Y (s)− 1− Y (s) =
1

s2 − 1
,

kterou upravíme na

(s4 − 1)Y (s) =
1

s2 − 1
+ 1

a pod¥lením tzv. charakteristickým polynomem s4 − 1 získáme L-obraz hle-

daného °e²ení

Y (s) =
1

s2−1 + 1

s4 − 1
=

1 + s2 − 1

(s2 − 1)(s4 − 1)
=

s2

(s+ 1)2(s− 1)2(s+ i)(s− i)
.

Ze jmenovatele vidíme. ºe s1 = −1 a s2 = 1 jsou 2-násobné póly a s3 = −i

a s4 = i jsou jednoduché póly a funkce Y (s) je tak holomorfní na mnoºin¥

Re s > 1, coº je polorovina neobsahující ºádnou singularitu.

M·ºeme tedy p°istoupit k výpo£tu originálu y(t) z L-obrazu Y (s) nap°.
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s vyuºitím residuové v¥ty

y(t) = L−1 (Y (s)) =
4∑

k=1

Ress=sk
s2est

(s+ 1)2(s− 1)2(s+ i)(s− i)
=

=

(
s2est

(s− 1)2(s+ i)(s− i)

)′
s=−1

+

(
s2est

(s+ 1)2(s+ i)(s− i)

)′
s=1

+

+

(
s2est

(s+ 1)2(s− 1)2(s− i)

)
s=−i

+

(
s2est

(s+ 1)2(s− 1)2(s+ i)

)
s=i

=

=

(
(2sest + s2test)(s− 1)2(s2 + 1)− s2est(2(s− 1)(s2 + 1) + (s− 1)22s

((s− 1)2(s2 + 1))2

)
s=−1

+

+

(
(2sest + s2test)(s+ 1)2(s2 + 1)− s2est(2(s+ 1)(s2 + 1) + (s+ 1)22s

((s+ 1)2(s2 + 1))2

)
s=1

+

+
−1 · e−it

(−1− 1)2(−2i)
+

−e−it

(−1− 1)22i
=

=
(−2e−t + te−t) · 8− e−t(−8− 8)

(4 · 2)2
+

(2e−t + te−t) · 8− e−t(8 + 8)

82
+
e−it

8i
−e

it

8i
=

=
−2e−t + tet + 2e−t

8
+

2e−t + tet − 2e−t

8
+

1

4

e−it − eit

2i
=

=
t

4

et + e−t

2
− 1

4

eit − e−it

2i
=

1

4
(t cosh(t)− sin(t)) , t ≥ 0.

Následovat m·ºe zkou²ka. tj. kontrola, zda nalezené °e²ení vyhovuje diferen-

ciální rovnici a sou£asn¥ spl¬uje po£áte£ní podmínky.
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20 P°íklad:

S vyuºitím Laplaceovy transformace °e²te diferenciální rovnici


y′′′(t) + y′′(t) = t

y(1) = 1, y′(1) = 0, y′′(1) = 0

.

�e²ení:

Jelikoº jsou po£áte£ní podmínky nyní zadány v bod¥ t0 = 1, nem·ºeme

pouºít pro nalezení L-obrazu derivace v¥tu o L-obrazu derivace, nebo´ v ní

�guruje po£áte£ní podmínka v bod¥ t0 = 0. Musíme tedy provést substituci,

tedy posunutí sou°adnicového systému

τ = t− 1 =⇒ t = τ + 1.

Po této substituci a zavedení si nové funkce u(τ) = y(t − 1) = y(τ)

obdrºíme novou diferenciální rovnici, která má jiº po£áte£ní podmínky v

τ0 = 0 
u′′′(τ) + u′′(τ) = τ + 1

u(0) = 1, u′(0) = 0, u′′(0) = 0

.

Funkci τ + 1 m·ºeme dode�novat jako nulovou pro τ < 0 a evidentn¥ její

absolutní hodnota má omezený r·st. tj.

∃M,σ ∈ R : |τ + 1| ≤Meστ ,
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tudíº existuje její L-obraz, k jehoº ur£ení m·ºeme pouºít linearity a tabulky

vzorc·

L(τ + 1) = L(τ) + L(1) =
1

s2
+

1

s
.

Tento L-obraz je holomorfní na mnoºin¥ Re s > 0.

Dále p°edpokládáme, ºe k hledané funkci u(τ) existuje L-obraz, který si

ozna£íme jako U(s), tj.

L(u(τ)) = U(s)

a jelikoº jsou po£áte£ní podmínky zadány v bod¥ τ0 = 0, m·ºeme pouºít pro

nalezení L-obrazu 1. aº 3. derivace v¥tu o L-obrazu derivace

L(u′(τ)) = sU(s)− u(0+) = sU(s)− 1,

L(u′′(τ)) = s2U(s)− s− u′(0+) = s2U(s)− s,

L(u′′′(τ)) = s3U(s)− s2 − u′′(0+) = s3U(s)− s2.

S vyuºitím linearity L-transformace sestavíme L-obraz diferenciální rovnice

L(u′′′(τ) + u′′(τ)) = L(u′′′(τ)) + L(u′′(τ)) = L(τ + 1).

Po dosazení za jednotlivé L-obrazy získáme následující algebraickou rovnici

s3U(s)− s2 + s2U(s)− s =
1

s2
+

1

s
,
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kterou upravíme na

(s3 + s2)U(s) =
1

s2
+

1

s
+ s+ s2

a pod¥lením charakteristickým polynomem s3 + s2 získáme L-obraz hleda-

ného °e²ení

U(s) =
1
s2

+ 1
s + s+ s2

s3 + s2
=

1 + s+ s3 + s4

s2(s3 + s2)
=

1 + s+ s3(1 + s)

s4(1 + s)
= .

=
s3 + 1

s4
=

1

s
+

1

s4
= U1(s) + U2(s).

Ze jmenovatele vidíme. ºe s1 = 0 je 4-násobný pól a funkce U(s) je tak

holomorfní na mnoºin¥ Re s > 0.

M·ºeme tedy p°istoupit k výpo£tu originálu u(τ) z L-obrazu U(s) roz-

loºeného na parciální zlomky pomocí v¥ty o derivaci obrazu a tabulkových

vzorc·

L−1
(

1

s

)
= L−1 (U1(s)) = 1 = u1(τ),

L−1
(
− 1

s2

)
= −τ,

L−1
(

2

s3

)
= τ2,

L−1
(
− 6

s4

)
= −τ3 =⇒ L−1

(
1

s4

)
=

1

6
τ3=L−1 (U2(s)) = u2(τ).

Hledané °e²ení pak má tvar

u(τ) = u1(τ) + u2(τ) = 1 +
1

6
τ3, τ ≥ 0.
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Nesmíme zapomenout na zp¥tnou substituci τ = t − 1, po které obdrºíme

�nální °e²ení

y(t) = 1 +
1

6
(t− 1)3, t ≥ 1.

Následovat by mohla op¥t zkou²ka.

21 P°íklad:

S vyuºitím Laplaceovy transformace °e²te diferenciální rovnici


x′(t)− x(t) = f(t) =


1, 0 < t ≤ 1

0, t > 1

x(0+) = 1

.

�e²ení:

Tentokrát nespojitou funkci f(t) m·ºeme dode�novat jako nulovou pro t < 0

a její absolutní hodnotu omezenit

∃M,σ ∈ R : |f(t)| ≤Meσt,

nap°M = 1, σ = 0, tudíº existuje její L-obraz, k jehoº ur£ení m·ºeme pouºít

tabulky vzorc·, nebo´

f(t) = µ(t)− µ(t− 1),
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tj. f(t)je rozdílem Heavisideovy fukce a posunuté Heavisideovy fukce do bodu

1. Pak v d·sledku linearity

L(f(t)) = L(µ(t)−µ(t−1)) = L(µ(t))−L(µ(t−1)) =
1

s
−1

s
e−s =

1

s

(
1− e−s

)
.

Tento L-obraz je holomorfní na mnoºin¥ Re s > 0.

Samoz°ejm¥ lze L-obraz vypo£ítat podle de�nice

L(f(t)) =

ˆ ∞
0

f(t)e−stdt =

ˆ 1

0
1·e−stdt =

[
e−st

−s

]1
0

= −1

s
e−s+

1

s
=

1

s

(
1− e−s

)
.

Dále p°edpokládáme, ºe k hledané funkci x(t) existuje L-obraz, který si

ozna£íme jako X(s), tj.

L(x(t)) = X(s)

a jelikoº jsou po£áte£ní podmínky zadány v bod¥ t0 = 0, m·ºeme pouºít pro

nalezení L-obrazu 1. derivace v¥tu o L-obrazu derivace

L(x′(t)) = sX(s)− x(0+) = sX(s)− 1.

S vyuºitím linearity L-transformace sestavíme L-obraz diferenciální rovnice

L(x′(t)− x(t)) = L(x′(t))− L(x(t)) = L(f(t)).

Po dosazení za jednotlivé L-obrazy získáme následující algebraickou rovnici

sX(s)− 1−X(s) =
1

s

(
1− e−s

)
,
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kterou upravíme na

(s− 1)X(s) =
1

s

(
1− e−s

)
+ 1

a pod¥lením charakteristickým polynomem s− 1 získáme L-obraz hledaného

°e²ení

X(s) =
1
s (1− e−s) + 1

s− 1
=

(1− e−s)
s(s− 1)

+
1

s− 1
=

1

s(s− 1)
− e−s

s(s− 1)
+

1

s− 1
=

= X1(s) +X2(s) +X3(s).

Ze jmenovatele vidíme. ºe s1 = 0 a s2 = 1 jsou jednoduché póly a funkce

U(s) je tak holomorfní na mnoºin¥ Re s > 1.

M·ºeme tedy p°istoupit k výpo£tu originálu x(t) z L-obrazuX(s) pomocí

v¥ty o linearit¥, v¥ty o tlumení originálu a v¥ty o posunutí originálu vpravo

x1(t) = L−1 (X1(s)) =
2∑

k=1

Ress=sk
est

s(s− 1)
=

e0

−1
+
et

1
= et − 1, t ≥ 0,

x2(t) = L−1 (X2(s)) = −x1(t− 1) = −et−1 + 1, t ≥ 1,

x3(t) = L−1 (X3(s)) = Ress=1
est

s− 1
= et, t ≥ 0.

Hledané °e²ení pak má tvar

x(t) =

 x1(t) + x3(t) = 2et − 1, 0 < t ≤ 1

x1(t) + x2(t) + x3(t) = 2et − e−1et =
(
2− 1

e

)
et, t > 1

.
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Následovat by mohla op¥t zkou²ka.

22 P°íklad:

Ur£ete Z-transformaci posloupnosti {fn}∞n=0 , f0 = a ∈ C, fn = 0 pro ∀n ∈ N.

�e²ení:

Z ({fn}∞n=0) =
∞∑
n=0

fnz
−n =

a

z0
+

∞∑
n=1

0z−n = a.

23 P°íklad:

Ur£ete Z-transformaci posloupnosti {fn}∞n=0 , fn = a ∈ C pro ∀n ∈ N ∪ {0}.

�e²ení:

Z ({fn}∞n=0) =
∞∑
n=0

fnz
−n =

∞∑
n=0

az−n = a
∞∑
n=0

z−n =
a

1− z−1
=

az

z − 1
, |z| > 1.

24 P°íklad:

Ur£ete Z-transformaci posloupnosti {fn}∞n=0 , fn = ecn, c ∈ C pro ∀n ∈ N ∪

{0}.

�e²ení:

Z ({fn}∞n=0) =

∞∑
n=0

fnz
−n =

∞∑
n=0

ecnz−n =

∞∑
n=0

( z
ec

)−n
=
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=
1

1−
(
z
ec

)−1 =
z

z − ec
, |z| > |ec| .

25 P°íklad:

Najd¥te zp¥tnou Z-transformaci funkce F (z) = z(z−1)
(z+1)3

.

�e²ení:

F (z) má v £itateli polynom 2. stupn¥, v jmenovateli polynom 3.stupn¥. fn

m·ºeme vypo£ítat jako

fn =
1

2πi

ˆ
γ

z(z − 1)

(z + 1)3
zn−1dz =

1

2πi

ˆ
γ

zn(z − 1)

(z + 1)3
dz,

kde γ je kruºnice se st°edem 0 + 0i a polom¥rem R > 1. Integrovaná funkce

má v bod¥ −1 + 0i pól t°etího °ádu. Podle v¥ty o reziduích platí

fn = Resz=−1
zn(z − 1)

(z + 1)3
=

1

2!
lim
z→−1

∂2

∂z2
(zn(z − 1)) =

=
1

2
lim
z→−1

(
(n+ 1)nzn−1 − n(n− 1)zn−2

)
=

=
1

2

(
(n+ 1)n(−1)n−1 − n(n− 1)(−1)n−2

)
=

=
(−1)n−1

2

(
n2 + n+ n2 − n

)
= (−1)n−1n2.

26 P°íklad:

Pomocí v¥ty o linearit¥ ur£ete Z-transformaci posloupnosti {fn}∞n=0 dané

vztahem fn = cos(cn) ∀n ∈ N ∪ {0}, kde c ∈ C.
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�e²ení:

Víme, ºe

Z
({
eicn
}∞
n=0

)
= F1(z) =

z

z − eic
, |z| > |ec|,

Z
({
e−icn

}∞
n=0

)
= F2(z) =

z

z − e−ic
, |z| > |e−c|.

Nyní vyuºijeme v¥tu o linearit¥

Z ({cos(cn)}∞n=0) = Z

({
1

2
eicn +

1

2
e−icn

}∞
n=0

)
=

1

2
F1(z) +

1

2
F2(z) =

=
z(z − cos(c))

z2 − 2z cos(c) + 1
; |z| > max

{
|ec|, |e−c|

}
.

27 P°íklad:

Pomocí v¥ty o sou£inu obraz· ur£ete Z-transformaci posloupnosti {fn}∞n=0

dané vztahem fn = 1 + ec + e2c + . . .+ enc, ∀n ∈ N ∪ {0}.

�e²ení:

Protoºe pro posloupnosti {an}∞n=0, {bn}
∞
n=0 dané vztahy an = ecn, bn = 1,

∀n ∈ N∪{0} platí {(a ? b)n}
∞
n=0 = {fn}∞n=0 a protoºe z p°edchozích p°íklad·

známe výsledky

Z ({an}∞n=0) = Z ({ecn}∞n=0) =
z

z − ec
, |z| > |ec|,
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Z ({bn}∞n=0) = Z ({1}∞n=0) =
z

z − 1
, |z| > 1,

plyne z v¥ty o konvoluci vzor·

Z ({fn}∞n=0) = Z
(
{(a ? b)n}

∞
n=0

)
= F (z)G(z) =

z2

(z − 1)(z − ec)
, |z| > max {|ec|, 1} .

28 P°íklad:

Pomocí v¥ty o integraci obrazu ur£ete Z-transformaci posloupnosti {fn}∞n=0

dané vztahem f0 = 0, fn = (−1)n−1

n , ∀n ∈ N.

�e²ení:

Pro Z-obraz posloupnosti {cn}∞n=0 dané vztahem cn = (−1)n, ∀n ∈ N platí

Z ({cn}∞n=0) = Z ({1,−1, 1, . . . , (−1)n, . . . , }) = C(z) =
∞∑
n=0

(−1)nz−n =

=
∞∑
n=0

(
−1

z

)n
=

1

1− −1z
=

z

z + 1
, |z| > 1.

Posloupnost {fn}∞n=0 vzniká z posloupnosti {cn}∞n=0 posunutím o jeden £len

doprava a má Z-obraz

Z ({fn}∞n=0) = Z
({

0, 1,−1, . . . , (−1)n−1, . . . ,
})

= F (z) =
C(z)

z
=

1

z + 1
, |z| > 1.
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Pro posloupnost {gn}∞n=0 bude Z-obraz na základ¥ v¥ty o integraci obrazu

Z ({gn}∞n=0) = Z

({
0,

1

1
,
−1

2
, . . . ,

(−1)n−1

n
, . . . ,

})
=

= G(z) =

ˆ ∞
z

F (w)

w
dw =

ˆ ∞
z

1

w(w + 1)
dw =

= lim
w→∞

ln

(
w

w + 1

)
− ln

(
z

z + 1

)
= ln(1)− ln

(
z

z + 1

)
= − ln

(
z

z + 1

)
.

29 P°íklad:

S vyuºitím Z-transformace ur£ete partikulární °e²ení diferen£ní rovnice


42yn − yn = 1, ∀n ∈ N ∪ {0}

y0 = 0, 4y0 = 1

.

�e²ení:

Nejd°íve ukáºeme, ºe danou rovnici lze p°epsat do ekvivalentního tvaru bez

pouºití diferencí

42yn − yn = 4 (yn+1 − yn)− yn = 4yn+1 −4yn − yn =

= (yn+2 − yn+1)− (yn+1 − yn)− yn = yn+2 − 2yn+1.
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Diferen£ní rovnici te¤ obdrºíme ve tvaru:
yn+2 − 2yn+1 = 1, ∀n ∈ N ∪ {0}

y0 = 0, y1 = 1

.

Oba tvary jsou rovnocenné, popisují stejný problém.

1. P°edpokládáme, ºe existuje Z-obraz Y (z) = Z({yn}∞n=0) °e²ení této

diferen£ní rovnice, pak na základ¥ v¥t o posunutí vlevo nebo v¥t o obrazech

diferencí sestavíme Z�obraz diferen£ní rovnice, p°i£emº nezáleºí na tom, jestli

pracujeme s diferen£ní rovnicí v prvním nebo druhém tvaru. Posloupnost

{fn}∞n=0 = {1n}∞n=0 je ohrani£ená a její Z�obraz je

Z ({1}∞n=0) =

∞∑
n=1

1 z−1 =
z

z − 1
, |z| > 1.

Z�obraz levé strany diferen£ní rovnice bude

Z
(
42yn − yn

)
= Z (yn+2 − 2yn+1) = Z (yn+2)− 2Z (yn+1) , n ∈ N ∪ {0} .

Jelikoº na základ¥ v¥t o posunutí vlevo

Z (yn+1) = z (Y (z)− y0) = z (Y (z)− 0) = zY (z),

Z (yn+2) = z (Z (yn+1)− y1) = (Z (yn+1)− 1) = z2Y (z)− z, n ∈ N∪ {0} ,

potom Z-obraz diferen£ní rovnice bude

Z (yn+2)−2Z (yn+1) =
z

z − 1
, n ∈ N∪{0} ⇒ z2Y (z)−2zY (z)−z =

z

z − 1
.
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2. Vy°e²íme transformovanou algebraickou rovnici

(
z2 − 2z

)
Y (z) =

z

z − 1
+ z ⇒

Y (z) =
z

z(z − 1)(z − 2)
+

z

z(z − 2)
=

z + z(z − 1)

z(z − 1)(z − 2)
=

=
z

(z − 1)(z − 2)
, |z| > 2.

3. Hledáme originál - °e²ení diferen£ní rovnice {yn}∞n=0 k nalezenému

obrazu Y (z):

a) rozkladem obrazu na funkce, k nimº známe vzory (rozklad na parciální

zlomky)

Y (z) =
z

(z − 1)(z − 2)
=

z

z − 2
− z

z − 1
,

Z−1
(

z

z − 2

)
= Z−1

(
z

z − eln 2

)
=
{
en ln 2

}∞
n=0

= {2n}∞n=0 ,

Z−1
(

z

z − 1

)
= Z−1

(
z

z − e0

)
=
{
en 0
}∞
n=0

= {1}∞n=0 ,

Z−1
(

z

z − 2
− z

z − 1

)
= Z−1

(
z

z − 2

)
− Z−1

(
z

z − 1

)
= {2n − 1}∞n=0 ,

{yn}∞n=0 = {2n − 1}∞n=0 = (0, 1, 3, 7, . . .) .

b) podle de�ni£ního vztahu pro inverzní Z-transformaci, kde γ je kruºnice

se st°edem v bod¥ 0 a polom¥ru R > 2, integrovaná funkce má v bodech 1+0i

a 2 + 0i póly prvního °ádu, proto

yn =
1

2πi

ˆ
γ

zn−1z

(z − 1)(z − 2)
dz = Resz=1

zn

(z − 1)(z − 2)
+Resz=2

zn

(z − 1)(z − 2)
⇒
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yn = −1 + 2n ⇒ {yn}∞n=0 = {2n − 1}∞n=0 .

c) pouºitím konvoluce dvou posloupností

Y (z) =
z

(z − 1)(z − 2)
=

z

z − 2
.

1

z − 1
,

Z−1
(

z

z − 2

)
= Z−1

(
z

z − eln 2

)
=
{
en ln 2

}∞
n=0

= {2n}∞n=0 = {gn}∞n=0 ,

Z−1
(

z

z − 1

)
= Z−1

(
z

z − e0

)
=
{
en 0
}∞
n=0

= {1}∞n=0 .

Na základ¥ v¥ty o posunutí vpravo

Z−1
(

1

z − 1

)
= Z−1

(
z−1

z

z − 1

)
= {0, 1, 1, 1, . . .} = {hn}∞n=0 .

Partikulární °e²ení bude

Z−1
(

z

(z − 1)(z − 2)

)
= {(g ? h)n}

∞
n=0 =

{
n∑
k=0

hkgn−k

}∞
n=0

,

y0 =
0∑

k=0

h0g0 = 0 = 1− 1 = 20 − 1,

{yn}∞n=1 =

{
n∑
k=0

hkgn−k

}∞
n=1

=

{
n∑
k=1

1.2n−k

}∞
n=1

=

{
2n

n∑
k=1

(
1

2

)k}∞
n=1

=

=

{
2n

1

2

1−
(
1
2

)n
1− 1

2

}∞
n=1

=

{
2n
(

1−
(

1

2

)n)}∞
n=1

=

{
2n −

(
2

2

)n}∞
n=1

⇒ {yn}∞n=0 = {2n − 1}∞n=1 = (0, 1, 3, 7, . . .) .
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