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6.4 Využití Z transformace při řešení diferenčních rovnic

Laplaceovu transformaci jsme použili při řešení lineárních diferenciálních rovnic s konstantními

koeficienty (vztah 4.12). Z transformaci použijeme při řešení diferenčních rovnic.

Definice 6.3 Lineární diferenční rovnice s konstantními koeficienty k-tého řádu je dána 

(vztah 6.6)
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kde a1,a2,…, ak jsou konstanty, g je pravá strana rovnice, f  je hledané řešení diferenční rovnice,
g, f nazýváme mřížkové funkce, které jsou daný ve tvaru posloupnosti funkčních hodnot,
(k fn dopředná diference posloupnosti fn, n=0,1,2,….
Použijeme-li pro diference vztahy z definice 6.4 lze diferenční rovnici přepsat ve tvaru

(vztah 6.7)
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zde b1,b2,…, bk  jsou konstanty.

Oba vztahy jsou rovnocenné. 

Použití Z transformace při řešení diferenčních rovnic je obdobné jako požití Laplaceovy transformaci při řešení diferenciálních rovnic:

Na základě podmínek a předpokladu, že k dané diferenční rovnici lze sestavit její Z-obraz
· Použitím věty o linearitě sestavíme Z – obraz diferenční rovnice,

· vypočteme  obraz řešení F(z),

· pomocí zpětné Z transformace nalezneme řešení f  ve tvaru posloupnosti funkčních hodnot.

Příklad 6.13  S využitím Z transformace určete partikulární řešení diferenční rovnice 
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Řešení  Nejdříve ukážeme, že danou rovnici lze přepsat do ekvivalentního tvaru bez použití diferencí:
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 Diferenční rovnici teď dostaneme ve tvaru:
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Jak již bylo řečeno oba tvary a), b) jsou rovnocenné popisují stejný problém.

1. Teď předpokládáme, že existuje Z-obraz řešení této diferenční rovnice, tj.  Y(z) =Z({yn}), n=0,1,2..., pak na základě vět o posunutí vlevo nebo vět o obrazů diferencí  sestavíme Z – obraz diferenční rovnice, přičemž nezáleží na tom, jestli pracujeme s diferenční rovnici v prvním nebo druhém tvaru. Posloupnost {fn}={1n}, n=0,1,… je ohraničená a její Z – obraz (viz. příklad 6.2) je
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Z – obraz levé strany diferenční rovnice bude
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Jelikož na základě vět o posunutí vlevo (věta 6.8) 
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potom Z – obraz diferenční rovnice bude
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2. Vyřešíme transformovanou rovnici:
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3. Hledáme originál, tj, řešení diferenční rovnice, k výslednému obrazu Y(z):


a) Rozkladem obrazu na funkce, k nimž známe vzory (rozklad na parciální zlomky):
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b) Podle  definičního vztahu 6.3, kde C je kružnice se středem v bodě 0 a poloměru R >2. Integrovaná funkce má v bodech 1+0i a 2+0i póly prvního řádu. Proto podle vztahu 6.5 
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c) Použitím konvoluce dvou posloupností
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Na základě věty o posunutí vpravo (věta 6.7)
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Partikulární řešení bude
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