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6.3  Zpětná Z transformace

V  kapitole 6.1 byla definována Z transformace vztahem 6.2
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Zopakujeme: ke všem posloupnostem {fn}n=0..( vyhovujícím nerovnosti 

[image: image2.wmf](

)

(

)

(

)

a

,

Me

f

:

n

s

,

M

sn

n

£

Î

"

Î

$

N

R


podle věty 6.1 existuje jejich Z - obraz  F(z). 
Obrazem je holomorfní (regulární) funkce  F(z) komplexní proměnné  z vyhovující nerovnosti (z(> es,       (b).
Naskýtá se otázka, zda naopak ke všem funkcím F(z), holomorfním (regulárním)  v okolí nekonečna a majícím v nekonečnu odstranitelnou singularitu, odpovídá právě jedna posloupnost {fn}n=0..( splňující uvedené podmínky a vyhovující vztahu 6.2.Na tuto otázku odpovídá následující věta.
Věta 6.18  Každé funkci regulární (holomorfní) v okolí nekonečna a mající v nekonečnu buď odstranitelnou singularitu, nebo žádnou, existuje právě jedna posloupnost {fn} n=0..( splňující uvedené dvě nerovnosti (a),(b).
Důkaz.  Zvolme dostatečně velké R ( R > es ), viz nerovnost (b). Rozviňme funkci F(z) na této oblasti v Laurentovu řadu. Její koeficienty označme jako fn. Tento rozvoj je dán jednoznačně (viz. FKP- funkce komplexní proměnné), a pro koeficienty fn platí 
(vztah 6.3)
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kde C je uzavřená, po částech hladká  kladně orientovaná kružnice se středem v počátku, taková, že všechny singulární body funkce  F(z) leží v jejím vnitřku.  
Protože F(z) má  dle předpokladu v nekonečnu odstranitelnou singularitu, musí platit 
(vztah 6.4)
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Jelikož se jedná o jednostrannou Z transformaci, pak koeficienty fn , n>0 (vztah 6.3) musí být nulové : fn=0, pro  n ( 1.
Protože fn koeficienty Laurentovy řady jsou dány jednoznačně, plyne platnost vztahu 6.2.
K důkazu podmínky (a) (ohraničenost růstu) stačí  
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 Přímo vztah 6.3 pro výpočet zpětné (inverzní) transformace se používá zřídka.  Při řešení konkrétních úloh nejčastěji Z – obraz je dán pomocí racionální funkce, jejíž čitatel je nejvýše stejného stupně jako jmenovatel ( v důsledku vztahu 6.4). Potom zpětnou Z transformaci lze provést několika způsoby (obdobně jako v případě Laplaceovy transformace):  
· Funkci F(z) rozložíme na funkce k nimž známe vzory.  Použitím vlastností Z transformace  postupně se tak buduje „slovník“. 
· Má-li funkce F(z) konečný počet singulárních bodů, pak při výpočtu integrálu ve vztahu 6.3 lze použit základní větu o reziduích, pak vztah 6.3 přepíšeme 
(vztah 6.5)
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,
kde k je počet singulárních bodů.
·  Třetí možností pak je využití věty o obrazu konvoluce dvou posloupností v případě, že funkce F(z) je součinem dvou funkcí.

Příklad 6.11  Dokažte, že originálem Z transformace k funkci a) je posloupnost {fn}n=0..(,kde fn je definováno jako b).
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Řešení.  Sestavíme Z-obraz 
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Příklad 6.12  Najděte zpětnou transformaci k funkci
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Řešení.  Výpočet provedeme  pomocí vztahu 6.5. Funkce  F(z) má v čitateli polynom 2. stupně, v jmenovateli polynom 3.stupně. 
Tedy fn můžeme vypočítat jako
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kde C je kružnice se středem 0+0i a o poloměru R>1. Integrovaná funkce má v bodě –1+0i pól třetího řádu. Podle věty o reziduích platí
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