                                                                                    6.1 Definice transformace Z


6.1 Definice transformace Z

Když jsme probírali Laplaceovu transformaci, byla jejím předmětem funkce s ohraničeným růstem, která je i s první derivací po částech spojitá. Obrazem Laplaceovy transformace byla komplexní funkce komplexní proměnné. V případě Z-transformace bude předmětem (originálem) posloupnost komplexních (tedy i reálných) čísel {fn}n=0..( a obrazem komplexní funkce komplexní proměnné.

Definice 6.1  Mějme posloupnost komplexních (tedy i reálných) čísel {fn}n=-(..( Dvoustrannou Z transformací  posloupnosti {fn}n=-(..( nazýváme funkci komplexní proměnné definovanou laureátovou řadou 

(vztah 6.1)
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Definice 6.2  Mějme posloupnost komplexních (tedy i reálných) čísel {fn}n=0..( Jednostrannou Z transformací (dále jen Z transformací) posloupnosti {fn}n=0..( nazýváme funkci komplexní proměnné definovanou

(vztah 6.2)
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Věta 6.1  Mějme řadu (vztah 6.1), a nechť pro každé celé n platí
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Pak tato řada  konverguje v mezikruží: 
[image: image4.wmf]R
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Mějme řadu (vztah 6.2), a nechť pro každé přirozené n platí
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Pak tato řada konverguje pro 
[image: image6.wmf]R
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 (vně kruhu o poloměru R).

Důkaz. Důkaz nejdříve provedeme pro případ jednostranné Z transformace.

Pro vztah 6.2  za uvedené podmínky ohraničeností růstu na množině (z(>R dokážeme absolutní konvergenci řady 
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[image: image8.png]



V poslední rovnosti jsme využili vlastností geometrické řady. Z absolutní konvergence pak plyne konvergence. 
Teď zbývá dokázat konvergenci řady (vztah 6.1, dvoustranná Z-transformace), že na základě zadaných podmínek a na zadaném mezikruží  plyne konvergence součtu dvou řad. Konvergenci první řady v součtu jsme již dokázali. Pro druhý součet opět dokážeme absolutní konvergenci. Z té pak plyne konvergence.
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Důsledek.  Dvoustranná Z transformace je konvergentní uvnitř mezikruží R<|z|<r. Jednostranná Z transformace pak vně kruhu |z|>R|. Singulární body Z obrazu leží v případě jednostranné Z transformace uvnitř, nebo na hranici kruhu s poloměrem R. 

Poznámka 6.1  Zde se přestaneme věnovat dvoustranné Z transformaci. V dalším textu půjde pouze o jednostrannou Z transformaci.

Příklad 6.1  Určete Z transformaci posloupnosti {fn} dané vztahy f0=a=konst.(C, fn=0 (n(N.

Řešení.
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Příklad 6.2  Určete Z transformaci posloupnosti {fn} dané vztahem fn=a=konst.(C, (n(N({0}.

Řešení.
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Příklad 6.3  Určete Z transformaci posloupnosti {fn} dané vztahem fn=ecn (n(N({0}, kde c je komplexní konstanta.

Řešení.
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Věta 6.2 (Uvádíme bez důkazu). Z transformace posloupnosti {fn} n=0..( daná definicí 6. 2 je v oblasti |z|>R regulární (holomorfní) funkce komplexní proměnné z. Bod z=( je bodem odstranitelné singularity, nebo v něm funkce není singulární. V obou případech platí
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