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6.2  Vlastnosti Z transformace

Věta 6.3  Linearita Z transformace

Mějme posloupnosti {fn}, {gn}, n=0,1,2,…, splňující podmínky  pro sestavení Z – obrazů, a F(z), G(z) jsou jejich Z- obrazy. Nechť  a,b jsou  komplexní (tedy i reálné) konstanty, pak
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Důkaz.  Plyne přímo z definice:
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Příklad 6.4  Pomocí věty o linearitě určete Z transformaci posloupnosti {fn} dané vztahem fn=cos(cn)(n(N({0}, kde c je komplexní konstanta.

Řešení.  Z příkladu 6.3 víme, že platí
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Nyní využijeme větu o linearitě
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Věta 6.4  O podobnosti obrazů

Mějme posloupnost {fn}n=0..( a její obraz F(z). Dále mějme komplexní konstantu a; a(0. Pak
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Důkaz.  Plyne přímo z definice:
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Věta 6.5  Násobení originálu exponenciální funkcí (tlumení)

Nechť F(z) je Z-obraz posloupnosti {fn}n=0..( ,  nechť a je  komplexní konstantu, pak
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Důkaz.  Plyne přímo z definice:
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Věta 6.6  Z-obraz konvoluce originálů (vzorů), věta o součinu obrazů
Mějme posloupnosti {fn}n=0..(, {gn}n=0..( a jejich Z- obrazy F(z), G(z). Pak
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Důkaz. Mějme obrazy F(z), G(z) a jejich originály {fn}n=0..(, {gn}n=0..(. Součin F(z)G(z) bude
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Příklad 6.6  Pomocí věty o součinu obrazů určete Z transformaci posloupnosti {fn}n=0..( dané vztahem fn=1+ec+e2c+...enc;(n(N({0}.

Řešení.  Protože pro posloupnosti {an}n=0..(, {bn}n=0..( dané vztahy an=ecn, bn=1;(n(N({0} platí {(a*b)n} n=0..(={fn}n=0..(, a protože z příkladů 6.3, 6.2 známe výsledky a), plyne z věty o konvoluci vzorů vztah b).
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Definice 6.3  Nechť {fn}n=0..(  je posloupnost komplexních čísel a nechť k > 0 je přirozené  kladné číslo. 

Pod pojmem „posloupnost {fn}n=0..( posunutá o k vpravo“, budeme značit {fn-k}n=0..( ,  rozumějme posloupnost a).

Pod pojmem „posloupnost {fn}n=0..( posunutá o k vlevo“, budeme označovat {fn+k}n=0..( rozumějme posloupnost b).
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Věta 6.7  Posunutí vzoru (originálu) vpravo

Mějme posloupnost {fn}n=0..( a její obraz F(z). Dále mějme přirozené číslo k; k>0. Pro posloupnost posunutou o k vpravo, tj. {fn-k}n=0..( pak platí
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Důkaz.  Posunutou posloupnost rozložíme na dvě posloupnosti, a provedeme přeindexování
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Příklad 6.7  Pomocí věty o posunutí vzoru vpravo určete Z transformaci posloupnosti {fn}n=0..( dané vztahem fn=ec(n-k);(n(N({0} pro přirozené číslo k: k>0 a komplexní číslo c.

Řešení.  Posloupnost {fn}n=0..( získáme z posloupnosti {gn}n=0..( dané vztahem gn=ecn;(n(N({0} posunutím o k vpravo. Z příkladu 6.3 víme, že 
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 Použitím věty o posunutí vpravo dostáváme:
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Věta 6.8  Posunutí vzoru vlevo

Mějme posloupnost {fn}n=0..( a její obraz F(z). Dále mějme přirozené číslo k; k>0. Pro posloupnost posunutou o k vlevo, tj. {fn+k}n=0..( pak platí
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Důkaz.  Z tvaru posloupnosti posunuté o k vlevo dostáváme
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Příklad 6.8  Pomocí věty o posunutí vzoru vpravo určete Z transformaci posloupnosti {fn}n=0..( dané vztahem fn=ec(n+k);(n(N({0} pro přirozené číslo k: k>0 a komplexní číslo c.

Řešení.  Posloupnost {fn}n=0..( získáme z posloupnosti {gn}n=0..( dané vztahem gn=ecn;(n(N({0} posunutím o k vlevo. Z příkladu 6.3 víme, že
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 Použitím věty o posunutí vlevo dostáváme:
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Definice 6.4  Mějme posloupnost komplexních čísel {fn}n=0..(. Dále mějme přirozené číslo k; k>0. 

Dopřednou diferencí posloupnosti {fn}n=0..(, budeme označovat {(fn}n=0..(, rozumějme posloupnost a).

Dopřednou diferencí k-tého řádu posloupnosti {fn}n=0..(, budeme označovat {(kfn}n=0..(, definujeme rekurentně pomocí první dopředné diference, viz. b).

Zpětnou diferencí posloupnosti {fn}n=0..(, budeme označovat {(fn}n=0..(, rozumějme posloupnost c).

Zpětnou diferencí k-tého řádu posloupnosti {fn}n=0..(, budeme označovat {(kfn}n=0..(, definujeme rekurentně pomocí první zpětné diference, viz. d).
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Věta 6.9  Obraz dopředných diferencí 1. řádu

Mějme posloupnost {fn}n=0..( a její obraz F(z). Pro obraz její první dopředné diference pak platí
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Důkaz.  Z linearity Z transformace, a věty o posloupnosti posunuté o k vlevo dostáváme


[image: image23.wmf]{

}

(

)

{

}

(

)

{

}

(

)

{

}

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

z

f

z

F

z

z

F

f

z

F

z

f

Z

f

Z

f

f

Z

f

Z

.

V

n

n

n

n

.

V

n

n

n

n

n

0

0

8

6

0

0

1

3

6

0

1

0

1

-

-

=

-

-

=

=

-

=

-

=

D

¥

=

¥

=

+

¥

=

+

¥

=

.

Věta 6.10  Obraz dopředných diferencí k-tého řádu

Mějme posloupnost {fn}n=0..( a její obraz F(z). Pro obraz její k-té dopředné diference pak platí
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Důkaz.  Matematickou indukcí:


pro k=1:
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předpokládáme platnost vztahu pro k , a z  předpokladu dokazujeme platnost pro k+1:
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Věta 6.11  Obraz zpětných diferencí 1. řádu

Mějme posloupnost {fn}n=0..( a její obraz F(z). Pro obraz její první zpětné diference pak platí
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Důkaz. Z linearity Z transformace, a věty o posloupnosti posunuté o k vpravo dostáváme


[image: image28.wmf]{

}

(

)

{

}

(

)

{

}

(

)

{

}

(

)

(

)

(

)

(

)

z

F

z

z

z

F

z

z

F

f

Z

f

Z

f

f

Z

f

Z

.

V

n

n

n

n

.

V

n

n

n

n

n

1

1

7

6

0

1

0

3

6

0

1

0

-

=

-

=

=

-

=

-

=

Ñ

-

¥

=

-

¥

=

¥

=

-

¥

=

.

Věta 6.12  Obraz zpětných diferencí k-tého řádu

Mějme posloupnost {fn}n=0..( a její obraz F(z). Pro obraz její k-té zpětné diference pak platí


[image: image29.wmf]{

}

(

)

z

F

z

z

f

Z

k

n

n

k

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

Ñ

¥

=

1

0

.

Důkaz.  Matematickou indukcí:


pro k=1:
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předpokládáme platnost vztahu pro k , a z  předpokladu dokazujeme platnost pro k+1:
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Věta 6.13  Derivace obrazu

Mějme posloupnost {fn}n=0..( a její obraz F(z). Potom platí
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Důkaz.  Podívejme se blíže na první derivaci F(z):
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Vynásobíme-li obě strany posledního vyrazu  –z, z( 0 dostaneme dokazovaný vztah.

Příklad 6.9  Pomocí věty o derivaci obrazu určete Z transformaci posloupnosti {fn}n=0..( dané vztahem fn=n;(n(N({0}.

Řešení.  Posloupnost {fn}n=0..( získáme z posloupnosti {gn}n=0..( dané vztahem gn=1;(n(N({0} násobením každého n-tého členu posloupnosti číslem n. Z-obraz  posloupnosti {gn}n=0..( (viz. příklad 6.2,  a=1) bude 
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Použitím věty o derivaci obrazu dostáváme 
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Věta 6.14  Integrace obrazu

Mějme posloupnost {fn}n=0..( , takovou, že f0=0, a její obraz F(z). Jako posloupnost {gn}n=0..( označme posloupnost danou vztahem a). Pro tuto posloupnost platí b).
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Příklad 6.10  Pomocí věty o integraci obrazu určete Z transformaci posloupnosti {fn}n=0..( dané vztahem f0=0, fn=((-1)n-1)/n;(n(N.

Řešení.  Pro Z obraz posloupnosti {cn}n=0..( dané vztahem cn=((-1)n);(n(N platí vztah a), který odvodíme
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Posloupnost {fn}n=0..( vzniká z posloupnosti {cn}n=0..( posunutím o jeden člen doprava a má Z obraz:
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Pro posloupnost {gn}n=0..(  Z - obraz  bude na základě věty 6.14 
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Věta 6.15  Derivace podle parametru

Mějme posloupnost {fn}n=0..( a její obraz F(z). Potom pro derivaci fn podle parametru w platí
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Věta 6.16  Integrace podle parametru

Mějme posloupnost {fn}n=0..( a její obraz F(z). Potom pro integraci fn podle parametru w platí
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Věta 6.17  Obraz částečných součtů

Mějme posloupnost {fn}n=0..( a její obraz F(z). Potom pro posloupnost částečných součtů {gn}n=0..(  posloupnosti {fn}n=0..( platí 
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Důkaz.  Nechť částečné součty jsou

                                     
[image: image43.wmf].
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První dopředná diference a její Z – obraz (věta 6.9 ) bude
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Použitím věty 6.8 (posunutí doleva) a z platností  vztahu f0 = g0 dostaneme
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a odkud už plyne dokazovaný vztah.
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