Cast IV. — Regresni a korelaéni
analyza
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Regresni a korelacni analyza

* Je znamo, ze napf. hmotnost m homogenniho
télesa je dana jeho objemem V. V tomto
pripadé hovorime o funkéni zavislosti, tedy
m = f(V).

* V. mnoha pripadech je ale treba zkoumat
zavislosti, kdy mezi sledovanymi znaky
(nahodnymi proménnymi) neexistuje
jednoznacny vztah. V tomto pripadé hovorime
o statistické (stochastické) zavislosti.



Regresni a korelacni analyza

* K posuzovani statistickych zavislosti slouzi
regresni a korelacni analyza . Ukolem regresni
a korelacni analyzy je:

— Stanoveni zavislosti mezi sledovanymi
kvantitativnimi znaky (linearni, logaritmicka,
exponencialni,...), zavislost je vyjadrena funkcnim
predpisem — regresni analyza.

— Stanoveni sily zavislosti mezi sledovanymi
kvantitativnimi znaky — korelacni analyza.



Regresni a korelacni analyza

* Silu linearni zavislosti mezi dvéema
oroménnymi muzeme kvantifikovat pomoci
Pearsonova (vybéroveho) korelacniho
coeficientu:

o > (X, = X)- (Y, =)
B X B Y

=1

e Pearsonuv korelacni koeficient nabyva hodnot
z intervalu(-11).
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Regresni a korelacni analyza

Predpokladem je, ze obé nahodné promeénné,
oro které pocitame Pearsonuv korelacni
coeficient, pochazeji z normalniho rozdéleni.

Pearsonuv korelacni koeficient vychazi ze
vztahu pro vypocet jednoduchého korelacniho
koeficientu, kde jsou Ciselné charakteristiky
nahodného vektoru (neznamé rozptyly a
neznama kovariance) nahrazeny jejich odhadly.



Regresni a korelacni analyza
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Regresni a korelacni analyza

* V pripadech, kdy korelacni koeficient r,
vypocteny z dat ziskanych nahodnym vybérem je
blizky nule, ma smysl se ptat, zda jsou proménné
X a Y linearné nezavislé, jinymi slovy, zda je
hodnota korelacniho koeficientu populace

Pxy =0

* Testujeme tedy na zakladé vypoctené hodnoty
Pearsonova korelacniho koeficientu, zda je
jednoduchy korelacni koeficient celé populace
rovna nule.




Regresni a korelacni analyza

* Nulova hypotéza H,: p, , =0 (Cili mezi
proménnymi X a Y neexistuje linearni vztah).

e V pripadeé alternativni hypotézy ma smysl
uvazovat tri varianty:

1. Hy:p,, #0 (oboustranna alternativa, tuto
moznost volime, pokud je vypocteny koeficient
korelace blizky 0)
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Regresni a korelacni analyza

Hi:p, , >0 (pravostranna alternativa, tuto
moznost ma smysl volit, pokud je vypocteny
koeficient korelace vétsi nez 0, vybérovy soubor
tedy ukazuje na kladnou linearni zavislost).

H,:p, , <0Of(levostranna alternativa, tuto moznost
ma smysl volit, pokud je vypocteny koeficient
korelace mensi nez O, vybérovy soubor tedy
ukazuje na zapornou linearni zavislost).
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Regresni a korelacni analyza

e Za predpokladu, ze nahodné proménné Xa'Y
se ridi normalnim rozdélenim

pravdépodobnosti, plati pro testovou
statistiku:

T — -A/N—2

r
T - 2 % tn—2 )
N

kde n je rozsah vybérového souboru.
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Regresni a korelacni analyza

e V pripadé vybéru o velkém rozsahu (n > 30) lze
prislusné Studentovo rozdéleni
pravdepodobnosti aproximovat normovanym
rozdeélenim pravdépodobnosti N(0O,1).

* Prisestrojovani kritického oboru a oboru

prijeti je nutno vzit v potaz zvolenou
alternativni hypotézu.
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Regresni a korelacni analyza
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Regresni a korelacni analyza

* Vysledek testu:

— Lezi-li vypocCtena hodnota testové statistiky x . v
oboru prijeti, potom nezamitame nulovou
hypotézu o linearni nezavislosti proménnych X a Y.

— Lezi-li vypoctena hodnota testove statistiky x,, . v
kritickém oboru, potom zamitame nulovou
hypotézu ve prospéech alternativni hypotézy.
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Regresni a korelacni analyza

* Pr.: V nahodném vybéru o rozsahu 25
pozorovani byl vypocitan koeficient korelace

r,, =0,23. Na hladine vyznamnosti 0,05
otestujte, zda lze na zakladé tohoto vysledku
usuzovat na linearni nezavislost mezi
promennymi X a Y v celé populaci.
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Regresni a korelacni analyza

* Nulova hypoteéza H,: p, , =0 (Cili mezi
proménnymi X a Y neexistuje linearni vztah).
e V pripadeé alternativni hypotézy ma smysl
uvazovat dvé varianty:
1. Hyi:p,, #0.
2. Hi:p,, >0.
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Regresni a korelacni analyza

Vlypocet pozorované hodnoty testove
statistiky:

Iy vn=2 0,23-425-2 1133
obs \/1_ rxz’Y \/1_ 0,232 )

X

Prislusné kvantily Studentova rozdéleni
ziskame z tabulek:

tl_g_n_z =1_g,05,05-2 = lo,975,23 = 2,071

g;n—2 1-—:n-2
2 2

Uginz =loos25-2 = logsis =171
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Stupné Toos Ton Tans Toors Tong Thans Tngars Tnonn Fopons
volnost
1 1,00 3.08 631 12,71 31,82 63.66 127,32 318.31 636,62
2 0,82 1,89 292 4,20 6,96 9,92 14,09 2233 31,60
3 076 1.64 2,35 318 4,54 584 745 10,21 12,592
4 074 1,52 213 2,78 3,75 4,60 k.60 77 261
5 073 1.48 2,02 2.57 3,36 4,03 477 5,89 6,87
6 072 1.44 1,94 245 3,14 3amn 432 521 5,96
7 071 1.41 1,89 2,26 3,00 3,50 4,03 479 541
g 071 1.40 1,88 2.3 2,90 3,36 383 4.50 5,0
9 070 1,28 1,83 2.26 2,82 3.25 3,69 4,30 4,78
10 070 137 1,81 2,23 2,76 37 3,58 4,14 459
11 070 1.26 1,80 2,20 2,72 an 3,50 4,02 444
12 070 1,26 1,78 2,18 2,68 3.05 343 3,93 432
13 0,69 1,35 177 2,16 2,65 am 3ar 3,85 422
14 0,69 1,25 1,76 2.14 2,62 298 333 379 414
15 0,69 1,24 175 2,13 2,60 2,95 3.29 373 4.07
16 0,69 1,24 175 2,12 2,58 2,92 325 3,69 401
17 0,69 1,33 1,74 2.11 257 2,90 322 3,65 397
18 0,69 133 1,73 2,10 2,55 2,88 3,20 3,61 3,92
19 0,69 1,33 1,73 2,09 2,54 2,86 air 3,58 388
20 0,69 133 1,72 2.09 2,53 2,85 3,15 3,55 3,85
21 0,69 1.32 172 2.08 2,52 2,83 3,14 3,53 3,82
22 0,69 1,32 172 2,07 251 282 312 3,50 379
23 0,69 1,32 171 2.07 2,50 281 3,10 3.48 3,77
24 0,68 1,32 171 2,06 2,49 2,80 3,09 347 375
25 0,68 1,32 171 2.06 2,49 279 3,08 345 3,73
26 0,68 1.31 171 2,06 2,48 278 3,07 343 3N
27 0,68 1.2 1,70 2,05 247 277 3,06 342 369
28 0,68 1.3 1,70 2,05 247 276 3,05 aH 367
29 0,68 1.31 1,70 2,05 2,46 2,76 3,04 3,40 3,66
30 0,68 1.2 1,70 2.04 2,46 275 3,03 3,39 365
40 0,68 1,20 1,68 2,02 2,42 270 297 aMn 3556
50 0,68 1,20 1,68 2.M 2,40 2,68 2,54 3,26 3,50
60 0,68 1,20 1,67 2,00 2,39 2,66 2.9 3,23 346
T0 0,68 1,29 1,67 1,89 2,38 2,65 2,90 a2 344
Bo 0,68 1,29 1,68 1,89 2.3 2,64 2,89 3,20 342
100 0,68 1,29 1,68 1,98 2,36 2,63 287 317 339
120 0,68 1,29 1,66 1,98 2,36 2,62 2,86 3,16 337
oo 0.67 1.28 1,64 1.96 2,33 2.58 281 3,09 3,29
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Regresni a korelacni analyza
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Regresni a korelacni analyza

+ f(t)
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Regresni a korelacni analyza

* V obou pripadech vidime, ze pozorovana
hodnota testového kritéria lezi v oboru prijeti,
vysledkem tedy je konstatovani, ze
nezamitame nulovou hypotézu, muzeme tedy
predpokladat, ze nahodné promeénné jsou
linearné nezavislé.
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Regresni a korelacni analyza

e V pripadech, kdy neni splnéna normalita obou
nahodnych vybéru, lze misto Pearsonova
korelacniho koeficientu pouzit Spearmanuv
korelacni koeficient.

* Méjme nahodny vybér z dvourozmeérného
rozdeleni (X,Y,),..., (X,,Y,). Zavedme nyni
P,,...,P, jako poradi veli¢iny X,,...,.X, a R,,...,R,
jako poradi veliCiny Y,,...,Y,.



Regresni a korelacni analyza

e V pripadé, ze mame nekolik stejnych hodnot,
potom jim prifadime prumerné poradi.

* Je zfejmé, Ze pokud s rostoucim X; bude rust i
Y, potom bude stejny vztah platit i pro jejich

ooradi.

* Pokud s klesajicim X; bude klesat i Y, potom

oude stejny vztah platit i pro jejich poradi.

* Budou-li veliCiny X a Y nezavislé, potom budou
i hodnoty jejich poradi nahodné prehazené.




Regresni a korelacni analyza

* Spearmanuyv korelacni koeficient r. je potom

definovan vztahem:
6 n

=1 n-(n’ —1).203i “RJ-

=1

e Spearmanuv korelacni koeficient nabyva
hodnot z intervalu (-11).
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Regresni a korelacni analyza

* Pri shodném poradi nabyva hodnota
Spearmanova korelacniho koeficientu hodnoty

1.
* Pri opacném poradi nabyva hodnoty -1.
* V pripadé nezavislosti obou velicin X a Y
nabyva hodnoty O.
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Regresni a korelacni analyza

* Pokud se v nahodném vybéru vyskytuje
mnoho shod (tj. stejné velkych pozorovani),
potom se doporucuje pouzivat korigovany
Spearmanuv koeficient. Zavedme:

— VeliCinu t, jako pocty stejnych hodnot promenné
X.

— Velicinu t, jako pocty stejnych hodnot promenné
Y.
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Regresni a korelacni analyza

* Potom korigovany Spearmanuv koeficient
definujeme vztahem:

rsk- =1 ° i(Pi_Ri)Z’

A3 '
‘ n"—n-T, -1, =

kde T, :%-Z(tf—tx) aT, =%-Z(tj—ty).

X y
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Regresni a korelacni analyza

* Vyjde-li hodnota Spearmanova korelacniho
koeficientu blizka nule, muUze nas zase zajimat
odpoved na otazku, zda je jeho hodnota
statisticky vyznamna, jinymi slovy zda lze
veliciny X a Y povazovat za nezavislé.
Dostavame nasledujici hypotézy:

— H, — velic¢iny X a Y jsou nezavislé nahodné veliciny.
— H, —veliCiny X a Y jsou zavislé nahodne veliciny.



Regresni a korelacni analyza

e Testovou statistikou je absolutni hodnota
Spearmanova korelacniho koeficientu, tedy:

Xobs :‘rs‘-

* Nulovou hypotézu zamitame v tom pripade,
pokud plati, ze:

Xobs 2 I'S*(Ol, n)’

kde r/(«,n) je pro n<30 tabelovana hodnota.
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Regresni a korelacni analyza
n a=0,05 | a=0,01 n a=0,05 | a=0,01
5 0,900 18 0,399 0,564
6 0,829 0,943 19 0,388 0,549
7/ 0,714 0,893 20 0,377 0,534
8 0,643 0,833 21 0,368 0,521
9 0,600 0,783 22 0,359 0,508
10 0,564 0,745 23 0,351 0,496
11 0,523 0,736 24 0,343 0,485
12 0,497 0,703 25 0,336 0,475
13 0,475 0,673 26 0,329 0,465
14 0,457 0,646 27 0,323 0,456
15 0,441 0,623 28 0,317 0,448
16 0,425 0,601 29 0,311 0,440
17 0,412 0,582 30 0,305 0,432




Regresni a korelacni analyza

* Pro n>30 se kriticka hodnota r(«,n) stanovi:
Z

L@

)=

kde v Citateli je prislusny kvantil normovaného

normalniho rozdéleni (jeho hodnotu napt.
nalezneme ve statistickych tabulkach).
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Regresni a korelacni analyza

* Pr.: V obchodé, zabyvajicim se prodejem
nahradnich dilu do automobilu, bylo
provedeno meéereni poctu zakazniku
prichazejicich do obchodu za 1 hodinu a
odpovidajicich trzeb za 1 hodinu vyjadrenych v
tisicich KC. Stanovte hodnotu Spearmanova
korelacniho koeficientu a pro a=0,05 otestujte
hypotézu, zda Ize pocet prichazejicich
zakazniku za hodinu a hodinové trzby
povazovat za nezavislé veliciny.



Regresni a korelacni analyza

Pocet zakaznikl - X;

Hodinova trzba - Y;

20 10
23 12
26 15
31 18
32 19
34 19
36 17
39 16
42 14
45 13

Trzba

20
18
16
14
12

o N B~ O

15

20

25

30 35 40

Pocet zakaznikt

45

50
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Regresni a korelacni analyza

* Nejdrive musime jednotlivym hodnotam
veliCin X a Y priradit poradi.

Pocet zakaznik(i - X; | Hodinova triba - Y, | Pofadi P, |PotadiR, |(P-R;)
20 10 1 1 0
23 12 2 2 0
26 15 3 5 4
31 18 4 8 16
32 19 5 9,5 20,25
34 19 6 9,5 12,25
36 17 7 7 0
39 16 8 6 4
42 14 9 4 25
45 13 10 3 49

5 130,5
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Regresni a korelacni analyza

* Nyni muzeme dosadit do vztahu pro vypocet
Spearmanova korelacniho koeficientu:

=1-—— Y (R-Rf =1-—

R () 92 10.(102_1)-130,5%,21.

* Nyni budeme testovat hypotézu o nezavislosti
obou velicin.
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Regresni a korelacni analyza

* H,— PocCet prichazejicich zakazniku za hodinu a
hodinové trzby obchodu jsou nezavislé
veliciny.

* H, —Pocet pfichazejicich zakazniku za hodinu a
hodinoveé trzby obchodu jsou zavislé velicCiny.

e 7 tabulky odecteme kritickou hodnotu testu

pro n=10 (mame 10 pozorovani) a hladinu
vyznamnosti a=0,05), ktera je rovna 0,564.



Regresni a korelacni analyza

* Porovhanim pozorovaného hodnoty testoveé
statistiky (absolutni hodnota Spearmanova
korelacniho koeficientu) s kritickou hodnotou
testu vidime, ze nezamitame nulovou
hypotézu o nezavislosti obou velicin.
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Regresni a korelacni analyza

* Linearni regrese — zavislost proménnych je
vyjadrena funkci linearni v parametrech (resp.
se da na funkci linearni v parametrech prevest
vhodnou transformaci) —napr. Y =5,+5,-x .

* Nelinearni regrese — zavislost proménnych je
vyjadrena funkci nelinearni v parametrech (a
ani nelze na funkci linearni v parametrech
prevést pomoci zadné transformace) — napr.

Y:,Bo'ﬁl'x-



Regresni a korelacni analyza

* Jednoducha regrese — studuje zavislost jedné
proménné na druhé proménné.

* Vicenasobna regrese — studuje zavislost jedné
promeénné na nekolika proménnych.
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Regresni a korelacni analyza

e Vysvétlovana (zavisle) proménnayY —
promenna, jejiz chovani se snazime vysvétlit,
tedy popsat vyrovnavaci krivkou.

e Vysvétlujici (nezavisle) proménna x —
promenna, jejiz chovani vysvetluje chovani
zavisle proménne Y. Tato proménna je
pricinnou proménnou, v dusledku jeji zmény
se meni vysvetlovana promeénna.



Regresni a korelacni analyza

Zajima nas, zda existuje
néjaka zavislost mezi
vykonem motoru
automobilu a jeho
maximalni rychlosti.
Vykon motoru je v tomto
pripadé vysvetlujici
promeénna a maximalni
rychlost je vysvetlovana
promenna.

Vykon motoru [kW]

Maximalni rychlost [km/h]

43 160
55 162
55 175
58 165
65 182
70 175
72 185
79 170
80 187
81 190
103 190
120 210
150 242
155 230
155 230
196 244
350 306
448 322
736 407
754 342
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Regresni a korelacni analyza

* Orientacné (,,podle oka®) lze druh a silu
zavislosti mezi vysvétlujici a vysvetlovanou
promeénnou posoudit na zakladé bodového
grafu [x, Y] — korelacni pole.

* Dale se budeme podrobné zabyvat pouze
jednoduchou linearni regresi, vyrovnavaci
<fivka ma tvar primky.
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Regresni a korelacni analyza

Maximalni rychlost [km/h]

450

400

350

300

250

200

150

100

50

100

200 300 400 500

Vykon motoru [kW]

600

700

800
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Regresni a korelacni analyza

e Otazkou je, jak jednotlivymi body prolozit
vyrovnavaci krivku.

450

L

400 //

; =
&

150
/

100

Maximalni rychlost [km/h]

50

0
0 100 200 300 400 500 600 700 800

Vykon motoru [kW]
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Regresni a korelacni analyza

* Regresni funkce —EY, = g, + g, -x. — skutecna
regrese populace, v praxi neznama, proto
regresni funkci pouze odhadujeme,
zapisujeme tedy Y, =b, +b, - x..

Y EY. =6, + 0, %
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Regresni a korelacni analyza

* Reziduum (chyba predikce) —e =Y, -V, —
odchylka nameérené hodnoty od hodnoty
predpovidané vyrovnavaci krivkou.

Y

YAi :bo+b1'xi
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Regresni a korelacni analyza

 Ukolem je najit vyrovndvaci kfivku Y, =b, +b, - x,
takovou, abychom ziskali co nejméné
rozptyleny soubor rezidui. Muzeme tedy
minimalizovat:

— Soucet remde(Y Y) x
i

n 2
— Soucet druhych mocnin rezidui Z(Yi —Yi). \/

i1=1
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Regresni a korelacni analyza

* K nalezeni koeficientu vyrovnavaci primky tedy
oouzijeme metodu nejmensich ctvercu.

* Pro zjednoduseni nejdfive upravme vztah pro Y,
do vhodnéjsi formy — tzv. odchylkova forma:

Y. =b, +b, %, = (b, +b,-X)+b,-(x, —X)=D; +Db, - (x, —X).

 Potom muzeme psat:
o=,V ] =3 b -, -(x - %)
i1=1 =1
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Regresni a korelacni analyza

* Jelikoz hledame minimum funkce ¢ s
promennymi b’ ab, polozime parcialni derivace
funkce ¢ rovny nule.

Z[Yb b, -(x,—%)|=0
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Regresni a korelacni analyza

e VVyfeSme nyni prvni rovnici.

(_2)°i[Yi_bg_b1°(Xi_)—()]:O n
i = B —> Z(Xi —)_()ZO
ZYi nbgo -
nby :Zn:Yi
>
by = i
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Regresni a korelacni analyza

 Nyni upravme druhou rovnici. .
(—2)-in]l',[Yi by —b, - (x —%)]-(x, —X)=0 iz_lj(xi ~%)=
iznl:Yi (% X)bl,lznl:(xl _X) =0
IZ:]Y. (% —>_<)=b1-izn1:(x, —x Y

Zn:Yi '(Xi _)_()
p, = 1=
2 (%= %)
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Regresni a korelacni analyza

* Odvodili jsme tedy vztahy pro koeficienty
vyrovnavaci primky ve tvaru:

Zn:Yi ’(Xi _)_()
b, ==L ab,=Y -b-X .
> (% =)

=1

* Vlyrovnavaci primka je potom ve tvaru:
Y. =b,+b X =Y b, -X+b, -x =Y +b,-(x —X),
prochazi tedy vidy bodem [x;V].
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Regresni a korelacni analyza

b,

b,

0,306

165,176

X; Y |xi-x, (x,--xp)'Yi (x,~-xp)2
43 160 |-148,25( -23720,00 | 21978,06
55 162 |-136,25| -22072,50 | 18564,06
55 175 |-136,25| -23843,75 | 18564,06
58 165 |-133,25( -21986,25 | 17755,56
65 182 |-126,25( -22977,50 | 15939,06
70 175 |[-121,25| -21218,75 | 14701,56
72 185 |-119,25| -22061,25 | 14220,56
79 170 |-112,25( -19082,50 | 12600,06
80 187 |-111,25( -20803,75 | 12376,56
81 190 |-110,25( -20947,50 | 12155,06
103 190 | -88,25 | -16767,50 | 7788,06
120 210 | -71,25| -14962,50 | 5076,56
150 | 242 |-41,25| -9982,50 | 1701,56
155 | 230 | -36,25| -8337,50 | 1314,06
155 | 230 | -36,25| -8337,50 | 1314,06
196 | 244 | 4,75 1159,00 22,56
350 | 306 | 158,75| 48577,50 | 25201,56
448 | 322 | 256,75| 82673,50 | 65920,56
736 407 | 544,75 | 221713,25 |296752,56
754 | 342 |562,75| 192460,50 |316687,56
X, Y, 2 2
191,25|223,70 269482,50 |880633,75
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Regresni a korelacni analyza

Maximalni rychlost [km/h]
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Regresni a korelacni analyza

* Pro ucely ovéreni spravnosti zvoleného
regresniho modelu slouzi index determinace.

n

S, =M (v, -Y) Y

=1

Sy = Zn:(: _V)Z

=1

SS¢ :Zn:(Yi B An)z

=1

0 Y. =b, +b, -,
Y b
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Regresni a korelacni analyza

e OznaCme:
— Celkovy soucet CtvercuSS, = Z(Yi —\7)2,

=1

— Soucet ctvercl modelu SS, = Zn:(Y, —\7)2,

=1

— Rezidualni soucet Ctvercu SS, = Z(Yi —\?i)z.

=1
e Plati:
SS, =SS, +SS5.

doc. Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Regresni a korelacni analyza

, SS;, SS ¢ s ov v v e
e Zavedme SSY + SSR =1. Je zrejmé¢, ze Cim ,,lepsi

model budeY, tim vice se bude prvni zlomek
blizit k 1 a naopak.

(A =)

- | 5, 201-Y)

* Zavedme index determinace R°=— =" .
SSY Z(YI _Y—)Z

=1
— Index determinace nabyva hodnot z intervalu (0;1).
Velké hodnoty (cca nad 0,8) znamenaji, ze pouzity
regresni model se hodi pro popis zavislosti.
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Regresni a korelacni analyza

RZ

0,908

Y; (?i'Yp)z (Yi'yp)z
178,33 2058,07 4057,69
182,01 1738,38 3806,89
182,01 1738,38 2371,69
182,92 1662,67 3445,69
185,07 1492,57 1738,89
186,60 1376,68 2371,69
187,21 1331,64 1497,69
189,35 1179,89 2883,69
189,66 1158,97 1346,89
189,96 1138,22 1135,69
196,69 729,29 1135,69
201,90 475,38 187,69
211,08 159,34 334,89
212,61 123,05 39,69
212,61 123,05 39,69
225,15 2,11 412,09
272,28 2359,92 6773,29
302,27 6172,93 9662,89
390,40 27788,49 33598,89
395,91 29655,24 13994,89

2 2
82464,27 90836,20
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Regresni a korelacni analyza

* Odhad regresni funkce nam umoznuje
predikovat hodnotu Y, pri libovolné hodnote
X,:

—Je-li x, e(x;x,), potom hovofime o interpolaci.
— Je-li x, 2 (x;;x,), potom se jedna o extrapolaci.
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Regresni a korelacni analyza

* My jsme se zatim zabyvali pouze pripadem,
kdy vyrovnavaci krivkou byla primka. V praxi se
pouzivaji i jiné regresni modely:

1. Parabolicka regrese:
EY; =0, + 6% + 5, ‘Xiz-

2. Polynomicka regrese n-tého stupne:
EY. = B+ B, % + B, - X +...+ B - X"

3. Hyperbolicka regrese:

EY. = £, +ﬁ.
X.
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Regresni a korelacni analyza

4. Logaritmicka regrese:
EY, = by + B, -10g X;.

5. Exponencialni regrese:

EYi — :Bo 'ﬂlXi :

doc. Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Regresni a korelacni analyza

1) Uvazujme parabolickou regresi, vyrovnavaci
krivka (jeji odhad) je tedy vyjadrena ve tvaru:
Y, =by +b, - X +b, - X

Jelikoz se jedna o regresni model linearni v
parametrech, muzeme pro odhad koeficientu
pouzit metodu nejmensich Ctvercu.
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Regresni a korelacni analyza

Tedygo:Zn:(Yi -, f {n:(vi —by—b, -, —b, - X ] = min.

=1 =1

Hledame minimum, poloZime parcialni derivace rovny nule:

d_(ozzi(Yi —0, —b, - X —b, 'Xi2)1°(_1)20’
dbo =1

d_gozzi(Yi —b, —b, - x —b, .xiZ)l.(_xi):O,
dbl =1

d_gozzzn:(yi ~b, —b,-x. —b, .xi2)l.(_xi2)
db,

=1

0.
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Regresni a korelacni analyza

Ziskanou soustavu upravime:

Zn:Yi —Zn:bo —Zn:bl-xi —Zn:bz .x? =0,
=1 =1 I=1 1=1

Zn:Yi X —Zn:bo-xi —Zn:bl-xf ->'b,-x’ =0,
i=1 i=1 i=1 i=1

Zn:Yi X —Zn:bo X —Zn:bl-xf’ - > b,-x =0.
=1 =1 =1 i1=1
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Regresni a korelacni analyza

Dalsimi Upravami dostaneme :

Zn:Yi = nb, +blzn: X. +bzzn: X7,

=1 =1 =1

Zn:Yi X, = bozn:xi +blzn:xi2 +bzzn:xf’,
i1=1 =1 =1 =1
Zn:Yi XE = bozn:xf +blzn:xi3 +bzzn:xi4.
=1 =1 =1 i=1

Ziskali jsme soustavu tri rovnic se tremi neznamymi, resenim
ziskame odhady koeficientu regresniho modelu.
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Regresni a korelacni analyza
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Regresni a korelacni analyza

2) Uvazujme polynomickou regresi, vyrovnavaci
krivka (jeji odhad) je vyjadrena ve tvaru:

Y. =b,+b X +b,-x*+..+b -x".

Jelikoz se opét jedna o regresni model
inearni v parametrech, muzeme pro odhad
coeficientu pouzit metodu nejmensich
Ctvercu.
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Regresni a korelacni analyza

Tedygo:Zn:(Yi -Y,f =Zn:(vi —by—ly - —b,-x* —...—b, -x" | - min.

I=1 =1
Hledame minimum, polozime parcialni derivace rovny nule:
(%” =23 (Y, b, =, - X, —b, - X —...—b, - x| -(~1)=0,
0 =1

n

j_¢:22(Yi _bO_bl'Xi —bZ-XiZ—...—bn 'Xin)1°(_xi)zo’
i=1

1

d—(D:ZZn:(Yi —by —b, - % —b, X’ —...—b, ’Xin)l'(_xiz)

— 0,
dbz i=1
dp _ Zzn:(Yi —by—l, - % —b,-x*—..=b, X"} - (- x")=0.
do, I
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Regresni a korelacni analyza

Po Upravach dostaneme::

Zn:Yi = nb()jtblzn:xi +bzzn:xi2 +...+bnzn:xi”,

i=1 i=1 i=1 i=1

i=1 =1 =1 i=1 =1

Zn:Yi L XP = bozn:xf +blzn:xi3 +bzzn:xi4 +...+bnzn:xi”+2,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

n n n n n

n n n+1 n+2 2n
EYi-xi :bOE X; +b1§ X: +b2§ X; +...+bn§ X
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Ziskali jsme soustavu (n+1) rovnic s (n+1) neznamymi, reSenim
ziskame odhady koeficientl regresniho modelu.
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Regresni a korelacni analyza
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Regresni a korelacni analyza

3) Uvazujme hyperbolickou regresi, vyrovnavaci
krivka (jeji odhad) je vyjadrena ve tvaru:

b,
X

Y::bo+

Jelikoz se opét jedna o regresni model
inearni v parametrech, muzeme pro odhad
coeficientu pouzit metodu nejmensich
Ctvercu.
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Regresni a korelacni analyza

2
Tedy ¢ = Z(Yi —\ﬁ)z :Z(Yi —b, —ﬁj —s min.

i=1 i—1 X

Hledame minimum, poloZzime parcialni derivace rovny nule :

doc. Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Regresni a korelacni analyza

Rovnice upravime:

S -3~ 3 %0
AR QLU SV
izzllxi éxi ;XE >
1)Zn:Yi—nbo—blzn:i:o
i1 i1 X
2@;‘% Z
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Regresni a korelacni analyza

Postupné vyjadrime:

ZY bZ— > Y, —nb,

=1 =1 | =1
z1)b, = - ab == ]
=]
Zﬁ_bl kS Zﬁ_bozl
22)b, = =L X i1 X ab, = = X R
1 - 1
i:1;i izlx—i2
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Regresni a korelacni analyza

Jelikoz musi platit :

dostaneme po Upravéach :

DRI

=1 | =1 =1 |

bl 2
S

=1 | =1 X|

Takeé plati :
n Y. 1
ZYi—nb0 Z;‘—bOZ;
— 1=1 N 1=1 N
1
potom
n l n Yi . n l
bO ZY I=1X—|2 éz i=1 XI
1 LI |
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Regresni a korelacni analyza

4) Uvazujme logaritmickou regresi, vyrovnavaci
krivka (jeji odhad) je vyjadrena ve tvaru:

Y. =b, +b, -log x..

Jelikoz se opét jedna o regresni model
inearni v parametrech, muzeme pro odhad
coeficientu pouzit metodu nejmensich
Ctvercu.
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Regresni a korelacni analyza

Tedygo:Zn:(Yi -Y,f :Zn:(Yi —b, —b, -logx, ) — min.

=1 =1

Hledame minimum, polozime parcialni derivace rovny nule:

d—¢: Zi(Yi —b, —b, -log Xi)l.(_]_):O,
dbo i=1

do _ zzn:(Yi ~b, b, -logx, ) -(~log x,)=0.
db1 i=1

doc. Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Regresni a korelacni analyza

Upravami dostaneme :

1) Zn:Yi —nb, — blzn: logx. =0,
=1 =1

2) Zn:Yi -log x, — bozn: log x. — blzn: log® x. =0.
=1 =1 i=1

doc. Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Regresni a korelacni analyza

Postupné vyjadrime:

Zn:Yi —blznllog X. Zn:Yi —nb,
=1

z1)b, == =L ab =-

" Zn: log x. |
=1

Zn:Yi -log x. — blzn: log® x
=1

Zn:Yi -log x; — bozn: log x.
— =1 =1 .

z2)b, == _ ab =- .
> log x; > log® x,
i=1 i=1
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Regresni a korelacni analyza

Jelikoz plati :

Zn:Yi—blzn:Iogx ZY log x. —b Zlog X.
i=1 i=1 —
" Zlogx

ziskame::
nZY Iogx—ZIogx ZY
nZIog X, — (Zlogx]
i=1
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Regresni a korelacni analyza

Dale plati :

Zn:Yi —nb, Zn:Yi -log x. — bozn: log x.
i=1 _ =l i=1

anlog X, anlog2 X,
I=1 =1

Ziskame:
Zn:Yi -log® x. — Zn:Yi -log x, Zn: log x.
— =1 =1 =1 .

0 N n n 2
n> log® x —(Z log xij
=1 =1
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Regresni a korelacni analyza

5) Uvazujme exponencialni regresi, vyrovnavaci
krivka (jeji odhad) je vyjadrena ve tvaru:
Yﬁi :bo 'b1Xi-

Tento model neni linearni v parametrech,
pouziti metody nejmensich Ctvercu je
problematické, vystupem jsou nelinearni

rovnice. V tomto pripadeé uzijeme linearizujici
transformaci.



Regresni a korelacni analyza

Postupné upravime:

YAi =b, -b" /log,

logY, = log(b, -b* )

logY, = logh, + X, -logh,.

Pokud A=1logh,, B =logh,, potom Ize psat :
logY, = A+ B-x..

Nyni jiz mUzeme pouzit metodu nejmensich ¢tvercd, ale v
logaritmickém tvaru:

Q= Zn:(logYi —logY, | :Zn:(logYi ~ A-Bx )’ — min.
=1

=1

doc. Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Regresni a korelacni analyza

Hledame minimum, poloZime parcialni derivace rovny nule:

92 23 (logY, - A~ Bx, } -(~1)=0,
dA i3

do _ Zzn:(logYi ~A-Bx ) (-x)=0.
dB ‘3
Upravime:

1)anlogYi —nA— an: X. =0,
i1=1 =1

Z)Zn:xi logY. —AZn:xi —an:xf =0.
=1 =1 =1
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86



Regresni a korelacni analyza

Postupné vyjadrime:

anlogYi —BZn:xi anlogYi —NnA
=1 =1 '

z1) A== aB=11 _
n in
Zn:xi.logYi—BZn:x Zx logy, - AZX
z2)A="= = __aB=
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Jelikoz musi platit :
>logY,-BY x> x -logY,—BY x’
i=1 i=1  _ =l i=1
n Z X
=1
dostaneme :

nzn: X. -log, —Zn: log. Zn: X.
__i=l i=1

=1

B

=logh,.
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Regresni a korelacni analyza
Dale musi platit :
Zn"logYi —NnA Zn:xi -logy, — AZn:xi

n n
2% DX
i=1 i=1

tedy :

n

Zn"logYi -Zn:xf —Zn:xi > X -logy,
A — =L i=1 i=1

= = logh,.
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Regresni a korelacni analyza

* Jelikoz jsme pouzili metodu nejmensich
Ctvercu v logaritmické formé, je nutno

pristoupit ke stanoveni indexu determinace
rovnez v logaritmické forme:

SS. i(log\?i _@)2

R2: Y _ i=l

S5y Zn:(logYi — IogY)2 |

=1
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Regresni a korelacni analyza

* Excel pouziva pri exponencialni regresi jiny
zapis regresni funkce:
Y. =h, -e™.
Oznacme b, =e". Jelikoz platia’ =x=log, x=,
muzeme psat:
b/ =Inb,.

doc. Ing. Michal Dorda, Ph.D.

91



Regresni a korelacni analyza
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Regresni a korelacni analyza

* Doposud jsme se zabyvali vystizenim zavislosti
vysvetlované proménné na jedné vysvetlujici
promeénné, tedy jednoduchou regresi.

* Podivejme se nyni na vicenasobnou regresi,
vysvetlovana promenna Y; zavisi na nekolika
vysvetlujicich proménnych x,., x.,..., x...

* Pro jednoduchost se zamérme pouze na
zavislost na dvou vysvetlujicich proménnych.



Regresni a korelacni analyza

* Odhad regresni funkce muzeme zapsat ve
tvaru:

Yi =by +b, - X; +b, - Xy

kde parametry b, a b, se nazyvaji dilCi regresni
koeficienty a udavaji, jak se prumérné zmeni
vysvetlovana promeénna pri jednotkové zmeéneé
prislusné vysvetlujici proménné.
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Regresni a korelacni analyza

* Jelikoz se jedna o model linearni v
parametrech, lze pouzit metodu nejmensich
Ctvercu, tedy:

(Dzi(Yi _YAi)Z :i(Yi —by —b, - x; - b, 'X2i)2 — min,
=1

=1

n

ﬁ = ZZ(Yi —0, —b; - x; = b, 'Xzi)l'(_xzi)zo'
2 =1 doc. Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Regresni a korelacni analyza

* Po upravach ziskame:

Zn:Yi = nb, +blzn: X,; +bzzn: X,

i=1 i=1 i=1

Zn:Yi Xy = boixli +blixlzi +b2ixli " Kois
i=1 i=1 i=1 i=1

ZYi Ko = boz Xy + blz Xgj + Ko + bzz X221i'
i=1 i=1 i=1 i=1

 Redenim této soustavy ziskame odhady
regresnich koeficientu.
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Regresni a korelacni analyza

* Pro posouzeni a srovnani individualniho vlivu
jednotlivych vysveétlujicich proménnych na
vysvetlovanou proménnou zavadime
normalizované regresni koeficienty —

B- koefnuenty

B, = .b B, =2.p
SY SY ’

kde s ,s, as, jsou vyberove smerodatné
odchylky jednotlivych proménnych.
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Regresni a korelacni analyza

* Zname-li jednoduché korelacni koeficienty,

muzeme psat:

er_er°rxx er_er°rxx
Blzl 2 12,8222 1 1:X2

1—r? 1—r?

X1, Xy X1, Xy

* B-koeficienty zavadime, abychom mohli
srovnat intenzity vlivu jednotlivych
vysvéetlujicich proménnych na vysvétlovanou
promennoul.
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* Pr. Uvazujme zavislost maximalni rychlosti
osobniho automobilu v [km/h] na vykonu
motoru [kW] a toCivéem momentu [Nm].
Vypoctem jsme zjistili dilCi regresni

koeficienty:
b, =0,78X™N 2, 0,47 KN
KW Nm

e Zajima nas, vliv které vysvétlujici proménné je
vetsi.
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Regresni a korelacni analyza

* Dilci koeficienty nelze primo srovnat, protoze
jsou v jinych jednotkach. Proto je pro srovnani
nutno provést vypocet B-koeficientu.

* Uvazujme, ze zname vybéroveé smerodatné
odchylky jednotlivych proménnych, tedy:

sy =87,24km/h,s, =101,28kW,s, =169,29 Nm.
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Regresni a korelacni analyza

* Dosazenim a vypoctem dostaneme:

S

B, =—.h, :%.o,mio,go,
Xy 87,24

B, = 22.b, =0 0 47 2 0,01,
Xy 87,24

e Z vysledku vidime, ze vliv obou vysvétlujicich
promennych na maximalni rychlost je zhruba
stejny.
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Regresni a korelacni analyza

* Pro stanoveni sily zavislosti uzivame
koeficienty dilci korelace nebo koeficienty
vicenasobnéeé korelace.

* Koeficienty dilci korelace vyjadruji silu
zavislosti mezi vysvétlovanou proménnou a
prislusnou vysvétlujici proménnou oprosténou
od vlivu druhé vysvétlujici proménné.



Regresni a korelacni analyza

* Prislusné dil¢i korelacni koeficienty stanovime

dle vztahu:
ry—r ,-r
r _ X1,Y ,

e \/(1— 2, )-a-r?, )
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Regresni a korelacni analyza

* Koeficient vicenasobné korelace vyjadruje silu
zavislosti vysvetlované promeénné na vsech
vysvéetlujicich proménnych. Urcime ho podle
vztahu:
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