Cast Ill. — Nahodny vektor
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Nahodny vektor

* Nahodnym vektorem budeme rozumet
sloupcovy vektor slozeny z nahodnych velicCin

* Pro jednoduchost se omezime pouze na
dvouslozkovy nahodny vektor.

* Napfr. u osobnich automobilt muzeme
sledovat dvé proménné — vykon motoru a
maximalni rychlost.



Nahodny vektor

Prizkum spokojenosti cestujicich s MHD Legenda
Hodnoceni ceny jizdného | Hodnoceni kvality cestovani 1 Velmi nespokojen
1 1 2  Nespokojen
1 2 3 Spokojen
1 3 4 Velmispokojen
2 2
2 3
2 3
i i Ukdazka diskrétniho
3 3 nahodného vektoru — pri
; ; prizkumu spokojenosti
3 3 cestujicich se systémem
: ; MHD nas zajima vice
3 4 udaju, napft. viz tabulka.
4 3
4 3
4 4
4 4
4 4
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Nahodny vektor

e Sdruzena (simultanni) distribucni funkce
nahodnych velicin X a Y je definovana
vztahem:

F(x,y)=P(X <x;Y <y).

e Vlastnosti sdruzené distribucni funkce:
1. 0<F(x,y)<1.

2. F(x,—0)=F(=00,y)=F(=00,—0)=0; F(c0,00)=1.



Nahodny vektor

3. Funkce F(x,y) je neklesajici v kazdé promeénné.
Funkce F(x,y) je zleva spojita v kazdé promeénné.

5. P(a, <X <bja, <Y <b,)=F(b;b,)-F(b;a,)-
—F(a;b,)+F(a;a,).

d, b,
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Nahodny vektor

* Podle oboru hodnot, kterych muzou
proménné X a Y nabyvat, rozeznavame:

— Nahodny vektor s diskrétnim rozdélenim.

( ) ZZ ( _Xi;Y:yj)

Xj<XYy;<y | Y J

Sdruzena pravdepodobnostni funkce

— Néhodn{/ vektor se spojitym rozdélenim.
x y jj dr ds

—00—00

Sdruzena hustota pravdepodobnosti
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Nahodny vektor

* Pro sdruzenou pravdepodobnostni funkci
diskrétniho nahodného vektoru dale plati:

1. ZZP(X —x,Y =y, )=1.

2. 0<P(X =x,Y=y,)<1.
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Nahodny vektor

* Pro sdruzenou hustotu pravdepodobnosti
spojitéeho nahodného vektoru dale plati:

by b
3.P(a, < X <b;a, <Y <b2):H f(x,y)dxdy.

Q a,
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Nahodny vektor

* Marginalni distribucni funkci rozumime
distribucni funkci slozky X nebo Y.
F, (x)=P(X < x)=limF(x,y)
y—o0

R, (y)=P(Y <y)=limF(x,y)

* Pro diskrétni nahodny vektor potom plati:

——

P(X)=YP(X =x;Y =v,) Marginalni
Y] — pravdéepodobnostni
R(Y)=YP(X=x:;Y=Yy). | funkce
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Nahodny vektor

* Pro spojity nahodny vektor potom plati:
f (=[x y)dy,

—00

__ Marginaini hustoty

% ravdepodobnosti
f(y)=[fouy)de  PEEEP

—Q0
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Nahodny vektor

e Nezavislost slozek nahodného vektoru:

— Slozky X a Y nahodného vektoru jsou navzajem
nezavislé, jsou-li nezavislé nahodné proménné
XaYy, tedy:

F(X1 y): Fy (X) F (Y)
— Nahodny vektor s diskrétnim rozdélenim:
P(X =X, Y :yj): Px(x :Xi)'PY(Y :yj) .

— Nahodny vektor se spojitym rozdélenim:

f (X’ y): fy (X) fy (Y)



Nahodny vektor

e Sdruzena pravdépodobnostni funkce
diskrétniho dvouslozkové nahodného vektoru
se Casto zobrazuje v podobé korelacni
tabulky.
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Nahodny vektor

X / Y y]_ y2 ...... yn ZP(szi;Yzyj
PIX=Xx;Y =Y, _
X ( " P(X =x;Y =V,) PX=xY =3) PX(Xl)
P(szz;Y: 1) =X,,Y =
X, y P(X =%,;Y =,) P =) B (x,)
Xm P =Y = yl)P(X =x;Y =Y,) P =% =) P, (Xm)

Z::P(x —x;Y =y,)

R (¥,)
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Nahodny vektor

* Podminéné rozdéleni pravdépodobnosti:

— Pro nahodny vektor s diskrétnim rozdélenim je
definovana podminéna pravdépodobnostni funkce
ve tvaru:
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Nahodny vektor

* Podminéné rozdéleni pravdépodobnosti:

— Pro nahodny vektor se spojitym rozdélenim je
definovana podminéna hustota
pravdepodobnosti:

f(xy)= (( )) pro f,(y)=0,

fyx)= fi (xy)) pro f, (x)=0.
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Nahodny vektor

* Ciselné charakteristiky ndhodného vektoru:
— SmisSeny pocatecni (obecny) moment radu k,n:

u ., =E(X*-v").
— Pro diskrétni nahodny vektor potom plati:

=X > xy)- P(X =XY = yj).
i=1 j=1
— Pro spojity nahodny vektor plati:
= jjx Ly x y dxdy

_w_



Nahodny vektor

— Smiseny centralni moment radu k,n:
Ve, =E[(X —EX)<- (v —EY)'].

— Pro diskrétni nahodny vektor potom plati:

ven =33 (6 —EX) - (y, ~EY) -P(X =x.Y =)

i=1 j=1

— Pro spojity nahodny vektor plati:

Vin = T T(x— EX)-(y—EY)"- f(x,y)dxdy.

—00—00
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Nahodny vektor

 Marginalni Ciselné charakteristiky slozek
nahodného vektoru:

— Stredni hodnota proménné X:
EX = u,, zzxi .P,(x.) — pro diskrétni promennou.

EX = g1, = jxf x)dx — pro spojitou promé&nnou.

 Obdobné bychom definovali vztahy pro
promeénnou Y.



Nahodny vektor

— Rozptyl proménné X:
DX =v,, = (x —EX)-P(x) — pro diskrétni
=1
promennoul.
DX =v,, = [(x=EX ) - f,(x)dx — pro spojitou

promennoul.

 Obdobné bychom definovali vztahy pro
promeénnou Y.
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Nahodny vektor

* Nejduleziteéjsi Ciselnou charakteristikou
nahodného vektoru je kovariance — smiseny
centralni moment radu 1,1:

Cov(X,Y)=v,, = E[(X —EX)-(Y —EY)].
— Pro diskrétni nahodny vektor plati:

Cov(X,Y)=3"3 (x —EX)-(y, ~EY)- P(X =x,Y = y,).

=1l j=1

— Pro spojity nahodny vektor plati:
Cov(X,Y)= jj Xx—EX)-(y—EY)- f(x, y)dxdy.

_w_



Nahodny vektor

e Vlastnosti kovariance nahodného vektoru:
1. Cov(X,Y)=E(X-Y)-EX-EY,

2. Cov(X,X)=DX,Cov(Y,Y)=DY,
3. Cov(X,Y)=Cov(Y, X),

4. Jsou-li slozky X a Y nahodného vektoru nezavislé,
potom plati:Cov(X,Y)=0.
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Nahodny vektor

Kovariance predstavuje nejjednodussi ukazatel
souvislosti dvou nahodnych velicin.

Kladna hodnota kovariance znamena, ze s
rostouci promennou X roste i proménna Y.

Zaporna hodnota kovariance znamena, ze s
rostoucim X klesa Y.

DX Cov(X,Y)

Kovariancni matice — Cov(X.Y) oY



Nahodny vektor

* Jednoduchy korelaéni koeficient — vyjadruje miru
linearni zavislosti (korelaci) mezi slozkami X a 'Y
nahodného vektoru, je definovan:

~ Cov(X,Y)

~ /DX - DY

Px v pro DX,DY =20

Pro jednoduchy korelacni koeficient plati:
1. pyy € <—1;1>.
2. Pxy=Pyx-



Nahodny vektor

* Pokud pxy =0, proménné X aY nahodného
vektoru jsou nekorelované (linearnée
nezavislé).

* Pokud p,, >0, proménné X aY nahodného
vektoru jsou pozitivnhé korelované.

* Pokud p,, <0, proménne X a Y nahodneho
vektoru jsou negativnée korelované.




Nahodny vektor

* Je-li potreba testovat vzajemnou nezavislost
slozek nahodného vektoru X ay, kde Xa Y jsou
kategorialni proménné, mizeme pouzit y? test
nezavislosti v kombinacni (kontingencni)
tabulce.

e Kategorialni proménna je proménna, kterou
nemuzeme merit, ale pouze zaradit do trid (napfr.
znamka ve skole apod.). Necht slozka X nabyva k
ruznych variant, slozka Y m ruznych variant.

 Kombinacni tabulka je v podstaté tabulka
sdruzenych a marginalnich cetnosti.



Nahodny vektor

X/Y| y, 2 Yo >
X1 nqq Ny, Ny n,
X, n,q Ny, Ny, n,,
Xk | M | Nig Mem | Nie
> n,, n., n,,, n
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Nahodny vektor

e Test je zalozen na porovnani empirickych
(pozorovanych) cetnosti s cetnostmi
teoretickymi.

* V pripadé nezavislosti plati:
. (”i. ”-jj M, N,
nij = —-—— |- N = )
n n n

kde n; je pfislusna teoreticka cetnost.
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Nahodny vektor

1. Volba nulové a alternativni hypotézy:

H, — Nahodné ve
kombinacni tabu

H, — Nahodneé ve

iciny (znaky) XaYv
ce jsou nezavislé.

iciny (slozky nahodného

vektoru) X a' Y v kombinacni tabulce jsou

zavislé.



Nahodny vektor

2. Volba testového kritéria a jeho nulovéeho

rozdéleni (za predpokladu platnosti nulové
hypotézy):

k m _ 2
K=ZZ(n n) = Zicay(m) -

=1 j=1 i'

S rostouci hodnotou testoveé statistiky K roste
rozpor namerenych dat s nulovou hypotézou.



Nahodny vektor

* Predpoklad testu:
— Z4dna teoretickd ¢etnost nesmi byt mensi ne? 2

— Alespon 80% teoretickych cetnosti musi byt vetsi
nez 5.

3. Sestaveni oboru prijeti a kritického oboru:

Kirit = Z(zl—a);(k—l)-(m—l) = CHIINV [0[, (k _1) (m _1)] .
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Obor prijeti - Oblast nezamitnuti H,

&

f(x)

Nahodny vektor

1-a

| X

Xkrit

~

(O Kriticky obor - Oblast zamitnuti Ho
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Nahodny vektor

. Vypocet pozorované hodnoty testové
statistiky x_,. (za predpokladu platnosti
nulové hypoteézy).

. Formulace zavéru testu:

—  Xups < Xit — N€ZaMitame nulovou hypotézu o
nezavislosti nahodnych proménnych.

— X 2 Xit —zamitame nulovou hypotézu ve
prospéch alternativni hypotézy.



Nahodny vektor

* V pripadé, ze neni splnén predpoklad vyse

uvedeného testu, lze pouzit tzv. Yatesovu
corekci, ktera snizuje hodnotu testového
critéria, je tedy obtiznéjsi zamitnout nulovou
nypotézu. Testova statistika je v tomto pripade
ve tvaru:




Nahodny vektor

* Uvedeny test pouze slouzi k rozhodnuti o tom,
zda jsou znaky X a Y zavislé Ci nezavislé, ale jiz
nestanovuje, o jak silnou zavislost se jedna.

* Pro stanoveni sily zavislosti zavadime ruzné
koeficienty, jez jsou obdobou korelacniho
coeficientu.




Nahodny vektor

e Zavadime koeficient kontingence definovany:

CcCC= K ,
K+n

kde K je hodnota testového kritéria a n rozsah
vybeéru. Pro ctvercovou kombinacni tabulku

(k=m) nabyvé hodnot (0;1.
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Nahodny vektor

* Pro obdélnikovou kombinacni tabulku je
ovsem maximalni hodnota koeficientu

kontingence rovna:
cC :\/min(k,m)—l
e min(k,m)
proto zavadime korigovany koeficient

kontingence ve tvaru:

CCcor: C ’
CC

max

ktery je uz vintervalu (0;1).




Nahodny vektor

* Jako dalsi mira sily zavislosti se pouziva

Crameruv koeficient definovany ve tvaru:

v :\/n-[ming(,m)—l]’

jez nabyva hodnot z intervalu (01 .
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