Littlův algoritmus
Hamiltonova kružnice je faktorový podgraf, který je zároveň kružnicí (tedy kružnice procházející všemi vrcholy původního grafu). Pro konstrukci Hamiltonovy kružnice rozlišujeme nutné a postačující podmínky:
· nutné podmínky (nejsou – li splněny, nelze Hamiltonovu kružnici v daném grafu sestrojit):

· graf musí být souvislý, obyčejný a konečný,

· graf musí obsahovat alespoň 3 vrcholy, 

· graf nesmí obsahovat mosty ani artikulace,

· postačující podmínky:

· Diracova podmínka – síť obsahuje Hamiltonovu kružnici, má – li každý vrchol stupeň roven alespoň 
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, kde n je počet vrcholů,

· Oreho podmínka – síť obsahuje Hamiltonovu kružnici, je – li součet stupňů každé dvojice nesousedních vrcholů (tj. vrcholů, které nejsou spojeny hranou) roven alespoň počtu uzlů v síti n,
· Posova podmínka – síť obsahuje Hamiltonovu kružnici, je – li splněna podmínka 
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k.... je každé přirozené číslo z intervalu 
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n.... je počet vrcholů sítě,
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.... je počet vrcholů sítě se stupněm maximálně k.

Uvedené podmínky jsou v určitém vzájemném vztahu, např. splnění Diracovy podmínky znamená automaticky splnění také Ireho a Posovy podmínky; splnění Ireho podmínky znamená automaticky splnění Posovy podmínky, neznamená však automaticky splnění Diracovy podmínky; splnění Posovy podmínky neznamená automaticky také splnění Diracovy a Oreho podmínky.

Př. 1:
Ověřte v následující síti platnost nutných a postačujících podmínek pro konstrukci Hamiltonovy kružnice.
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Řešení:

Nejprve ověříme platnost nutných podmínek – graf je souvislý, obyčejný a konečný, obsahuje alespoň 3 vrcholy a neobsahuje mosty ani artikulace – nutné podmínky jsou splněny.


Diracova podmínka nám říká, že graf musí obsahovat všechny vrcholu stupně 3 (
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), což splněno není (vrchol U2 je pouze druhého stupně).


Podle Oreho podmínky musí být součet stupňů každé dvojice nesousedních vrcholů roven alespoň 5. Můžeme tedy psát:
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Vidíme tedy, že Oreho podmínka platí.  Nyní ověříme poslední Poseovu podmínku. Číslo k bude přirozené číslo z intervalu 
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. Můžeme tedy psát:
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Jelikož máme splněny nutné podmínky a dvě postačující, Hamiltonova kružnice v síti existuje.

Littlův algoritmus je algoritmus založený na metodě větví a hranic. Princip metody větví a hranic je založen na dělení množiny přípustných řešení na menší podmnožiny 
a výpočtu horního, resp. dolního odhadu hodnot účelové funkce na všech řešeních jednotlivých podmnožin.
Odhadů účelové funkce je v průběhu výpočtu využíváno:

· k vyloučení podmnožin, které nemohou optimální řešení obsahovat,
· k určení nejperspektivnější podmnožiny k dalšímu dělení, tj. podmnožiny, v níž očekáváme optimální řešení.

Celý výpočet končí vyhledáním přípustného řešení s minimální hodnotou účelové funkce vzhledem ke všem přípustným řešením úlohy, tj. vyhledáním řešení optimálního. Při vylučování podmnožin přípustných řešení se využívá skutečnosti, že hodnota účelové funkce kteréhokoliv přípustného řešení je při minimalizaci horním odhadem hodnoty účelové funkce optimálního řešení. Máme - li k dispozici určité přípustné řešení (získané např. některou z přibližných metod), resp. známe - li jeho hodnotu, můžeme z dalšího zpracování v rámci řešícího postupu vylučovat všechny podmnožiny, jejichž dolní odhady hodnot účelové funkce dosáhnou hodnoty účelové funkce již známého řešení.

Určujeme - li  v rámci výpočtu nejperspektivnější podmnožinu pro další dělení, vycházíme z hypotézy, že největší naději při vyhledání optimálního řešení poskytuje podmnožina s nejnižším dolním odhadem hodnoty účelové funkce. Praktické výpočty však ukazují, že ne vždy je tato hypotéza pravdivá.

Dolní odhad minimální hodnoty účelové funkce na dané množině přípustných řešení se obvykle získá řešením zjednodušené úlohy získané z původní úlohy zanedbáním některých podmínek na přípustnost řešení (tato získaná hodnota mnohdy odpovídá nerealizovatelnému řešení).

Proces dělení množiny přípustných řešení v metodě větví a hranic lze znázornit pomocí grafu zvaného strom. Do stromu se zpravidla u příslušných větvení uvádí označení proměnné
[image: image9.wmf]ij
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 odpovídající vybranému větvícímu prvku. Zmiňovanou proměnnou lze charakterizovat jako diskrétní bivalentní (dvouhodnotovou) proměnnou, přičemž je - li 
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, tj. nabývá - li proměnná hodnoty nula, úsek do Hamiltonovy kružnice zařazen není, je-li 
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, platí opak.
Algoritmy založené na metodě větví a mezí využívají zpravidla jednoho ze dvou následujících způsobů vytváření a prohledávání stromu podmnožin přípustný řešení a to:
· prohledávání do hloubky s případným použitím zpětného návratu k nejbližšímu uzlu,
· usměrněného prohledávání.
Littlův algoritmus je založený na principu prohledávání do hloubky s případným použitím zpětného návratu k nejbližšímu uzlu. Množina řešení je zde definována množinou úseků, které budou, resp. nebudou zařazeny do minimální Hamiltonovy kružnice. Je však zapotřebí pamatovat na skutečnost, že v získaném řešení tyto úseky představují vzdálenosti, nemusí tedy odpovídat reálným komunikacím. Po skončení výpočtu je z tohoto důvodu zapotřebí vzdálenosti zahrnuté do optimálního řešení zpětně transformovat do podmínek reálné dopravní sítě. 

Algoritmus je možné popsat několika kroky:

1) v každém řádku matice vzdáleností vyhledáme minimální prvek a ten odečteme od všech prvků v uvedeném řádku (výsledkem postupu je vytvoření alespoň jedné nuly v každém řádku), postup na krok 2),
2) v každém sloupci matice vzdáleností, v němž se nenachází žádná nula, vyhledáme minimální prvek a ten odečteme od všech prvků v příslušném sloupci (výsledkem kroku je, že v každém sloupci se vyskytuje alespoň jedna nula), pokračujeme krokem 3),
3) vypočítáme dolní odhad účelové funkce jako součet všech hodnot, o které jsme snižovali vzdálenosti v příslušných řádcích, resp. sloupcích. Dolní odhad účelové funkce ohraničuje hodnotu účelové funkce zdola, udává tedy hodnotu, pod kterou hodnota účelové funkce určitě neklesne, krok 4),
4) každou nulu nacházející se v matici vzdáleností ohodnotíme a to tak, že v příslušném řádku a sloupci vyhledáme minimální ze zbylých prvků a obě hodnoty sečteme (právě ohodnocovanou nulu v daném okamžiku do výpočtu nezahrnujeme). Pokud nelze ohodnotit nuly, pokračujeme krokem 10), jinak krokem 5). Ohodnocení nuly představuje hodnotu, o kterou vzroste dolní odhad účelové funkce v případě, že uvedený prvek nebude vybrán, což odpovídá situaci, kdy příslušná relace nebude do Hamiltovnovy kružnice zařazena,
5) z ohodnocených prvků (nul) vybereme prvek s maximálním ohodnocením. Máme - li v aktuální matici více prvků se stejným maximálním ohodnocením, volíme libovolný z nich. Výběr prvku znamená zařazení odpovídajícího úseku do vznikající Hamiltonovy kružnice, současně s tím začínáme pěstovat strom řešení (pokračujeme ve stromu řešení) a jdeme na krok 6),
6) v aktuální řešící matici zrušíme ohodnocení zbylých nul a pokračujeme krokem 7),
7) výběrem prvku se umožní redukce aktuální řešící matice o příslušný řádek a sloupec (stačí si uvědomit, že výběr prvku cij představuje navržené spojení z uzlu ui do uzlu uj; Hamiltonova kružnice umožňuje průchod každým uzlem právě jednou, je tedy zřejmé, že z uzlu ui se nelze dostat odjinud než právě do uzlu uj a naopak). Redukování aktuální řešící matice se provádí za účelem zpřehlednění výpočtu, krok 8),
8) provedeme zákaz prvků umožňujících vznik nepřípustného řešení (jedná se o prvky, které v důsledku prvku vybraného v kroku 5) umožňují uzavřít kružnici dříve, než dojde k návštěvě všech dosud nenavštívených uzlů), krok 8),
9) kontrola prvků v aktuální řešící matici (v rámci tohoto kroku se provádí kontrola, zda v každém řádku a sloupci po redukci ve smyslu kroku 6) zůstala alespoň jedna nula, pokud ne, postupujeme analogicky jako v kroku 1), resp. kroku 2); v případě dalšího odečítání se zároveň o stejnou hodnotu zvyšuje dolní odhad účelové funkce v příslušné větvi). Máme - li k dispozici hodnotu určitého řešení, porovnáme dosažené hodnoty dolních odhadů účelové funkce s tímto řešením. Dosáhne - li hodnota dolního odhadu účelové funkce hodnoty ve všech větvích již vytvořeného řešení, pokračujeme krokem 11), jinak se vracíme na krok 4),
10) zbylé prvky v aktuální řešící matici určují úseky uzavírající Hamiltonovu kružnici, vyskytuje - li se v úloze větev s nižší hodnotou dolního odhadu účelové funkce než je hodnota dolního odhadu naposled vytvořeného řešení, vytvoříme novou výchozí řešící matici zohledňující podmínky v příslušné větvi řešícího stromu (zákazy některých prvků apod.) a vracíme se na krok 1), v opačném případě postupujeme krokem 11),
11) naposledy vytvořené řešení je optimálním řešením.

pozn.: Nulové prvky v upravené matici vzdáleností představují ve skutečnosti „kandidáty“ na spojení v rámci vytvářené trasy.
Př. 2:
Mějme zadanou dopravní síť (viz obrázek) se střediskem v uzlu U5. V síti máme naplánovat trasu jízdy vozidla obsluhujícího přepravce nacházející se ve zbylých uzlech. Předpokládejte, že součet požadavků přepravců není vyšší než kapacita vozidla.
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Řešení:

Postup výpočtu viz skripta Daněk, Teichmann: Optimalizace dopravních procesů, strany 133 – 152.

Př. 3:
Pekárna umístěná v uzlu P dodává chleba do čtyř obchodů reprezentovaných uzly P1 – P4. Naplánujte jízdu vozidla rozvážejícího chleba tak, aby se minimalizovala celková ujetá vzdálenost. Obsluhu všech obchodů lze provést jednou jízdou vozidla.
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