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Uvodni pozndmky

e Zakladni soubor muzeme popsat jeho
parametry, napr. stredni hodnota p, rozptyl o2
atd. Pri praktickych ulohach ovsem zpravidla
nelze vysetrit celou populaci, provadime tzv.
nahodny vybér z populace. Nahodny vybér
popisujeme rovnéz jeho parametry, napr.
vybérovy prumér X, vybérovy rozptyl s? atd.



Uvodni pozndmky

 Parametry populace jsou konstantni,
parametry nahodného vybéru jsou ovsem
nahodné promenné (provedenim jiného
nahodného vybéru ziskame jiné hodnoty
parametru) fidici se vybérovym rozdélenim.
Zname-li pro konkrétni vybérovou
charakteristiku jeji vybérové rozdeéleni, jsme
potom schopni odhadnout parametr celé
populace.



Uvodni pozndmky

e RozliSujeme dva typy odhadu:
1) Bodovy odhad — parametr populace
aproximujeme jednim cislem.

2) Intervalovy odhad — parametr populace
aproximujeme intervalem, ve kterém jeho
hodnota lezi s urcCitou pravdéepodobnosti.
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Vlastnosti bodoveho odhadu

* Méjme nahodny vyber x,, x,,..., x,
pochazejiciho z rozdéleni pravdépodobnosti
definovaného distribucni funkci F(x, 6), kde 6
je neznamy parametr. Bodovy odhad
parametru 8 budeme znadit 6.
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Vlastnosti bodoveho odhadu

 Dobry bodovy odhad musi splnovat urcité
vlastnosti:
1) Nestrannost (nevychylenost, nezkreslenost).
2) Vydatnost (eficience).
3) Konzistence.
4) Dostatecnost.
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Vlastnosti bodoveho odhadu

e Odhad je nestranny, pokud se jeho stredni
hodnota rovna hledanému parametru, tedy:

E6=6.
e Slabsi formou nestrannosti je asymptoticka
nestrannost, odhad je asymptoticky

nestranny, pokud:
lim E@=6.

 Napfr. vybérovy prumeér je nestrannym
odhadem stredni hodnoty.
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Vlastnosti bodoveho odhadu

e Mame-li dva nestranné odhady, potom
vybereme ten s mensim rozptylem, tato
vlastnost se nazyva vydatnost.

 Nestranny odhad, jehoz rozptyl je nejmensi ze
vSech nestrannych odhadu, se nazyva nejlepsi
nestranny odhad.

e Napr. vybérovy prumér je nejlepsSim
nestrannym odhadem stredni hodnoty.



Vlastnosti bodoveho odhadu

e Odhad je konzistentni, pokud se s rostoucim
rozsahem vybéru zpresnuje, musi tedy platit:

lim EQ = falim DA =0.

n—)oo n_>00

e Napr. vybérovy prumér je konzistentnim
odhadem stredni hodnoty.
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Vlastnosti bodoveho odhadu

e Odhad je dostatecny, pokud obsahuje
veskerou informaci o sledovaném parametru,
kterou vybérovy soubor poskytuje.

e VVybérovy prumeér je dostateCnym odhadem
stredni hodnoty.
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Metody konstrukce bodovych odhadu

e Pro konstrukci bodovych odhadu se nejcastéji
pouzivaji 2 metody:
1) Metoda maximalni vérohodnosti.
2) Metoda momentu.
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Metoda maximalni verohodnosti

 Necht ndahodny vybér pochazi z diskrétniho
rozdéleni pravdépodobnosti definovaného
pravdépodobnostni funkci s neznamym
parametrem 0. Vérohodnostni funkce je
potom definovana jako sdruzena hustota
pravdepodobnosti n nezavislych proménnych
se stejnym diskrétnim rozdélenim:

L(%.... %, 8) = p(x.6 ”p
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Metoda maximalni verohodnosti

e Pochazi-li vybér ze spojitého rozdéleni s
neznamym parametrem 0, je verohodnostni
funkce definovana jako sdruzena hustota
pravdepodobnosti n nezavislych proménnych
se stejnym spojitym rozdélenim:

(%o xn,e):f(xl,e)m..n(xn,e):ﬂf(w).
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Metoda maximalni verohodnosti

e Jelikoz je verohodnostni funkce neznamého

parametru 6, je nyni Ukolem najit 0 tak, aby se
maximalizovala hodnota vérohodnostni
funkce, tedy:

L(x..... xn,é):mgix{L(x1 ..... x.,0)

Pri praktickych vypoctech se misto
verohodnostni funkce pracuje s jejim
prirozenym algoritmem.
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Metoda maximalni verohodnosti

e Podminku optimality muzeme tedy vyjadrit ve
tvaru:

e Redenim této rovnice (v pfipadé vice
neznamych parametru reSenim soustavy
rovnic) ziskame odhady neznamého
parametru, resp. parametru.
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Metoda maximalni verohodnosti

* Pr. 1:Je dan vybér x,, x,,..., x, pochazejici z
normalniho rozdéleni. Metodou maximalni
vérohodnosti odhadnéte parametry p a o2.

* Normalni rozdéleni je definovano hustotou
pravdépodobnosti ve tvaru:

_(x=p)?

()= = .
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Metoda maximalni verohodnosti

 Pro vérohodnostni funkci mizeme psat:

(x—4) 1 —Zn: (% —,L21)

— - 1 20?2 — i=1
e

2

e VVerohodnostni funkci zlogaritmujeme a dale
upravujeme:

1 _Z”:(xi ‘lé)

e 20
lo/2n)

In L(xl,...,xn,,u,az):ln
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Metoda maximalni verohodnosti
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Metoda maximalni verohodnosti

e Logaritmus verohodnostni funkce mame
upraven, provedeme parcialni derivace podle
1L a o, které poloZzime rovny nule a ziskanou
soustavu vyresime:

alnl_ n 1
- -1)=0
o = 207 2R -HN Y
olnL _ 1 1 1 o 2
= -=0-1 - ) =0.
i {E el )Jz)ztgl(x K)

pozn. Je tfeba si uvédomit, Ze druha parcialni derivace je podle o?!!!
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Metoda maximalni verohodnosti

e 7 prvni rovnice upravami ziskame:

—_ 1 % —_ 1 —_ — 2
i(xi _/1)203/:’ :izl[ixi_
i=1 n =

pozn. Pro vybérovy priimér plati, Ze soucet odchylek jednotlivych
pozorovani od vybérového priméru je roven 0, tedy:

n

Z(xi -X)=0.

i=1
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Metoda maximalni verohodnosti

e Zdruhé rovnice Upravami a dosazenim
ziskame:

n_1 1 1
-——d—=—-—0-1
2 0° 2[G )
1 n

207 L6 —H) =5 520",

(% —4) =no? = 67 ==y (% - u)f == (x - ).

i=1 n =1 n =1
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Metoda momentu

e Metoda momentu je zalozena na porovnani
vybérovych momentu s odpovidajicimi
teoretickymi momenty predpokladaného
rozdéleni pravdéepodobnosti.

e VVybérovy pocatecni moment k-tého radu je
definovan:

, _ 1
Mk :E@Xik'
=1



Metoda momentu

e VVybérovy centralni moment k-tého radu je
definovan:

M, =0 (x - %)

n =

 Teoretické momenty jsou definovany odlisSné u
diskrétni a spojité nahodné promeénné.
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Metoda momentu

* Pro diskrétni nahodnou proménnou je
teoreticky pocatecni moment k-tého radu
definovan:

H =iZ>¢‘[p(>ﬁ),

teoreticky centralni moment k-tého radu je
definovan:

the =" (% —EX)* Dp(x,).



Metoda momentu

* Pro spojitou nahodnou proménnou je
teoreticky pocatecni moment k-tého radu
definovan:

U, = _[x" F (x)dx,

teoreticky centralni moment k-tého radu je
definovan:

[0}

U, = j(x— EX )¢ OF (x)dx.

—00



Metoda momentu

* Teoreticky pocatecni moment prvniho radu je
roven stredni hodnote rozdéleni EX, teoreticky
centralni moment druhého radu je roven
rozptylu rozdéleni DX.

e Je treba ziskat tolik rovnic, kolik odhadujeme
neznamych parametru rozdéleni.



Metoda momentu

* Pr. 2: Je dan vybér x,, x,,..., x, pochazejici z
normalniho rozdéleni. Metodou momentu
odhadnéte parametry pu a o2.

 \Vime, ze parametr U je stredni hodnota, tedy
pocatecni moment prvniho radu (teoreticky) a
parametr o2 je rozptyl, tedy teoreticky
centralni moment druhého radu.



Metoda momentu

e MUzeme tedy psat:

1 n

I[[: )(i:X,

A2 1 L —\2
52 ==1> (x —x).
n =
* Vidime, ze odhady ziskané metodou momentu
jsou v pripadeé normalniho rozdéleni totozné s
odhady ziskanymi metodou maximalni
verohodnosti.
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Intervalové odhady

e Hledany parametr aproximujeme intervalem
(nazyva se interval spolehlivosti, resp.
konfidencni interval), ve kterém jeho hodnota
lezi s urCitou pravdépodobnosti — spolehlivost
odhadu.

e Spolehlivost odhadu oznacujeme 1 —q, kde a se
nazyva hladina vyznamnosti, zpravidla se voli
o = 0,05 nebo 0,01.

e S rostouci spolehlivosti odhadu roste i Sirka
intervalu spolehlivosti.



Intervalové odhady

* Oznacme dolni mez konfidencniho intervalu T,
a hornimez T,.
e RozliSujeme 3 druhy intervall spolehlivosti:
1) Levostranny interval spolehlivosti:
PO>T,)=1-a,
2) Pravostranny interval spolehlivosti:
P(O<T, )=1-a,
3) Oboustranny interval spolehlivosti:
P(O<T,)= P(9>Th):%:> P(T,<6<T.)=1-a.



Intervalovy odhad stredni hodnoty

e Predpokladem je, ze nahodny vybér pochazi z
normalniho rozdéleni.
e Mohou vzniknout dva pripady:

1) Zname smeérodatnou odchylku o normalniho
rozdéleni, ze kterého pochazi nahodny vybér.

2) Nezname smeéerodatnou odchylku o normalniho
rozdéleni, ze kterého pochazi nahodny vybér.
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Intervalovy odhad stredni hodnoty

e ad 1) Méjme nahodny vybér o rozsahunas
prumérem X pochazejici z normalniho
rozdéleni se znamym rozptylem o?.

* Vime, ze pro nahodnou proménnou Z plati:

7 = X;/’ =/n - N(02),

takto definovana nahodna promeénna se tedy
ridi normovanym rozdélenim
pravdépodobnosti.
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Intervalovy odhad stredni hodnoty

e Odvodme si nyni oboustranny interval
spolehlivosti pro stredni hodnotu. Oznacme
100ﬁ% ni kvantil normovaného rozdéleni jako

aloc{ 2)% ni kvantil jako z

1-9
2 2
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Intervalovy odhad stredni hodnoty

, » T(x)
Oboustranny
interval
: : 1-a
spolehlivosti
a a
2 2
X
Z 0 V4
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Intervalovy odhad stredni hodnoty

 Na zakladé obrazku muzeme psat:

P[za </Z<zZ a]:l—a.
2 2

1_
e Dosadime a postupné upravujeme:

P(za 2" H < zl_ajzl—a,

2 o 2

P(i&a <X_Iu<iﬁl .

Tn 7n Zj:“”
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Intervalovy odhad stredni hodnoty

P(X—iﬁl <u<s+ Lz ajzl—a.

Jn Jn o

pozn. Jelikoz je normované rozdéleni soumérné, plati mezi kvantily vztah:

zZ ==z _.
a .
2 2

Q
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Intervalovy odhad stredni hodnoty

e Vidime tedy, ze dolni mez konfidencniho
intervalu stanovime dle vztahu:

T,=x-—-L 0z

n
a horni mez podle vztahu:

T, =X+-—[7

Jn
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Intervalovy odhad stredni hodnoty

* Prislusnou hodnotu kvantilu normovaného
rozdéleni ziskame bud' z tabulek nebo s
vyuzitim funkce Excelu NORMSINV:

z = NORMS NV(l—%j.

1-—
2
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Intervalovy odhad stredni hodnoty

e V pripadeée levostranného intervalu

spolehlivosti ziskame dolni hranici podle
vztahu:

_ g
T, =X—-——lz_,

Jn
v pripadeé pravostranného intervalu ziskame
horni hranici podle vzorce:

T, —x+—

N
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Intervalovy odhad stredni hodnoty

e ad 2) Méjme nahodny vybér o rozsahunas
prumeérem X pochazejici z normalniho
rozdéleni s neznamym rozptylem.

* Vime, ze plati:

Tn—1: A B/ﬁ - tn—l’
S

testova statistika se tedy ridi Studentovym
rozdélenim pravdépodobnosti s n — 1 stupni
volnosti.
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Intervalovy odhad stredni hodnoty

, » T(x)
Oboustranny
interval
: : 1-a
spolehlivosti
a a
2 2
X
ta'. 0 1-—;n-1
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Intervalovy odhad stredni hodnoty

 Na zakladé obrazku muzeme psat:

 Dosazenim a analogickymi upravami
(Studentovo rozdéleni je rovnéz soumeérné)
ziskame konecny vztah:

P[x—i[ﬂ  <u<X+—0 ):1—0'.

\/ﬁ 1—E;n—1 \/ﬁ 1_?“_1
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Intervalovy odhad stredni hodnoty

e Vidime tedy, ze dolni mez konfidencniho
intervalu stanovime dle vztahu:

T, =X-—1i

\/ﬁ 1—%;n—1

a horni mez podle vztahu:

_ S

T =X+~=0 _ .

,/n 1-—n-1
2
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Intervalovy odhad stredni hodnoty

 Prislusnou hodnotu kvantilu Studentova
rozdéleni ziskame bud' z tabulek nebo s
vyuzitim funkce Excelu TINV:

tl_%;n_1 =TINV (a;n-1).
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Intervalovy odhad stredni hodnoty

e V pripadeé levostranného intervalu

spolehlivosti ziskame dolni hranici podle
vztahu:

_X_\/_[ﬂl—an—l

v pripadeée pravostranného intervalu ziskame
horni hranici podle vzorce:

Prislusny kvantil pomoci Excelu ziskame:
tegna = TINV (2a;n-1).
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Intervalovy odhad stredni hodnoty

e V pripade, kdyz nezname smerodatnou
odchylku normalniho rozdéleni, ze kterého
pochazi nahodny vybér, ale mame vybeér
velkého rozsahu (tj. n 2 30), mUzeme
Studentovo rozdéleni aproximovat
normovanym rozdélenim, pro vypocet
konfidencniho intervalu mizeme pouzit prvni
vztahy (o = s).
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Intervalovy odhad stredni hodnoty

* Pr. 3: Pri simulaci svetelné krizovatky bylo
sledovano zdrzeni vozidel cekanim ve fronté.
Byl ziskan statisticky soubor o rozsahu 50
pozorovani. Vypoctem bylo zjisténo, ze
prumeérné zdrzeni je rovno 32 s se
smérodatnou odchylkou 10 s. Za predpokladu,
ze se zdrzeni vozidel ridi normalnim
rozdélenim, stanovte 95%-ni oboustranny
interval spolehlivosti pro stredni dobu zdrzeni.
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Intervalovy odhad stredni hodnoty

e V tomto pripadé sice nezname smeéerodatnou
odchylku celé populace, ale mame vybér
velkého rozsahu, proto muzeme Studentovo
rozdéleni aproximovat normalnim rozdélenim
(vybérova smeéerodatna odchylka bude
odhadem smeéerodatné odchylky populace).
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Intervalovy odhad stredni hodnoty

* Pro meze oboustranného intervalu
spolehlivosti plati:
S
> ¥
1_

Jn

< _ S
T, =X- AT =x+—7 .
1_

Jn o

a
2

e Potrebnou hodnotu kvantilu nalezneme
pomoci tabulek:

Z 0 =2 o = Zoors =196.
2 2
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Intervalovy odhad stredni hodnoty

 Nyni jiz mUzeme pristoupit k vypoctu obou
mezi:

T, = 32—1—O [1,96=29,23s,

@

T, 32+— [196=34,77s.

J50

e Stredni doba zdrzeni tedy s pravdépodobnosti
0,95 lezi v intervalu (29,23; 34,77).
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Stanoveni rozsahu vyberu

e Srostoucim rozsahem vybéru se zuzuje Sirka
konfidencniho intervalu, proto ma smysl se
zabyvat otazkou, jaky rozsah nahodného
vybéru zvolit, abychom dosahli pozadovanou
presnost odhadu. Presnost odhadu
vyjadrujeme pomoci tzv. maximalni pripustné
chyby odhadu A, hodnota pripustné chyby
odhadu je rovna poloviné oboustranného
intervalu spolehlivosti.



Stanoveni rozsahu vybéru pri odhadu
stredni hodnoty

e Pristanoveni rozsahu vybéru pri odhadu
stfredni hodnoty musime rozlisovat pripady:

1) Zname smeérodatnou odchylku (resp. mame
vybér velkého rozsahu).

2) Nezname smeéerodatnou odchylku a mame vybér
malého rozsahu.

Ing. Michal Dorda, Ph.D.
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Stanoveni rozsahu vybeéeru pri odhadu
stredni hodnoty
e ad 1) Oboustranny intervalovy odhad muzeme
vyjadrit ve tvaru:
x+—&

N

e Polovina sire intervalového odhadu (tedy
maximalni pripustna chyba odhadu) je potom
rovna:

A:i&

Vo
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Stanoveni rozsahu vybeéeru pri odhadu
stredni hodnoty

e Potrebny rozsah souboru potom stanovime z
podminky:

A_—Q

N

postupnymi upravami ziskame:

Jn=m
A

-7
2

n> Yz g -
A =5

Ing. Michal Dorda, Ph.D.

54



Stanoveni rozsahu vybéru pri odhadu
stredni hodnoty

e ad 2) Maximalni pripustnou chybu odhadu

m&igme v tomto pripadé odvodit analogicky:
A=—[i

Jn 1—%;n—1'

* Vidime, ze v tomto pripadé chyba zavisi na
vybérové sméerodatné odchylce, jejiz hodnotu
potrebujeme odhadnout. Postupuje se tak, ze
se nejprve provede predvyber o rozsahu n; as
vybéerovou smeérodatnou odchylkou s, jez se
povazuje za odhad s.
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Stanoveni rozsahu vybéru pri odhadu
stredni hodnoty

* Analogicky jako v predchozim pripadeé
dostaneme:

nz\/i[ﬂ g
JAN 1-7in-1

e Po stanoveni potrebného rozsahu n potom
doplnime predvybér o potrebny pocet prvku a
odhad potom provedeme z doplnéného
vybéru.
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