7 LIMITNI VETY

@ Cas ke studiu kapitoly: 70 minut

Cil: Po prostudovani tohoto odstavce budete umét
e formulovat a pouzivat limitni véty

e aproximovat jina rozdeleni rozdélenim normalnim
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Vyklad:

V této kapitole nadefinujeme tvrzeni (limitni véty), kterd jsou dulezitd pro popis
pravdépodobnostnich modell v ptipad¢ rostouciho poc¢tu nahodnych pokust.

7.1.1 Konvergence podle pravdépodobnosti (stochasticka konvergence)
Konvergence podle pravdépodobnosti ke konstanté a

Je dana posloupnost ndhodnych veli¢in {X,} (=Xi, Xz, ...., Xp) a realné ¢islo a (ae R).
Jestlize pro kazdé € > 0 plati:

lim P(X, —a|<£)=1

(jestlize pravdépodobnost, ze X, nabude hodnoty z intervalu (a-¢, a+¢) konverguje pro n — oo
k jedné (pro libovolné malé ¢)), pak fikame, Ze posloupnost nahodnych veli¢in {X,}
konverguje k a podle pravdépodobnosti.

Konvergence podle pravdépodobnosti k nahodné veli¢iné X
Tato konvergence je zobecnénim piedchazejiciho ptipadu.

Je dana posloupnost ndhodnych veli¢in {X,} a ndhodna veli¢ina X. Jestlize pro kazd¢ &> 0
plati:

lim P(X, - X|<&)=1

(jestlize pravdépodobnost, ze X, nabude hodnoty z intervalu (X-¢; X+¢) konverguje pro n— oo
k jedné (pro libovolné malé ¢)), pak fikame, Ze posloupnost nahodnych veli¢in {X,}
konverguje k nahodné veli¢in¢é X podle pravdépodobnosti.

7.1.2 Konvergence v distribuci

Je dana posloupnost nahodnych velicin {X,},posloupnost distribu¢nich funkci nahodnych
veli¢in {X }-{Fn(X)} a nahodna veli¢ina X, ktera ma distribu¢ni funkci F(x).
Jestlize:

lim F, (x) = F(9),

pak fikame, Ze posloupnost nahodnych veli¢in {X,} konverguje k nahodné veli¢iné X
v distribuci a F(x) nazyvame asymptotickou distribu¢ni funkci.

Konverguje-li posloupnost nahodnych veli¢in {X,} k nahodné veli¢iné X v distribuci,

znamena to, ze pro dostatecné velkd n miZzeme distribuéni funkci nahodné veli¢iny X,
aproximovat (tzn. s jistou chybou nahradit) asymptotickou distribu¢ni funkci F(x).
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Priklad:
Jestlize posloupnost nahodnych veli¢in {X,} konverguje v distribuci k rozdéleni N(u, c%),
(fikame také, ze nahodna veli¢ina X, ma asymptoticky normalni rozdéleni), pak

lim F, (x) = F(x) :@(X‘”j
n—oo U

(tzn. pro velkd n mizeme distribuéni funkci ndhodné veliciny X, aproximovat distribucni
funkci normalni ndhodné veli€iny a tu po standardizaci najit v tabulkach).

Je-li X libovolnad ndhodna veli¢ina se stfedni hodnotou EX a koneénym rozptylem DX (=02)
(DX <oo), pak Cebysevova nerovnost odhaduje (velice hrub&) pravdépodobnost odchylky
nahodné veli¢iny X od jeji stfedni hodnoty.

Ve>0: P(jX—Ex|zg)s%

Nasledujici vztah reprezentuje aplikaci CebySevovy nerovnosti pro piipad, kdy chceme
odhadnout pravdépodobnost, Ze ndhodna veli¢ina X je od své stfedni hodnoty vzdalena o vice
nez k- nasobek smérodatné odchylky o (za € dosadime k.o):

1

Vo,k>0: P(X-EX|>k-o)< -

Reseny priklad:

Odhadnéte pravdépodobnost, Ze ndhodna velicina je od své stfedni hodnoty vzdalend o vice
nez 3.

Reseni:

vo>0: P(X —Ex|23-a)3312(=o,i)

Hledand pravdépodobnost nepiekracuje 11%. (Je to opravdu hruby odhad, srovnejte si
S pravidlem 6 sigma platnym pro normalni rozdéleni.)

Reseny priklad:

Pravdépodobnost vyrobeni zmetku je 0,5. Odhadnéte pravdépodobnost, ze pfi vyrobeni 1000
vyrobkii bude 400 — 600 zmetki.
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ReSeni:

X ... pocet zmetkli v 1000 vyrobcich, proto:

X — Bi(1000;0,5)= EX =n.p=500; DX =n.p(l1-p)=250; o, =~/DX =/250
Pravdépodobnost, Ze pocet zmetkl bude v rozmezi 400 az 600 1ze vyjadtit ve tvaru:
P(400 < X <600)= P( X —500] <100)=1- P(X —500/>100)

Vyjadiime-li si povolenou odchylku od stfedni hodnoty (100) jako nasobek smérodatné
odchylky (+/250 ), miizeme z Ceby$evovy nerovnosti zjistit, Ze:

P(]X—500|2100):P(|X—500|2 199 -stojs 1 = 20 _ 02,
V250 [ 100 ] 10000
250

zZ ¢ehoz Ize jednoduse odvodit, Ze:

P(400 < X < 600)> 0,975

(Ge-li P(x —5001>100)<0,025, pak 1- P(X —500/>100)> 0,975 (=1-0,025)). Znovu si
pfipomenime, Ze jde o velice hruby odhad.

Vyklad:

Jako zakon velkych Cisel oznaCujeme tvrzeni o konvergenci priméru v posloupnosti
nahodnych veli¢in.

Zakon velkych disel:
X1, Xz, ..., X, jsou nezavislé nahodné veliCiny se stejnymi stifednimi hodnotami
EX,=EX,=...=EX, = . Jestlize X, definujeme jako:

X_n:E.ZXj; neN,
nj:]_

pak posloupnost {X_n} konverguje podle pravdépodobnosti k .
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(0, 1)t tim P(X, — 4 < 6)=1

Vsimnéme si, ze Xi, X2, ..., X, nemusi mit stejné rozdéleni, a zaroveni nemame zadné
M 9 9 b
pozadavky na jejich rozptyl.

7.3.1 Silny zakon velkych ¢isel
Nastava-li tato konvergence s pravdépodobnosti 1, mluvime o silném zakonu velkych &isel.
Silny zakon velkych ¢isel:
X1, Xz, ..., X, jsou nezavislé nahodné veliCiny se stejnymi stifednimi hodnotami
EX,=EX,=...=EX, = . Jestlize X, definujeme jako:

— 1

X,==>.X;; neN,

n 4=

pak posloupnost {X_n} konverguje podle pravdépodobnosti k p skoro jisté:

Pliim X, = u)=1

7.3.2 Slaby zikon velkych Cisel

Slaby zakon velkych cisel postihuje (oproti silnému zakonu velkych Cisel) slabsi formu
konvergence (konvergence odchylek priméru od jeho sttedni hodnoty), médme pii ném vsak
také slabsi pozadavky na nezavislost nahodnych velicin.

Slaby zakon velkych cisel:

X1, Xz, ..., Xp Jsou nekorelované nahodné veliCiny se stejnymi stiednimi hodnotami
EX, =EX, =...=EX, = ¢ a koneénymi rozptyly, pak:

Zn:(xi—Exi){

Ve>0: limP| 12

n—o0 n

%% Pravodce studiem:

Ndasledujici pasadz je venovana ditkazu platnosti zakona velkych Cisel (pro zajemce):

<g|=1

Vime, Ze: EX,=EX,=...=EX, =u
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Je-li: =

2 2
— 1 — (1
EX, :—-(n-u)Z,U, DX, =(—j ~(n-02)za—
n n n
S Lo DX
Cebysevova nerovnost rika, zZe: Vex>0: PQX - EX| > g)S —
&£
. (L DX
coz muZeme zapsat taktéz jako: Ve>0: PQX -EX | < S)S 1-—-
£
Aplikujeme-/i tuto nerovnost na nahodnou velicinu X_n, dostaneme:
0_2
Ve>O0: PQXn—,u‘<g)Sl—L2,p0Lipravé: Ve>O0: PQXH—,u‘<g)£1— >
£ n-g

V dalsim kroku urcéime limitu pro n— oo z vyse uvedeného vyrazu:

lim PQ)T,, - 1< e)< lim(l o ]

n—0 n—0 n-&

tim P(X, — 4 <£)<1,

n—0

coz znamend, Ze posloupnost {X_n} konverguje podle pravdé-podobnosti k u

Vyklad:

Disledkem zakona velkych ¢isel je Bernoulliho véta.

7.3.3 Bernoulliho véta

Bernoulliho véta tika, ze relativni cCetnost sledovaného jevu stochasticky konverguje
(konverguje podle pravdépodobnosti) kjeho pravdépodobnosti. To nam umozZiuje
experimentalné¢ odhadovat neznamou pravdépodobnost pomoci pozorované relativni ¢etnosti
(viz. klasicka definice pravdépodobnosti).
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Bernoulliho véta:
Necht’ X1, Xy, ... jsou nezavislé nahodné veli¢iny s alternativnim rozdélenim (pocet uspécht
v jednom pokusu) s parametrem p (pravdépodobnost Gspéchu), jestlize X, definujeme jako:
- 1 n
X, == X;; neN,
n j:1

pak
(X, —»)

Jelikoz vyraz na levé stran¢ piedstavuje relativni Cetnost vyskytu uvazované udalosti
v posloupnosti n pokusti, mizeme piti velkém pocétu pokusi odhadovat pravdépodobnost
nastoupeni néjaké udalosti relativni Cetnosti vyskytu této udalosti v posloupnosti n pokust.

%% Privodce studiem:

A opét zde mame objasnéni matematického pozadi vyse uvedené vety.

Odvozeni Bernoulliho véty:

Vime, e:  X,...X, — A(p)
EX =EX,=...=EX, =p
DX, =DX, =...=DX, = p(1- p)
Je-li: X:Zn:Xj; neN,
j=1
pak X — Bi(n; p)

(soucet n alternativnich nahodnych velicin s parametrem
p (pocet uspechu vjednom pokusu) je binomickou
nahodnou velicinou s parametry n a p (pocet uspéechii v n

pokusech)
Jestlize X, definujeme jako:
- 1 1
X,=—)>) X.=—-X; neN,
"o Jz_;‘ "o

pak )?n oznacuje relativni Cetnost vyskytu udalosti a podle zakona velkych cisel posloupnost

{X_n} (relativni Cetnost) konverguje podle pravdépodobnosti k pravdépodobnosti p (stiedni

hodnoteé EX), tzn. Ze pro velka n miizeme pravdépodobnost odhadovat relativni cetnosti.

(X_n—”>p), tj. EEEP(JX_”_p‘<8)=1
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Vyklad:

V ptedchazejicim vykladu jsme se zminili o tom, Zze mimofaddné dulezit¢ postaveni mezi
rozdélenimi mé rozdéleni normalni. Je tomu tak mimo jiné i proto, Ze k normalnimu rozdéleni
se za urcitych podminek bliZi i jind rozdéleni ndhodnych veli¢in. O ndhodnych veli¢inach, jez
konverguji v distribuci k normalnimu rozdé¢leni (nahodné veli¢iny, jejichz distribu¢ni funkce
pro velkd n konverguje k distribuéni funkci normalniho rozdéleni), fikdme, ze maji
asymptoticky normalni rozdéleni. Konvergenci rozdéleni k normalnimu rozd¢€leni se zabyva
centralni limitni véta, kterd ma dvé dil¢i formulace: Lindebergovu-Lévyho vétu a Moivreovo-
Laplaceovu vétu.

7.4.1 Lindebergova-Lévyho véta

Podle této véty ma pro dosti velké n soucet i primér ndhodnych veli¢in se stejnym
rozdélenim, stejnym primérem a stejnym rozptylem piibliZzn€ normalni rozdéleni.

Lindebergova-Lévyho véta

Jestlize X1, Xo, ..., X jsou nezdvislé ndhodné veliCiny se stejnym (libovolnym) rozdélenim,
stejnymi sttednimi hodnotami EX, = EX, =...=EX_ = a se stejnymi (konecnymi) rozptyly

DX, =DX, =...= DX, = ¢?, pak plati:

Zn:Xi —Nu
Y = i=1
n 0\&;

= limP(Y,<u) = ®(u)
(Yn ma asymptoticky normélni rozdeleni N(0,1), (F, (u) - d)(u)), tj. Y, konverguje
v distribuci k rozdéleni N(0,1))

Z této véty bezprostiedné vyplyva, ze pro dostatecné velka n plati:

1. X=)X,;=>EX=n-y; DX=n-o",

i=1

rozdéleni ndhodné veli¢iny X lze aproximovat rozdélenim N(n,u;naz), tj. X ma

asymptoticky normalni rozd¢leni, X = Z X;—>N (,u; 02).

i=1
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Podobny zéavér plati pro X

2. X=X=
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_ 2
rozdéleni nahodné veli¢iny X lze aproximovat rozdélenim N(,a;a—j, tj. X ma

n
o 3x

2
asymptoticky normalni rozdéleni, X ==L — — N ( y7x U—J .

Reseny priklad:

Dlouhodobym prizkumem bylo zjiSténo, Ze doba potiebna k objeveni a odstranéni poruchy
stroje ma stfedni hodnotu 40 minut a smérodatnou odchylku 30 minut. Jaka je
pravdépodobnost, ze doba potiebna k objeveni a opraveni 100 poruch nepiekroc¢i 70 hodin?
Reseni:

Xj ... doba potiebna k objeveni a odstranéni i-t€¢ poruchy

Vime, ze: EX; = 40 minut a DX; =30° minut?, rozd&leni ndhodné veli&iny X; nezname

X ... celkova doba do objeveni sté poruchy

Na zaklad¢ Lindebergovy-Lévyho véty vime, ze souCet n ndhodnych veliin se stejnym
rozdélenim (nemusime veédét jakym), stejnymi stfednimi hodnotami a stejnymi rozptyly
miiZeme aproximovat normalnim rozdélenim s parametry: u=n-EX,, o’ =n-DX,, proto:

X — N(100- 40;100-30?)

Nyni jiz neni problém ur¢it hledanou pravdépodobnost (nesmime jen zapomenout na uzivani
stejnych jednotek, v nasem ptipad€ minut (70h = 4200 minut):

= d(0,67)= 0,749

P(X <4200)=F(4200)= @(Mj

v/90000
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Reseny priklad:

Zivotnost elektrického holiciho strojku Adam ma exponencialni rozdé&leni se stfedni hodnotou

2 roky. Urcete pravdépodobnost, ze primérna Zivotnost 150-ti prodanych strojkit Adam bude
vys§i nez 27 mésici.

ReSeni:

Xi ... zivotnost i-t€ho holiciho strojku Adam

X, —>Exp(l = EX, :1=2roky:>ﬂ:1rok‘1: DX,; :i2:4rok2
2 A 2 A

X ... pramérnd zivotnost 150-ti strojkit Adam

n

2% 2
Z Lindebergovy-Lévyho véty vime, Ze: X = % —> N (u;%j

o 1 150 4
V nasem piipadé: X=—>» X. >N|2;—
prp 150,; ’ ( 150)

Nyni, kdyZz zndme rozdéleni primérné Zivotnosti 150-ti strojki Adam, muzeme feSeni
dokoncit (27 mésich = 2,25 roki):

2,25-2

P(X >2.25)=1-F(2.25)=1- @ ~1-®(1,53) =1-0,937= 0,063

150

Vyklad:

Specialnim ptipadem tvrzeni o konvergenci souctu stejné rozdélenych ndhodnych veli€in (se

stejnym pramérem a stejnym rozptylem) k rozd€leni normalnimu je Moivreova - Laplaceova
véta.
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7.4.2 Moivreova-Laplaceova véta

Tato véta vyjadiuje konvergenci binomického rozdéleni k normalnimu rozdéleni.

Staci si uvédomit, Ze binomicka ndhodna veli¢ina je souctem alternativnich nahodnych veli¢in
(nezavislé ndhodné veliCiny se stejnym rozdélenim, stejnou stfedni hodnotou a stejnym

rozptylem) a tudiz spliiuje piedpoklady Lindebergovy-Lévyho véty. Proto ji lze pro
dostateéné velka n aproximovat norm. rozdélenim s parametry: z=n-p;c° =n- p(l— p)

Moivreova-Laplaceova véta
Necht X — Bi(n; p); EX =np;DX= np(l- p), potom pro velka n plati, Ze:

X —np

Uu=-—--_""*
Vnp(L-p)

tj. jinak fec¢eno: pro dostateéné velka n: X — N(np;np(1— p)).

—>N(023),

Aproximace binomického rozdéleni normalnim se zlepSuje s rostoucim rozptylem. Pomérné
dobré vysledky dava tato aproximace v piipad¢, Ze:

np(l—p)>9 nebo min{np;n(l-p)}>5

Centralni limitni véta se Siroce vyuziva pro vétSinu rozdeleni.

7.5.1 Aproximace rozdéleni vybérové relativni etnosti normalnim rozdélenim

Mame-li n Bernoulliho pokust, pii kterych nastane Kk vyskytd néjaké udalosti, mizeme uréit
vybérovou relativni ¢etnost p:

> ¥,
k i=1 ’
p = —
n n
kde X; maji alternativni rozdé&leni s parametrem n (X, = A(z), EX, =z, DX, = z-(1-x)).

Na zakladé¢ Lindebergovy-Lévyho véty muzeme konstatovat, ze soucet alternativnich
nadhodnych veli€in se stejnymi sttednimi hodnotami a stejnymi rozptyly mizeme aproximovat
rozdélenim normalnim s parametry: z=n-EX, =n-z, ¢ =n-DX, =n-z-(1-7).

3 X, - N(nznz(l-7))

i=1

(Ke stejnému zavéru dojdeme na zakladé Moivreovy-Laplaceovy véty, uvédomime-li si, ze
soucet alternativnich nahodnych veli¢in ma rozdéleni binomické.)
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Zaroven z Lindebergovy-Lévyho véty vyplyva, ze prumér nahodnych veli¢in X; (vybérovou
relativni Cetnost p) lze také aproximovat normalnim rozdélenim, tentokrat s parametry:
DX, 7z-(1-7)

n n

U=EX, =7z, o’ =

p— N [7[, —ﬂ(l_”)j

n

Na zéklad¢ standardizace (pfevodu na normované normalni rozdéleni) pak mtizeme také fici,
ze:

P~ _ N0

Ir(l-7)
n

7.5.2 Aproximace Poissonova rozdéleni normalnim rozdélenim

Také Poissonovo rozdéleni mizeme nahradit rozdélenim normalnim v ptipadé, ze Casovy
interval (O;t) je dostatecné velky a tudiz je dostatecné velky i oCekavany pocet udalosti
(stfedni hodnota) At:

X > Po(At), EX = At, DX =t

pak pro dostatetné velké t plati, zZe X milZeme aproximovat normdlnim rozdélenim
s parametry: u=At, o> =At:
X - N(At, 2r)

Obdobné¢ plati, ze pramérny pocet vyskytu udalosti za ¢asovou jednotku lze aproximovat
normalnim rozdélenim:

. . X
Y ... pocet vyskytu udalosti za ¢asovou jednotku, ¥ = —
t

Uvazujeme-li, Ze X Ize aproximovat normalnim rozdélenim, X — N (/11, ﬂt), pak 1 ndhodnou
veli¢inu Y, danou jako funkci ndhodné veli¢iny X, lze aproximovat normalnim rozdélenim,

. . 1 1
jehoz parametry jsou: ,u:;%t:/l, o’ =(;j -/U:%I

Y—>N(l,%j

Pti vyuziti této aproximace si uvédomme, ze prumérny pocet udalosti (Y) miizeme vztahovat
k libovolné ohrani¢ené oblasti (nejen ¢asové) — napi. k plose.
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% Pruvodce studiem:

Tato pasaz je opét venovana zdajemcum o hlubsi pochopeni studované problematiky.

Pro¢ miiZeme Poissonovo rozdéleni aproximovat normalnim?

Tento diitkaz je obdobny jako diitkaz Poissonovy véty (odvozeni pravdépodobnostni funkce
Poissonova rozdeleni):

Uvazujme Poissoniiv proces, ktery je pozorovan v pribéhu casu t. Predpoklidejme, Ze
rychlost vyskytu uddalosti je A. Potom pravdépodobnost vyskytu udalosti behem intervalu (0,t)
bude umérna hodnoté M.

Nyni rozdelime interval délky t na n subintervalii stejné délky (t/n). Vyskyt udalosti v kazdém
Z téchto subintervalu bude nezavisly a pravdépodobnost vyskytu uddalosti behem jednoho
tohoto malého intervalu bude umerna hodnoté (4.(t/n)). Pokud n je dostatecné velké cislo, pak
délka intervalu (t/n) bude dostatecné mala - natolik, Ze pravdépodobnost vyskytu vice nez

jedné udalosti v tomto intervalu je témer nulova a pravdépodobnost vyskytu jedné udalosti je
umernda (2.(tn)).

Necht' Xi je pocet vyskytu uddalosti v i-tém subintervalu. Je ziejmé, zZe Xi ma alternativni
rozdéleni s parametrem p=4.(t/n).

X. —>A[/1-1j; EX, = 4-L; DX :/1'1.(1—,1-3)
n n n n

Je-li X definovana jako pocet vyskytu udalosti behem casového intervalu (0;t), pak ma tato
nahodna velicina Poissonovo rozdéleni s parametrem At.

X — Po(At)

Zaroven muzeme nahodnou velicinu X vyjadrit jako soucet n nahodnych velicin Xi, a tudiz ji
miizeme podle centralni limitni véty aproximovat normalnim rozdélenim:

n _ : At : (at)
X=2Xi:>EX=n-EXi=}Lt, DX=n-DX; =lim| At| 1-— | |=lim| At——~ |=At
i=1

N—0 n N—>0| n

X — N(At; At)
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Vyklad:

Chceme-li ur¢ovat pravdépodobnost vyskytu diskrétni nahodné veli¢iny na intervalu <a;b>
(resp. (& b>, resp. (a;b), resp. (b; 00)), popt. pravdépodobnost, Ze nahodna veli¢ina nabude

konkrétni hodnoty, zavadi se pro pifesnéjsi vypocet tzv. oprava na spojitost. Oprava na
spojitost bude prezentovéana v nasledujicim feSeném prikladu.

f

Reseny priklad:

Na telefonni tstfednu je napojeno 3000 ucastnikd. Kazdy z nich bude volat telefonni tGstfednu
béhem hodiny s pravdépodobnosti 10%. Jaka je pravdépodobnost, Ze beéhem nasledujici
hodiny zavola ustiednu:

a) praveé 300 ucastnikt?

b) vice nez 310 Gcastnika?

c) mezi 200 a 450 ucastniky(véetn¢)?

Reseni:

X ... pocet ucastnikl volajicich stfednu béhem nasledujici hodiny (z 3000)

Z definice nahodné veli¢iny X je zfejmé, ze X ma binomické rozdéleni: X — Bi(3000;0,1),
jehoz pravdépodobnostni funkce je:

P =k)=| 1|0

] . (0’1)300 . (1_ 0,1)3000—300 — 2728?gIOOI . (0’1)300 . (0’9)2700

3000

ada) P(X =300) =( 200

Zde narazime na problém. S pomoci kalkulacky nedokazeme urcit zadny z vysSe
uvedenych faktoriali. Proto v tomto piipadé¢ provedeme alespoil pfiblizny vypocet
(aproximaci).

Z Moivreovy-Laplaceovy véty vime, ze binomické rozdéleni mizeme aproximovat
rozdélenim normalnim:

Moivreova-Laplaceova véta:

Necht X —Bi(n;p); EX=np;DX=np(l-p), pak dostatetn& velka n:
X — N(np; np(1-p))
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adb)

V naSem pripadé:
X — Bi(3000;0,1) EX=3000-01=300; DX=3000-01-09 =270,
proto X mohu aproximovat normalnim rozdélenim s parametry u=300; 6°=270

X — N(300;270)

Nyni musime vyfeSit jeSt¢ jednu komplikaci. Pfi aproximaci diskrétni ndhodné
veli¢iny spojitou dochéazi k tomu, ze vypocet pravdépodobnostni funkce nelze
jednoduse provést (pravdépodobnostni funkce spojité¢ ndhodné veliciny je nulova).

P(X =300)=0
Proto se provadi tzv. oprava na spojitost.

Je-li X definovéno jako pocet tcastnikl volajicich béhem nasledujici hodiny ustiednu,
muzeme tvrdit, Ze pravdépodobnost, ze ptisti hodinu bude volat 300 ucastnikii je
stejna jako pravdépodobnost, ze bude volat alespont 299,5 a méné nez 300,5 ucastnikd.

(V intervalu <299,5;300,5) je pouze 300 ucastnik.)
P(X =300)= P(299,5 < X <300,5)

P(299,5 < X <300,5) jiz neni pro spojitou nahodnou veli¢inu nulové a tak mizeme
provést aproximacni vypocet. Této tipravé se fikéa oprava na spojitost.

P(X =300)=P(299,5< X <300,5)= P(X <300,5)-P(X <299,5)=
300,5—300)_ (%299,5—300)

270 270
= d(0,03)— @(-0,03) = ®(0,03)—[1- ®(0,03)] = 2- ®(0,03)-1 =
=2.0,512-1=0,024

= F(300,5)- F(299,5) = cp(

k=321

3000 310
P(X 23 10) _ Z (3(;00] ' (O,l)k '(1 B 0’1)3000—k _1. 2(33{0()} . (O,l)k .(1 _0,1)300(»1{
=0

I zde nastava problém. Vidime, Ze vycisleni piislusnych souctti (sum) by nam zabralo
spoustu ¢asu (pokud bychom to vitbec s pomoci kalkulacky dokézali). Proto i v tomto
pripadé¢ pristoupime k piibliznému vypoctu (aproximaci).

X — N(300;270)

Nyni mizeme provést ptiblizny vypocet:

P(X >310)=1-P(X <310)
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Znovu nastava problém zpisobeny aproximaci diskrétniho rozdéleni spojitym a proto i
zde ptistoupime k opravé na spojitost:

P(X >310)=1-P(X <310)=1-P(X <310,5)

=1-®(0,64)=1-0,739 = 0,261

P(X >310)=1-F(310,5) =1~ QKMJ

V270

450
adc) P(200< X <450)= 5 (3000}_(0,1)k 102y

k=200
Opét mame ve vyse uvedeném vztahu velky pocet sCitanct a vysoké faktorialy, proto

hledame ptiblizny vysledek pomoci centralni limitni véty (Moivreovy-Laplaceovy
véty). Zaroven i zde budeme provadét opravu na spojitost:

P(200 < X < 450)= P(X <450)-P(X < 200)= P(X < 450,5)- P(X < 200)=

— F(450,5) F(200) = @(Mj _ q{ 200 - 300)

J270 J270
= ®(9,16)— ®(-6,09) = ©(9,16) - [L— ®(6,09)] = ©(9,16) + ©(6,09) -1 =
=1+1-1=1

Pouzita aproximace ndm dava velmi dobré vysledky (velmi blizké skutecnym), protoze je
splnéna podminka, Ze: np(1—p)>9 (27 > 9).

f

Reseny piiklad:

Sekretaika Petra piSe na stroji rychlosti 250 (thozli / min. Pfi této rychlosti udéla primérné 3
chyby za 10 minut. Jaka je pravdépodobnost, Ze pti 30-ti minutovém diktatu udéla vice nez 10
chyb?

ResSeni:

Definujme si ndhodnou veli¢inu X jako pocet chyb v diktatu (za 30 minut). Tato ndhodna
veli¢ina (pocet udalosti v casovém intervalu) ma Poissonovo rozdé€leni s parametrem At = 9
(primérny pocet chyb za 30 minut, = EX = DX).

X — Po(9)

—+...+— [=1-0,706= 0,294
o 10!

10 k 0 1 10
P(X>10)=1—P(XSIO)=1—Z%.6"=1_e"(9_+9 9 j
= k=0 K
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Tento vypocet byl ponékud pracny. Proved'me srovnavaci vypocet pomoci centralni limitni
vety:

Vime, ze Poissonovu ndhodnou veli¢inu s parametrem At mizeme aproximovat Pro
< x . onr o 2
dostate¢né velka At normalnim rozdélenim s parametry: p =At, 6° = At.

X — N(99)

Pak:

P(X >10)=1-P(X <10)=1-P(X <105)=1-F(105)= 1-@[10’55_9j =1-®(05)=

=1-0,691= 0,309

Vyhodnoceni aproximace pro tento pripad:

Aproximacni postup byl mnohem rychlejsi, vysledky obou postupii se nam lisi o 1,5%, coz je
asi 5% -ni chyba (0,015/0,294).

Vyklad:

Oprava na spojitost (u pravdépodobnostni funkce):
Je-1i X diskrétni ndhodna veli€ina, pak: P(X =a)=Pa—0,5< X <a+0.5)

Hodnota 0,5 ve vySe uvedeném vztahu je dana dohodou. Teoreticky bychom mohli tuto
komplikaci vyfesit naptiklad takto: P(X = a) = P(a -03<X<a+ 0,2).

Obecné — oprava na spojitost:

Posouzeni vhodnosti pouZiti opravy na spojitost provadime vzdy pii feSeni konkrétniho
piikladu dtslednym prevodem pravdépodobnosti vyskytu ndhodné veliiny na néjakém
intervalu na vztah mezi distribu¢nimi funkcemi v ptislusnych bodech.
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2 Shrnuti:

V této kapitole jsme se vénovali limitnim vétam, tj. tvrzenim, kterd jsou dilezita pro popis
pravdépodobnostnich modell v ptipad¢ rostouciho poc¢tu nahodnych pokust..

Pro orientaci v této problematice jsme se seznamili s nékolika novymi pojmy:

Jestlize posloupnost nahodnych veli¢in X, konverguje podle pravdépodobnosti k nahodné
velic¢iné X, pak:
ve>0: lim P(X, - X|<s)=1
Jestlize posloupnost nahodnych veli¢in {Xp} konverguje k nahodné veli¢iné X v distribuci,
pak:
limF,(x) = F(x),

F(X) v tomto pfipad¢ nazyvame asymptotickou distribu¢ni funkci.

Velice hruby odhad pravdépodobnosti odchylky ndhodné veli¢iny X od jeji stiedni hodnoty
nam umozinuje CebySevova nerovnost:

Ve>0: PQX—EX|25)£%

Chceme-li odhadnout pravdépodobnost, ze odchylka nahodné veli¢iny X od jeji stfedni
hodnoty je knasobkem smérodatné odchylky (k-O'), pak pouzijeme upravenou verzi
Cebysevovy nerovnosti, kdy za & dosadime k.o:

Yok>0: P(X—EX|2k-0)<—

k
Konvergenci priméru v posloupnosti nezavislych velicin se zabyva zakon velkych C¢isel,
ktery fika, ze pramér nezavislych nahodnych veli¢in se stejnymi stifednimi hodnotami
konverguje podle pravdépodobnosti k jejich stiedni hodnote.

Dusledkem zakona velkych cisel je Bernoulliho véta. Bernoulliho véta tikd, ze relativni
cetnost sledovaného jevu konverguje podle pravdépodobnosti k jeho pravdépodobnosti. To
nam umoznuje experimentalné¢ odhadovat neznamou pravdépodobnost pomoci pozorované
relativni Cetnosti (viz. klasickd definice pravdépodobnosti).

Konvergenci rozdéleni k norméalnimu rozdéleni se zabyva centralni limitni véta, kterd ma
dvé dil¢i formulace: Lindebergovu-Lévyho vétu a Moivreovo-Laplaceovu vétu.

Lindebergova-Lévyho véta tika, ze pro dosti velké n ma soucet i primér nahodnych veli¢in
se stejnym rozdé€lenim, stejnym priimérem a stejnym rozptylem piiblizn¢ norméalni rozdéleni:
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Jestlize X3, Xa, ..., X jsou nezavislé ndhodné veliciny se stejnym (libovolnym) rozdélenim,
stejnymi sttednimi hodnotami EX, = EX, =...=EX_ = a se stejnymi (konecnymi) rozptyly

DX, =DX, =...=DX, = o7, pak plati:

X:Zn:X[ :X—)N(nu;naz)

i=1

> X, :
X =4t —>N(,u;a—j

n n

Moivreova-Laplaceova véta vyjadfuje konvergenci binomického rozd€leni k normalnimu
rozdéleni:

Necht” X — Bi(n; p), pak: pro dostate¢n& velka n: X — N(np;np(1— p))
Pticemz pomérné dobré vysledky dava tato aproximace v ptipad¢, Ze:
np(l—p)>9 nebo min{np;n(l—p)}>5

Mezi dilezité aplikace centrdlni limitni véty pak patii moZnost aproximace vybérové
relativni ¢etnosti normalnim rozdélenim:

p_)N(ﬂ';Mj,

n
moznost aproximace Poissonova rozdéleni rozdélenim normalnim:

Necht X —)Po(),t), pak pro dostate¢né¢ velké t miuzeme X aproximovat normalnim
rozd&lenim s parametry: X — N(Az, A¢)

a moznost aproximace prumérného poctu udalosti za ¢asovou jednotku normalnim
rozdélenim:

. : . A
Necht' Y je prumérny pocet vyskytu udalosti za ¢asovou jednotku, pak: ¥ — N (i, 7)

Na zavér zbyva pfipomenout, Ze chceme-li dostat co nejlepsi vysledky pii aproximaci
diskrétniho rozdéleni rozdélenim spojitym, nezapomeneme pii vypocltech na opravu na
spojitost.
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* | Otazky

Vysvétlete pojmy: konvergence podle pravdépodobnosti, konvergence v distribuci.
Co je to CebySevova nerovnost a jak ji miizeme vyuZit?

Vysvétlete zdkon velkych Cisel s ohledem na relativni Cetnost vyskytu néjaké udalosti
v posloupnosti n pokust (Bernoulliho véta)?

Co tika centralni limitni véta (Lindebergova-Lévyho véta, Moivreova-Laplaceova véta)?

Jak miizeme pouzit centralni limitni vétu k aproximaci rozdéleni Poissonova (poptipadé
binomického) rozdélenim normalnim?

Jak mizeme pomoci centrdlni limitni véty aproximovat vybérovou relativni ¢etnost?

Kdy se pouziva oprava na spojitost?
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Ulohy k FeSeni

Farmat prodava brambory po koSich. Vaha koSe ma logaritmicko-normalni rozdéleni se
sttedni hodnotou 17,80 kg a smérodatnou odchylkou 1,76 kg. Jaka je pravdépodobnost, ze
celkova vaha péti kost brambor bude vyssi nez 90 kg ?

Zaméstnanci jistého podniku maji narok na jeden den plné hrazené nemocenské mési¢né.
Jestlize vime, Ze zaméstnanci si vybiraji cca 0,78 dni mésicné ( na zaméstnance ) a v
podniku pracuje 220 zaméstnancil, jakd je pravdépodobnost, zZe si zaméstnanci pristi
mésic budou narokovat vice nez 195 dni ?

V tovarné na vyrobu Zarovek bylo pii vystupni kontrole zjiSténo, Ze zivotnost zarovky je
(1600 + 250) hodin. Jaka je pravdépodobnost, ze vybereme-li nahodné 100 zarovek, tak
jejich primérna zivotnost bude nizsi nez 1560 hodin ?

Majitel kiosku na tramvajové zastavce odhadnul, Zze 15% zakaznik si kupuje hamburger.
Ve stiedu nakupovalo v daném kiosku 375 zdkazniki. Jakd je pravdépodobnost, Ze bylo
prodano vice nez 65 hamburgert?

Mistni firma kompletuje pocitate PC. Primérnd doba potiebna k sestaveni jednoho
pocitace je 35 minut. Ve firm¢ se kompletovdnim se pracuje 8 hodin denné, 20 dni
mesicné. Jaka je pravdépodobnost, ze pfisti mesic zaméstnanci sestavi:

a) vice nez 300 pocitaca

b) mezi 250 a 275 pocitaci

Firma XY se zabyva vyrobou mobilnich telefonii. 5% vyrobki je pii vystupni kontrole
vytfazeno v dusledku vyrobnich vad. Jakd je pravdépodobnost, Ze v kontrolni sérii 500
telefonl bude:

a) mén¢ nez 30 vadnych kust

b) mezi 2.5% a 7.5% vadnych kust

Ptred volbami je v populaci statu 52% ptiznivel koaliénich stran. Jakd je
pravdépodobnost, Ze prizkum vetejnosti rozsahu n = 1500 ukdZe nespravné pievahu
opozice?

Pravdépodobnost zasahu leticiho cile stielcem je 0,95. Jaka je pravdépodobnost, ze pocet
zéasahu ve 100 pokusech bude alespon 97?

Pfi zasahu jadra atomu urcité¢ho prvku dojde s pravdépodobnosti 10% k vyzateni jisté

Castice.

a) Kolem jaké stfedni hodnoty bude kolisat pocet vyzatenych Castic pii zasahu 100
jader?

b) Odhadnéte interval, v némz se bude pohybovat pocet vyzarenych ¢astic pti zasahu 100
jader s pravdépodobnosti 99,9%.
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ReSeni:

1-®(0,25)= 0,401
1-®(1,79)=0,037

(
1-®(1,6)=0,055
(

I-® 1,34) =0,090 (aplikovana oprava na spojitost)

a) 1— @(1,58) =0,057 (aplikovana oprava na spojitost)
b) CD(0,04) + (D(1,47) —1=0,445 (aplikovéana oprava na spojitost)

a) @(1,03)=0,848
b) 2-®(2,56)—1=0,99

1-®(1,55)= 0,061
1-®(0,92)=0,179

a) EX=10, o, =3
b) P(1<X <19)=0,999
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