6 SPOJITA ROZDELENI PRAVDEPODOBNOSTI

@ Cas ke studiu kapitoly: 120 minut

Cil: Po prostudovani tohoto odstavce budete umét:

e charakterizovat jednotlivé typy spojitych rozdé€leni: rovnomeérné,
exponencialni, Erlangovo, Weibullovo, normdlni, normované normalni,
logaritmicko-normalni

e popsat vzijemnou souvislost mezi rozdélenimi v diskrétnim procesu a
V bodovém procesu ve spojitém case
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Vyklad:

V predchazejici kapitole jsme se vénovali rozdélenim popisujicim diskrétni nahodnou
veli¢inu, nyni pfechdzime k popisu spojité ndhodné veli¢iny. Zopakujme si, ze rozdéleni
spojité ndhodné veli¢iny je déno distribucni funkci, popi. hustotou pravdépodobnosti. A nyni
prejdéme piimo k né€kterym specidlnim rozdélenim.

Jiz diive, v nékterém z ptedchozich feSenych piiklad, jsme se setkali s rovhomérnym
(rektangularnim) rozdélenim. Jde o rozdé€leni, jehoz hustota pravdépodobnosti je konstantni

na n&jakém intervalu (a;b) a viude jinde je nulova.

X ... ndhodna veli¢ina s rovnomérnym rozdélenim na intervalu <a; b>

X — R(a;b)
Hustota pravdépodobnosti:
1
_— xe(a;b
f)=p_a *<@P
0 jinde
Distribuéni funkce:
0 X e (- 00; a)
X-a
F(X) = — Xe(ab
=1 (a;b)
1 X € (b;0)
. , a+b
Stredni hodnota: EX = 5
2
Rozptyl: DX = %

Grafické znazornéni hustoty pravdépodobnosti a distribucni funkce
rovnomérného rozdéleni na intervalu <— 1;1>

W -

0
= 05 X 06
= o
04
0.2
0 0
3-25-2.15.105005 11522513 3-25-2-15-1-05005 1152253
X X
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% Pruvodce studiem:

Jak jsme prFisli na to, Ze hustota pravdépodobnosti rovnomérného rozdéleni je
definovana jako:

1
(0=ba *<@B )

0 jinde .

Odvozeni:

Uvedli jsme si, Ze roviomérné rozdéleni na intervalu (&b) je takové, jehoz hustota je
konstantni na daném intervalu a vsude jinde je nulova.

Z toho vyplyva, Ze vztah pro hustotu pravdépodobnosti mizeme zapsat ve tvaru:

Xe<a;b>

N , kde ce R
jinde

f(x):%

Zbyva nam nalézt konstantu c:

]gf(x)dx:l

T f (x)dx = j‘cdx =[x} =c(b-a)

—0o0 a

c(b—a)=1
1
C=——
__b-a
A proto:
1 :
f(0=pa @

0 jinde

e Odvozeni distribucni funkce rovnomérného rozdéleni

xe(-o;a) F(x)z_IOdt:O

x e {a;b) F(x):j()dt+]b1 dt =
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1

b—a

b—a:l

xXe (/7; 7:) F(x)= jli()a’t + j}. dt + j;()dt =
' a b

b—a

e Odvozeni stiedni hodnoty a rozptylu:

EX = Tx-f(x)dx

b
EX:J-x- ! dx = .
= b-a b—a

EX* = sz - f(x)dx

EXZ_jLXZ' 1 dx— 1 .b3—a3_a2+ab+b2
b—a b—a 3 3

DX =EX* - (EX)’

DX—a2 +ab +b? B a+bY _4a2 +4ab + 4b* —3a* — 6ab — 3b* _a2 —2ab +b* B
— 3 2 12 12
_(a-b)
12

Vyklad:
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M¢jme Poissoniv proces, tj. v ur€itém casovém intervalu se s konstantni rychlosti vyskytu A
objevuji udalosti, které jsou na sobé nezavislé (napf. dopravni nehody na Martinovské
kiizovatce, ptichody zédkazniku do supermarketu, atd.).

Pak vhodnym rozdélenim pro popis doby do vyskytu prvni udailosti, popf. doby mezi
udalostmi je exponencidlni rozdéleni.

Toto rozdéleni tizce souvisi s Poissonovym rozdélenim. Jestlize totiz Poissonovo rozdéleni
popisovalo pocet néjakych udalosti v casovém intervalu, exponencialni rozdéleni se pouziva
k popisu doby do vyskytu piislusné udalosti. Napt. pocet dopravnich nehod na Martinovské


http://iastat.vse.cz/Poisson.htm

kiizovatce za urcity ¢asovy interval se popisuje Poissonovym rozdélenim, zatimco dobu od
jedné nehody do druhé Ize popisovat exponencidlnim rozdélenim.

X= doba mezi udalostmi

X ma exponencialni rozdéleni

Obé tato rozdéleni sehravaji diilezitou roli v teorii spolehlivosti. Casté aplikace jsou téz v
teorii hromadné obsluhy (teorie front), kde se pomoci exponencidlniho rozdéleni modeluje
doba ¢ekani ve fronté. To, Ze ndhodn4 veli¢ina X ma exponencialni rozd¢leni s parametry A a

A budeme zapisovat:
X -> EAA
Hustota pravdépodobnosti tohoto rozdéleni ma tvar:
fO=1-e*N;  t>A;AeR;1>0
Parametr A se Casto interpretuje jako tzv. ,parametr posunuti“ rozdéleni na ose x. Velmi
Casto se pii aplikacich setkdvame s "neposunutym" exponencialnim rozdélenim, pro které
A=0. My se nadile budeme zabyvat pouze timto ,neposunutym® exponencialnim
rozdélenim.
To, Zze nahodna veli¢ina X ma exponencialni rozdéleni s parametry A=0 a A budeme
zapisovat:
X > EQ)

Pak se tvar hustoty pravdépodobnosti pon¢kud zjednodusi:

fO=A-e™;  t>0;1>0
Distribuéni funkce ndhodné veli¢iny s exponencidlnim rozdélenim E()L):

Fit)=1-e™; t>0;1>0

Intenzita poruch nahodné veli¢iny s exponencialnim rozdélenim E(L):

A(t) = A =konst,; t>0;1>0
Sti‘edni hodnota: EX =

1
2
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Rozptyl: DX = %

Grafické znazornéni hustoty pravdépodobnosti a distribucni funkce
exponencialniho rozdéleni
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6.2.1 Exponenciilni rozdéleni = ,,rozdéleni bez paméti*

Exponencialni rozdéleni byva nékdy nazyvano "rozdéleni bez paméti". Tento nazev
znamena, ze:
P(X >t +t,)X >t)=P(X>t,}  t;t,>0

Co si predstavit pod timto vztahem?

Povazujme exponencialni ndhodnou veli¢inu X za dobu do poruchy néjakého zatizeni. Pak
pravdépodobnost, Ze zafizeni, které pracovalo bez poruchy po dobu t;, bude pracovat bez
poruchy jesté alespon po dobu tp, je rovna pravdépodobnosti, ze zafizeni, které dosud nebylo
v provozu, bude pracovat alespoii po dobu t;,

porucha

0 ty tit+

porucha

X ... doba do poruchy
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7Zda se jako by toto zafizeni "zapomnélo" na diive odpracovanou dobu. (Povazovali-li
bychom dobu do poruchy Vaseho monitoru za exponencidlni ndhodnou veli¢inu, pak
pravdépodobnost, ze se Vas monitor poroucha za vice nez 200hodin od této chvile, by nijak
nezavisela na jeho stari (dobé jeho predchazejiciho provozu)).

Tato vlastnost vysvétluje pouziti exponencidlniho rozdéleni v teorii spolehlivosti.
Exponencidlni rozdéleni popisuje dobie rozdéleni doby Zivota zarizeni, u kterych
dochazi k poruse ze zcela nahodnych pficin a nikoliv v disledku opotiebeni (mechanické
opotiebeni, unava materidlu apod.). Zaroven tato vlastnost exponencidlniho rozdéleni
vysvétluje pro¢ je jeho intenzita poruch konstantni (neni zdvisld na délce piedchazejiciho
provozu zatizeni).

Ma-li doba do vyskytu udalosti exponencidlni rozdéleni, pak informace o tom, Ze udalost
nenastala po dobu t;, neméni pravdépodobnost vyskytu udalosti v nasledujicim obdobi délky

.
%% Pruvodce studiem:

A opét prichazi pasaz vénovana zdajemctim o matematické pozadi pouzivanych vztahi:

e Odvozeni distribucni funkce exponencidalniho rozdéleni
» Popisujeme nahodnou velicinu X.

X ... doba do vyskytu udalosti (doba mezi uddlostmi) v Poissonové procesu, X — E(A)
» Definujme si nahodnou velicinu N; jako:

Nt ... pocet vskytu uddlosti v casovém intervalu (0;t), N, — Po(A)

» Na zakladeé logické uvahy, které napomiize nasledujici obrazek, pak miizeme tvrdit, Ze
nasledujici jevy jsou ekvivalentni:

(N 2 1) ... V casovém intervalu (0;t) dojde k alespon jednomu vyskytu udalosti

(X < t) ... doba mezi udalostmi (doba do prvni udalosti) je mensi nez t
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X ... doba mezi udalostmi

doba vyskytu udalosti

Coz miizeme zapsat nasledujici formou:

(N, >1) = (X <1)
» Na zaklade vyse uvedené ekvivalence jevii pak miizeme zapsat i prislusné vztahy pro jejich
pravdépodobnosti a z nich odvodit distribucni funkci nahodné veliciny X (doby do vyskytu
udalosti)

P(X <f)=P(N, 1)

F(t) =1-P(N,<1)

F(t) =1-P(N,=0)
e

F  =1-"=5—

F(t) =l-e™; t>20,1>0

e Odvozeni hustoty pravdépodobnosti exponencialniho rozdéleni

» Hustotu pravdeépodobnosti odvodime z prevodniho vztahu mezi hustotou a distribucni
funkci:

_dF ()
fo==

f(t)=2e™" t>0;1>0

e Odvozeni intenzity poruch exponencidalniho rozdéleni

» Intenzitu poruch odvodime z definicniho vztahu:
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_ )
/1(1)_1_F(t), F()<L4.t>0
A-e ™ 1
l(t)_l— 1—e*) 7 EX

e Odvozeni stiedni hodnoty a rozptylu

u=At v =e™

u =4 VZ(—l)ew
A

_ a At g, ~at - _l - a:
= (- 1)121306 +j dt = (1)[1330/18 +j dt = 0+j dt = lelilolo|: e L

L)(:Trf(t)dt:Tt-ke*tdt:
—o0 0

= lim[— t-e” ];’ + Te’ﬂ’dt =
0

a—»o

:z((/;t;t)) vv(jije _hm[ t’e” ] +

a—o

= th - f(t)dt = th A-eMdt =
—0 0

© 2
+[2-1-edt=(=1)- 11m—+J.2 t-edt =(-1)-lim
0

a—o o a—o 4. e

+J'2 t-eMdt =

5 u=(2t) v =e™
=( 1) lim ———— +IZ t-eMdt = 0+I2 t-eMdt = y

a—o /12
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e Nasledujici graf ilustruje nékteré priklady hustoty pravdépodobnosti pro riizné hodnoty
parametru A. Stoji za povsimnuti, Ze tvar hustoty je podobny jako tvar pravdépodobnostni
funkce geometrického rozdeéleni. Exponencialni rozdeéleni je spojitym ekvivalentem
diskrétniho geometrického rozdeleni pravdeépodobnosti.

l
10 F] ' ' ' ' '
—3
8 5
6
—

f(
|"'|'-y'|"'|"'|

(]
o
N
o
(=]
—
]
—
(8]
]

Reseny piiklad:

Vyrobce zarovky XX vi, ze primérna Zivotnost zarovek XX je 10.000 h. V ramci své
propagacni kampané chce garantovat dobu T, do niZ se nespali vice nez 3% Zzarovek. Urcete
tuto dobu.

ReSeni:
X ... zivotnost zarovky (doba do poruchy) mé exponencialni rozdéleni
X —>EQ)

e Urcime parametr A:

1
EX =~ — A=10"h"
EX =10.000 &

e Na zaklad¢ zadané pravdépodobnosti najdeme dobu T:
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P(X <T) <0,03

F(T) <0,03
1-e*" <003
0,97 <e
_In(097) _ -

)L

T <-10*-In(0,97)=T =304 h

Vyrobce muze tvrdit, Ze vice nez 97% zarovek ma zivotnost delsi nez 304 hodin.

Vyklad:

Urcitym zobecnénim exponencialni ndhodné veli¢iny (doba do (prvni) poruchy) je ndhodna
veli¢ina s Erlangovym rozdélenim, kterda popisuje dobu do vyskytu k-té udalosti
Vv Poissonové procesu.

Erlangovo rozdéleni je specidlnim typem tzv. Gamma rozdéleni pro k Z mnoZiny celych
Cisel. (Tento vztah je vhodné znat, chceme-li k nalezeni distribuéni funkce, popf. hustoty
pravdépodobnosti  pouzit statisticky software — nékteré statistické pakety maji
implementovano pouze Gamma rozdéleni a hodnoty Erlangova rozdéleni pak ziskdme
dosazenim ptislusnych parametri).

Erlangovo rozdéleni ma dva parametry: K — pocet udalosti (parametr tvaru, shape, o —
v Gamma rozdéleni), k nimz ma dojit a rychlost vyskytu téchto udalosti A (parametr méfitka,

scale, B v Gamma rozdéleni).

Ma-li ndhodna veli¢ina X Erlangovo rozdé€leni, znac¢ime to takto:

X, — Erlang (k, 1)
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Xk = doba do vyskytu k.udélosti (na obr. k = 4)

Cas vyskytu

Xk mé Erlangovo rozdéleni

4 5

Nahodnou veli¢inu s Erlangovym rozdélenim si mtizeme ptedstavit jako soucet k nezavislych
exponencialnich ndhodnych veli¢in (doba do vyskytu k-té udalosti je sou¢tem dob mezi 0-tou

a 1. udalosti, 1. a 2. udalosti, ..., (k-1). a k. udalosti).

Pro Erlangovo rozdéleni s parametry k a A plati tyto vztahy:

Hustota pravdépodobnosti:

()
N=2A-e™. ( ;>0
fn=te (k—1)
Distribu¢ni funkce:
k-1 J
FO)=1-¢*-Y (1{)
= !
Intenzita poruch:
A
A(t) = ki 1
(k—1)! 4
= (k—1- j)!(ﬂt)]
oo k
Stredni hodnota: EX, = z
k
Rozptyl: DX, = ’a
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Graf intenzity poruch Erlangova rozdéleni proA=1; k=3;5;7

Erlangovo rozdéleni

k=3
0,8 -+ k=5
0,6 - k=7
M1)
0,4 -
0,2 -+
O - T T T 1
0 5 10 15 20

t

Intenzita poruch A(t) je V pifipadé Erlangova rozdéleni rostouci funkce a proto je toto
rozdéleni vhodné pro modelovani procesi starnuti.

%% Pravodce studiem:

Nasledujici pasaz je znovu urcena pro zdajemce o matematické pozadi pouzivanych vztahi.

e  Odvozeni distribucni funkce Erlangova rozdéleni
Méjme:
Xk ... doba do vyskytu k-té uddlosti v Poissonové procesu, X, —> Erlang (k; 1)

Nt ... pocet vyskytu uddlosti v casovém intervalu (0;t), N, —> Po (Af)

Plati, Ze v casovém intervalu (0;t) nastane alespon k udalosti prave kdyz doba do vyskytu k-té
udalosti je mensi nez t.

(N, > k)= (X, <?)

Z této ekvivalence Ize odvodit distribucni funkci Erlangova rozdéleni.

F(t)=P(X, <t)=P(N, 2k)=1-P(N, <k)= kzl“{e )j] l_e—a.k‘l(ﬂt)j

e Odvozeni hustoty pravdépodobnosti

Hustotu pravdépodobnosti ziskame derivaci distribucni funkce:
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1) = =
1 d = J! = J!
B k-1 ﬂ.t)’ B k-1 (/71)]71
— /1 e At ( 2« At —
Z J! Z (j-1)

e Odvozeni intenzity poruch

_ f®
A= 1- F(1)
goen ()
_ (k—1) _ A _ A B A _
> k-1 (ﬂl)j 1) k-1 (ﬂl)j 1 Lk_1 (lt)J—k+1 C 1) k-1 1
% J! =1 i () =1} = =) = ()
_ A
(k-1) 1

e Odvozeni stiedni hodnoty a rozptylu
Méjme:

Xk ... doba do vyskytu k-té uddlosti v Poissonové procesu, X, —> Erlang (k; 1)
X ... doba do vyskytu uddlosti v Poissonové procesu, X —> E(A1)

Je zirejmé, Ze Erlangova ndhodna velicina (s parametry k; 1) je souctem k exponencialnich
velicin (s parametrem A):

X, =Zk:X,.

i=1
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Zvlastnosti stredni hodnoty vime, Ze stiedni hodnota souctu nahodnych velicin je rovna
souctu jejich strednich hodnot:

k 1 1 1
EX, =) EX, R RIE

i=1

N

Jednotlivé exponencialni nahodné veliciny jsou nezavislé a proto taktéz rozptyl souctu
nahodnych velicin je roven souctu jejich rozptyli:

DX —Zk:DX —i+i+ +L—i
ka0 p 2R

e Na ndsledujicim obrdzku jsou p¥iklady hustoty Gamma rozdéleni pro A = 1 a riizné
hodnoty k. Poznamenejme, Ze s rostoucim K roste rozptyl tohoto rozdéleni a koeficient

Sikmosti se priblizuje nule (rozdéleni je vice symetrické).

Erlangovo rozdéleni

03 Shape, Sca
.- —3,1
0.25 5.1
2 7.1
X015
—
0.1
0,05
0 S——————

Vyklad:

Weibullovo rozdé€leni je velmi flexibilni (diky parametru ) a proto se jim zejména v teorii
spolehlivosti popisuji spojité nahodné veli¢iny definované jako doba do poruchy (doba
bezporuchovosti). Pouziva se zejména pii popisu komponent, které jsou v obdobi rannych
poruch nebo v obdobi starnuti (tj. tam kde se projevuje mechanické opotiebeni nebo tinava
materialu).

Weibullovo rozd€leni ma dva parametry: @ — parametr métitka (scale, ® > 0, zavisi na
materialu, namahani a podminkach uzivani) a  — parametr tvaru (shape, B > 0, na jeho
hodnoté zavisi tvar intenzity poruch a tim i vhodnost pouziti pro urcité obdobi doby Zivota).
Ma-1i ndhodné veli¢ina X Weibullovo rozdéleni, zna¢ime to takto:

X > W(B,p)
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Distribuéni funkce:

Y
F(t)zl—e(Qj; t>0,0>0; >0

Hustota pravdépodobnosti:

s e oo
f(t)—®(®j e ; t>0,0>0,4>0

Intenzita poruch:

g\
A==, — ; t>0,0>0,6>0
0-2(1) ;

Ze vztahu pro intenzitu poruch Weibullova rozdéleni je zfejmé, Ze:
A(t) = konst.- t"

a proto tvar intenzity poruch zavisi na volbé parametru f3.

Nékteré priklady intenzity poruch Weibullova rozdéleni (0=1):

AMt) 10
8 -
6 -
4 -
p=1,5
) /_
0 ;vL =1,0

B=0,5

Vsimnéme si, ze pro =1, piejde Weibullovo rozd€leni v rozdéleni exponencialni (konstantni

. . 1
intenzita poruch) s parametrem A = .

=1 = W(@;l)eE(éj
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Z vyse uvedeného grafu je rovnéz ziejmé pouziti Weibullova rozdéleni v zavislosti na
parametru f3:

0< <1 | obdobidétskych nemoci A(t) ... klesajici funkce
1
p=1 obdobi stabilniho zivota Alt) = konst. = . A (exp. rozdéleni)
1<p<2 obdobi starnuti A1) ... konkavni, rostouci funkce
p=2 obdobi starnuti A(t) ... linearn€ rostouci funkce
£>2 obdobi starnuti A1) ... konvexni, rostouci funkce

Mezi mnohymi dosud probranymi rozdélenimi zalozenymi na Bernoulliho pokusech a na
Poissonove procesu Ize najit logickou souvislost zobrazenou na nésledujicim obrazku.

DISKRETNI BODOVY PROCES
PROCES VE SPOJ. CASE

Bernoulliho pokusy Poissontiv proces

Binomicka nahodna velic¢ina Poissonova nahodna velic¢ina
pocet uspéchii v n pokusech < > pocet udalosti v casovém
intervalu délky t

Geometricka nah. veli¢ina Exponencialni nah. veli¢ina
pocet pokust do prvniho < > doba do prvni udalosti
uspéchu (doba mezi udalostmi)

Neg. bin. nahodna veli¢ina Erlangova nahodna veli¢ina
pocet pokust do k-tého < > doba do k-té udalosti

uspéchu
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Reseny priklad:

Ptredpokladejme, ze doba do poruchy urcitého systému je modelovana Weibullovym
rozdélenim s linearné rostouci intenzitou poruch. (® =50)

a) Jaka je intenzita poruch systému po deseti hodinach funkce?
b) Jaka je pravdépodobnost, ze systém bude pracovat bez poruchy béhem pocate¢nich 100

hodin?

ReSeni:

X ... doba do poruchy, (X — W(50; )

Hodnotu parametru § ur¢ime na zaklad€ poznamky, Ze intenzita poruch je linearné rostouci.
Obecny tvar intenzity poruch Weibullova rozdé€lenti je:

At) =

@™

)
| — ; t>0,0>0,6>0
(@)] b

Z ¢ehoz vyplyva, ze p=2.

ada)

adb)

X - w(50;2)

Hledanou intenzitu poruch ur¢ime dosazenim do obecného vztahu:

2-1
(10 =3{1—0j = 0,008
50150

N
A

Intenzita poruch daného systému je po 10 hodinidch provozu 0,008. Tj. pokud byl
systtm po 10 hodin bezporuchovy, pak pravdépodobnost, ze v nasledujicim velmi
kratkém Casovém intervalu At dojde k poruse, je 0,008 .At.

Pravdépodobnost, Ze systém bude prvnich 100 hodin bezporuchovy ur¢ime pies jev
opacny, jehoz pravdépodobnost udava distribu¢ni funkce.

NV
F(t):l—e(‘aj; t>0,0>0; #>0

100Y’ 100Y’
P(X >100)=1- F(100)=1— 1—e7(Rj =e{5] =e*=0,018

Pravdépodobnost, Ze dany systém bude prvnich 100 hodin bezporuchovy je 1,8%.
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Vyklad:

vvvvvv

velkého mnoZstvi ndhodnych jevl v technice, pfirodnich védach i ekonomii.

Klasickym piikladem tohoto rozdéleni je rozdéleni ndhodnych chyb vzniklych pfi méfeni
n¢jaké veliiny (taznosti 0,5 palcovych trubek). Pii opakovaném meéfeni téze veliiny za
stejnych podminek zplsobuji ndhodné (neovlivnitelné) vlivy odchylky od skutecné hodnoty
meéfené veliCiny.

Lze fici, Ze normalni rozdéleni je vhodnym pravdépodobnostnim modelem tehdy,
pusobi-li na Kkolisani nidhodné veli¢iny velky pocet nepatrnych a vziajemné nezavislych
vlivii.

Znaény vyznam normalniho rozdéleni spociva rovnéz v tom, ze za ur€itych podminek lze
pomoci néj aproximovat radu jinych spojitych i nespojitych rozdéleni.

Normalni rozdéleni ma dva parametry: p — stfedni hodnotu, charakterizujici polohu tohoto
rozd&leni a 6° — rozptyl, charakterizujici rozptyleni hodnot kolem stfedni hodnoty.

POZOR!
V anglosasské literatufe (a v nékterych statistickych paketech) jsou jako parametry
normalniho rozdéleni uvadény stiedni hodnota p a smérodatna odchylka o.

Normalni rozdéleni (hustota pravdépodobnosti) je jednomodalni rozd€leni, symetrické kolem
sttedni hodnoty p. Stfedni hodnota je rovna modu a medianu. Nahodna veli¢ina X, jeZ se
rimto rozdélenim fidi, mize nabyvat libovolné hodnoty z R. Ktivka hustoty pravdépodobnosti
(Gaussova kiivka) ma zvonovity tvar s maximem ve stiedni hodnoté a ,Sifkou tmérnou
smérodatné odchylce.

To, Ze se ndhodna veli¢ina X ¥idi normalnim rozd&lenim se stfedni hodnotou p a rozptylem o
zapisujeme:

X >N (,u; 0'2)

Hustota pravdépodobnosti:

v A7)
f(x)—aﬂe ;

—0<X<®

Distribuéni funkce:

F(x)= ! -]ie_(tﬁ‘i] dt
oN2x °,
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Stfedni hodnota:  EX =y
Rozptyl: DX =c"
Grafické znazornéni hustoty pravdépodobnosti a distribucni funkce:
0.2 'F
°‘°i ox%
2| o 06]
= e x|
= 0.8 | L o4 : ,
0.04 ‘ i E 1
0 \\ { 0 | o | T FETTSNRTN =
0 4 8 12 e 20 0 ’ - 12 L
v
0
Vliv p na ki'ivku hustoty pravdépodobnosti
04 F ' ' ' ' ] Mean,Std. de
L 1 = 5_.1
i 1 — 8,1
0.3 1 — 201
X o02f ]
— i
01F i
0L — — ; : — -
-7 -3 1 5 9 13
X
Vliv ¢ na krivku hustoty pravdépodobnosti
04 [ ' ' ' J  Mean,Std. de
i 1 = 5,1
— 1 —52
0.3 - ‘ 54
X o02f ;
h -
01 | / :
D il — J 1 M i1l
-15 -5 5 15 25
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Vypocet distribu¢ni funkce je analyticky nemozny a proto se vyuzivd moznosti vyjadfit
distribu¢ni funkci normalni nahodné veli¢iny pomoci distribu¢ni funkce normované nahodné

veli¢iny, tj. normalni nahodné veli¢iny s parametry p = 0, o°> = 1. Distribuéni funkce
normované nahodné veli€iny je pfitom tabelovana. (Viz. 6.7.1)

Jak jiz jsme se zminili, jde o specidlni typ normalniho rozdé€leni se stfedni hodnotou rovnou
nule a jednotkovym rozptylem.

To, Ze ma ndhodna veli¢ina Z (obvyklé znaceni pro tuto ndhodnou veli¢inu) normované
normalni rozdéleni, znac¢ime:

Z — N(0;1)

Diilezitost tohoto rozdéleni ukazuje i1 nestandardni znaceni pro distribu¢ni funkci (P(x)) a
hustotu pravdépodobnosti (¢(x)).

Hustota pravdépodobnosti:

s
(p(x)—\/ﬂ-e ; —0<Xx <0
Distribuéni funkce:
1 L
(D(X) :E-:Le 2dt

Stfedni hodnota: EZ =0

Rozptyl: DZ =1

Grafické znazornéni hustoty pravdépodobnosti a distribucni funkce:

" i Y — =
OJY 08
* 02 3 98
- W o4
01 !
/ 02]

SR e — 0: i
S S 3 S 5 3 ¥ i 3 5
X X
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Urceni distribucni funkce ®(x):

0,45 4

Hustota pravdépodobnosti normovaného normalniho rozdéleni je symetrickd kolem ,,0“ a
plati pro ni tedy:

P(2)=p(-z);  —0<z<®
A opét ze symetrie dostdvame pro distribu¢ni funkci (viz. vySe uvedeny obrazek):
D(z)=1-D(—2); —0<z<00
Zaroven lze dokézat, Ze pro kvantily normovaného normalniho rozdé€leni plati vztah:

Zp :_Zl

-pP

Dulezitost tohoto rozdeleni spociva zejména v tom, Ze jeho distribuéni funkce je tabelovana
(viz. ptiloha Tabulky). V tabulkdch najdeme distribu¢ni funkci normovaného normaélniho
rozdeleni pro z > 0, pro z < 0 urc¢ime distribu¢ni funkci na zdklad¢ pievodniho vztahu mezi
D(z) a D(-2).

Reseny priklad:

UrcCete:
a) ©(0,54)
b) d(-2.42)
C) Zo7s
d) Zzogs
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ReSeni:

ada)

adb)

adc)

add)

PfisluSnou distribu¢ni funkci nalezneme v Tabulce 1:

V prvnim sloupci je uveden argument distribu¢ni funkce s presnosti na jedno desetinné
misto (0,5), identifikator druhého sloupce udava druhé desetinné misto argumentu (4).

®(0,54) = 0,705

Pro nalezeni distribu¢ni funkce zaporného argumentu musime pouzit prevodni vztah:
O(z)=1-D(-2); —0<z<0

V nasem ptipade¢:
D(-2,42) =1-D(2,42)
®(-2,42) =1-0,992
®(-2,42) = 0,008

Pro ur¢eni 100p%-niho kvantilu se musime pokusit najit p v jadru tabulky a urcit pro n¢
ptisluSnou hodnotu z,.

®(z,)=p
V nasem ptipade¢:

®(z,,5)=0,75
Zoss 20,67

V Tabulce 1 nalezneme hodnoty (50 az 100)%-nich kvantilii. Pro nalezeni (0 az 50)%-
nich kvantilli musime pouZit pfevodni vztah mezi kvantily, ktery si timto odvodime:

D(z,)=p; O(z,_,)=1-p

1-®(z,)=1-p
O(-z,) =(z,_,)
T Ty

V naSem pripadé:

» Zpos V Tabulce 1 nenalezneme.
P Zgy5 ==Z1025 =—Zg75

» Nalezneme zg 75:
CD(ZO,75 ) =0,75

Zy75 = 0,67

» Urcime zg 25 Zoas =—Zo75=—0,67
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Vyklad:

6.7.1 Standardizace normalniho rozdéleni
Jak jsme jiz uvedli vySe, distribu¢ni funkci normalni ndhodné veli¢iny nedokaZeme analyticky
nalézt a proto pro jeji ur€eni pouzivame distribucni funkce normované (standardni) normalni

nahodné veli¢iny.

Necht’:

Pak definujme ndhodnou veli¢inu Z:

Nahodna veli¢ina Z ma normované normalni rozdéleni, Z — N (0;1) .

Mezi distribu¢ni funkci normélni a normované normalni ndhodné veli€iny plati tento pfevodni

vztah:
F(x)= cp(x —H j
(o2

Dukaz:

F(x)zP(X<x)=P(Z-O'+,u<x):P(Z<x_'uj:q)(ﬂj
o

¥

Reseny priklad:

Necht' ndhodna veli¢ina X ma normalni rozdéleni se stfedni hodnotou 10 a smérodatnou
odchylkou 5. Urcete:

a) F(7)
b) Xo7s
C) Xo30

ReSeni:

X - N(10;25)= u=10,0° =25
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ada) Distribu¢ni funkci normalni ndhodné veli¢iny uréime pomoci standardizace:

F(x):CD(x_’uj
(o2

F(7)= q{ﬂ] = (- 0,6)

V25
F(7)=1-®(0,6)
F(7)=1-0,726 (viz. Tabulka1)
F(7)=0,274

adb) Postup pii ur¢eni horniho kvartilu je nasledujici (opét vyuZzijeme standardizace):

F(x,45)=0,75

Xo,5 —10
@[—0’75 =0,75
V25 ’

Xo75 —10 .

7075 7 =0,67 viz. Tabulka l
V25 ( )

Xo.75 =5.0,67+10

X075 =13,35

adc) Ponékud odlisny postup musime pouzit pro nalezeni 30%-niho kvantilu:

F(x,5,)=0,30

Xo30 — 10
O — [=0,30
[ V25 j

V této fazi vSak jeSté nemuzeme pouzit Tabulku 1, protoze v jadru tabulky se
nachdzeji pouze hodnoty (0,50 az 1,00). A proto rovnici upravime do vhodnéjsiho
tvaru:

Xy30 — 10
O —— =0,30
( V25 j

| B0 Z100 350
V25 ’

Xo30 — 10
O ——— [=0,70
[ V25 ]
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A nyni jiz tabulky mizeme pouzit:

Xo30—10
O ——— |=0,70
( V25 ]

Xo30—10
-2~ 20,525 (viz. Tabulkal)
J25
X030 =-5-0,525+10
Xo0 =17375

Vyklad:

6.7.2 Pravidlo 6c
Pravidlo 606 je jednim ze zakladnich principl na nichz stoji kontrola kvality a jakosti (SPC —

Statisitics Process Control, ISO normy). Toto pravidlo tika, Ze mame-li data pochazejici
Z normalniho rozdéleni o parametrech p, ¢’ (hodnoty normalni nahodné veli¢iny X,

X — N(u,6?)), pak téméF viechna (99,8% z nich) lezi v intervalu (u+3c). Protoze délka
tohoto intervalu je 6o, hovofi se o pravidle Sesti sigma.

Diikaz:
X > N(,u,az)

Chceme dokézat, 7e: P(u—30 < X < u+30)=0,998

L: P(u-30<X <pu+30)= F(,u+30')—F(,u—30):CD((ﬂ+3;)_ﬂ)—q)((ﬂ_3;)_ﬂj:

= ®(3)-D(-3)= D(3)-[1-d(3)]=2-(3)-1=2-0,999-1=
=0,998
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Reseny piiklad:

Stanovme pravdépodobnost, Zze ndhodna velicina X majici rozdéleni N(,u,az) nabude
hodnoty z intervalu (1—k -o; u+k-o) pro dané kladné k.
ReSeni:

Pro k>0:

P(u—ko < X < +ker) = Fu-+ko)— F(u—ko) = cp[(“"(j)‘ﬂ)_q)[(ﬂ-k;)—ﬂj _

=0(k)-D(-k)=d(k)-[l-D(k)] = 2-Dd(k)-1

Naésledujici tabulka uvadi hodnoty této pravdépodobnosti pro nékteré hodnoty k:

k P(u—ko <X < u+ko)
1 0,683

1,64 0,900

1,96 0,950

2,58 0,990
3 0,998

Vyklad:

6.7.3 Nastroje ovéreni normality

Normalita je hlavnim pfedpokladem o datech v drtivé vétSin€ analyz a testl (parametrické
testy, Shewhartovy regulacni diagramy, indexy zpusobilosti...). Jde o piedpoklad, ze data
pochéazeji znormalniho rozdéleni. Ovéfeni normality je nezbytny krok pred kaZdou
zodpovédnou analyzou jednorozmérnych dat.

a) Grafické znazornéni a vizualni posouzeni
(uzivatel musi mit alesponl minimalni znalosti o konstrukci a pouzivani diagnostickych

exploratornich graf). Nejcastéji se pouziva Q-Q graf, jadrové odhady hustoty, popt. kruhovy
graf.

Q-Q graf
Jde o graf pro diagnostiku normality a odlehlych pozorovani. Na 0se X jsou vyneseny
teoretické kvantily normalniho rozdé€leni, na ose y jsou vybérové kvantily konstruované ptimo
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z dat (viz. Exploratorni analyza). Pro normalni data
bez odlehlych pozorovani mé graf tvar pfimky; pro
normalni data s odlehlymi pozorovanimi ma tvar
pifimky s koncovymi body lezicimi mimo tuto
piimku; pro systematicky seSikmena data s kladnou
Sikmosti (napf. rozdéleni lognormalni,
exponencialni) ma nelinearni konvexni tvar . Pro
systematicky seSikmend data se zapornou Sikmosti
ma nelinearni konkavni tvar . Pro data s vyssi
Spicatosti nez odpovida normalnimu rozdéleni, tedy
s vysokou koncentraci dat kolem stfedni hodnoty

percentage
8

Q-Q graf pro promennou Vaha

lambdat = .0 5375, lambda2 = 00

e

1380 1400 1420 1440 480

1480

(napt. Laplaceovo rozdéleni) ma tvar konkédvné-konvexni . Pro data s niz§i Spicatosti nez
odpovid4 normalnimu rozdéleni, tedy s malou koncentraci dat kolem stfedni hodnoty (napf.
rovnomérné rozdéleni) ma tvar konvexné-konkdvni . Proti statistikdim mé QQ-graf vyhodu
V moznosti vizualné posoudit, zda je nelinearita zptisobena jen né€kolika body, nebo vSemi

daty.

Odhad hustoty

Porovnani pribéhu hustoty pravdépodobnosti
normdlniho rozdéleni (plnd cara) s jadrovym
odhadem hustoty vypocitanym na zéklad¢ dat
(pferuSovana cara). V piipad€ normality a vétsiho
mnozstvi dat jsou si obé kiivky blizké.

Kruhovy graf

Slouzi ke komplexnimu vizuadlnimu posouzeni
normality na zdkladé kombinace Sikmosti a
Spicatosti. Zeleny kruh (elipsa) je optimalni tvar pro
normdlni rozdé€leni, cerny “kruh® predstavuje data.
V ptipad€ normalnich dat se ob¢€ kiivky téméf kryji.
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b) Statistické testy o normalité

Pro ovéteni toho, zda data 1ze povazovat za vybér z normalniho rozdéleni se pouziva mnoho
druhii statistickych testli (budeme se zabyvat pozd¢ji). Pro ptiklad uved'me — test dobré
shody (Goodness of Fit Test) a testy zaloZené na hodnoté odhadu Sikmosti a Spicatosti.

Jestlize ma nahodna veli¢ina Y, Y = In X, normalni rozd¢€leni s parametry p a o’ pak ndhodna
veli¢ina X ma logaritmicko-norméalni rozdéleni se stejnymi parametry, coz zapisujeme:

X — LN(;6?)

Z definice je ziejmé, Ze nahodna veli¢ina s logaritmicko-normalnim rozdélenim muze nabyvat
pouze kladnych hodnot (defini¢ni obor In x). Proto nachazi uplatnéni pti popisu nahodnych
veli¢in nabyvajicich pouze kladnych hodnot a to zejména v pripadech, kdy hustota
pravdépodobnosti je asymetrickda (Sikmost neni nulovd) sjednim vrcholem. Znacény
vyznam tohoto rozdé€leni tedy nachazime v teorii spolehlivosti (rlizné parametry soucastek
nabyvaji pouze kladnych hodnot — Zivotnost, rozméry, taznost, ...) a v ekonomii pfi popisu
piijmu (ptijmova rozde€leni).

Hustota pravdépodobnosti:
(Inx—p)?
20 - prox>0

l —
f(x)= Xax/g.e

0 prox <0

Distribuéni funkce:

Distribu¢ni funkci log.-normélniho rozdé¢leni nalezneme prostfednictvim distribu¢ni funkce
normovaného normalniho rozdéleni.

@(mx_#]; prox >0

F(x)= ?
0 prox<0
Sti‘edni hodnota: EX = e#+7
2u+o? 2
Rozptyl: DX =e (e" —1)

100p%o-ni kvantil: X, = et

kde z,, je 100p%-ni kvantil normovaného normalniho rozdéleni
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Grafické znazornéni hustoty pravdépodobnosti a distribucni funkce:
X ... pfijem zaméstnanci jisté firmy

X — LN(12.000;4.000%)

(X 0,00001)
12 1 ——
10 ' 08
8 ZI=
P ; Ve
% Lo
g 0 W ps
2 02
O C
0 1 2 3 4 0 2 S 4
(X 10000) X X 10000)

Pti praktickém pouZivani tohoto rozdéleni postupujeme tak, Ze ndhodnou veli¢inu X nejdiive
pirevedeme na Y = In X a potom jiz postupujeme stejné€ jako u normalniho rozd¢leni.

%% Pravodce studiem:

A opét zde mame pasaz pro zdajemce:

e Odvozeni distribucni funkce logaritmicko-normadlniho rozdéleni:

Necht':
Y=InX

X > LN(zo?) < Yo N(g0?)

Fx(X) (resp. Fy(y)) je distribucni funkce nahodné veliciny X (resp. Y)

vx>0: F(x)=P(X <x)=P(e’ <x)=P(Y <Inx)=F,(In x):cp(lnx_”)
(o2

vx<0: F,(x)=0
e  Odvozeni hustoty pravdépodobnosti logaritmicko-normadlniho rozdéleni:

fx (x) ... hustota pravdepodobnosti nahodné veliciny X
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Vx>0:

VX <0:

(In X—//]Z

202

e Odvozeni vztahu pro vypocet 100p %-niho kvantilu:

.

P(X <xp) =p
F(x,) =p

| —
q{nxp yJ:p
(e}

D=t (olz,)-p)
O

Inx, =0-2,+tu

Xp _e(/‘“'a'zp)

Reseny priklad:

Necht' X je nahodna veli¢ina s logaritmicko-normalnim rozd&lenim s parametry: p=2; ¢°=9.

Urcete:

a) pravdépodobnost, Ze nahodna veli¢ina X je z intervalu (0;30)

b) median daného rozdéleni

c) stfedni hodnotu a rozptyl nahodné veli¢iny X

ReSeni:

X — LN(2,9)

ada) Pravdépodobnost, ze ndhodna veli¢ina X je z intervalu (0;30) mtizeme urCovat rovnéz
jako pravdépodobnost, Ze ndhodnd veli¢ina X je mens$i nez 30, nebot’ log.-normalni
nahodna veli¢ina mize nabyvat pouze kladnych hodnot.

Pfipomenime si postup pii urcovani distribu¢ni funkce log.-normalni ndhodné veli¢iny:
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@(mx_ﬂj; prox >0
F(x) = 7

0 prox <0

A nyni jiz pfejdéme k urceni hledané pravdépodobnosti:

P(0< X <30)=F(30)— F(0) = @(%j —0=a1(0,47)= 0,681
nebo
P(0< X <30)=P(X <30)=F(30)= q{%) =®(0,47)= 0,681

adb) Pro urceni medianu mizeme pouzit vztah pro 100p%-ni kvantil, ktery byl odvozen
Vv Priivodci studiem:
Htoz,

X, =¢€

N~

2++/9-0 2 o
o =e :7,

Z45s =0 (viz. Tabulka 1) = X5 =e

adc) Stredni hodnotu a rozptyl uréime na zaklad¢ vyse uvedenych vztah:

2+2
2

ExX=¢"? = EX=e
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Z Shrnuti:

Jednim ze zakladnich spojitych rozdéleni pravdépodobnosti je rozdéleni rovnomérné

(rektangularni) na intervalu (a;b).

Nazev Popis Hustota pravdépodobnosti EX DX
rozdéleni
Rovnomérné f(x) je na (a;b) 1 a+b A
na (a;b) konstantni, jinde nulova fX)=p_a Xe <a; b> M
b-a ) 2 12
0 jinde

Naésledujici tfi rozdéleni jsou zaloZena na Poissonovském procesu, tj. na pfedpokladu, ze
jednotlivé udalosti nastavaji nezavisle na sobé, s konstantni rychlosti vyskytu. Tato rozdéleni
se pouzivaji vétSinou pro popis nahodné veli¢iny definované jako doba do k-té udalosti
(poruchy), popt. doba mezi udalostmi (poruchami).

Nazev Popis Hustota pravdépodobnosti, EX DX
rozdéleni Distribucni funkce,
intenzita poruch
Exponencialni | doba do prvni udalosti, f(H=A-e™; t>0;1>0
doba mezi udalostmi _ i ] 1 1
(popisuje pouze obdobi Fl)=1-¢7 t>0;4>0 - ey
stabilniho Zivota) At)=A=konst;  1>0;1>0 A A
Erlangovo doba do k-té udalosti k-t
g f(t):/l-ew-ﬂ; t>0
(k—1)
k-1 J
Fle)=1-¢*-Y (’1{') k k
A
Alt) = — .
-y ————
“-y Z (k—1-j)(Ar)’
Weibullovo doba do prvni udalosti g (Y
(poruchy) 1) = E(LJ e'[Ej
(vhodn4 volba B umoz- CANC) v
fiuje pouziti v libovol- B s
ném obdobi intenzity F)=1-e
poruch) B B-1
¢
An=L]=
0-2(%)
t>0,0>0,>0

24

nahodnych jevt v technice, ekonomii i v ptirodnich védach je rozdéleni normalni, jehoz
parametry jsou stiedni hodnota p a rozptyl 6°, a jeho specidlni typ rozdéleni normované

normalni s parametry u=0 a o°=1.

-191 -




Nazev Vlastnosti Hustota pravdépodobnosti, EX DX
rozdéleni Distribucni funkce
Normované distribu¢ni funkce ®(z) 1 s
normalni je tabelovana, hustota | ¢(x) = e ?; —00 < x<00
pravdépodobnosti je 27 0 1
suda funkce (,,Gausstv
klobouk*) 1 2
D(X) = ——- J'e 2t
N2 -,
Normalni distribu¢ni funkci _(x—,u]z
uréujeme pomoci f(x)= 1 e W) —0< X<
standardizace normalni oN2rx
nahodné veliginy i o’
¢ 12)
X — V2o
F(x):qb( ﬂj F(x)= -Ie 220 dt
o oN2xr °,

V SPC (spolehlivost a jakost, statisticka kontrola jakosti) se pak velmi ¢asto pouziva metoda

6 sigma.

Pti popisu ndhodnych veli¢in nabyvajicich pouze kladnych hodnot a to zeyména v piipadech,
kdy hustota pravdépodobnosti je asymetrickd pouzivame logaritmicko-normalni rozd¢leni.

Nazev Vlastnosti Hustota pravdépodobnosti EX DX
rozdéleni
Logaritmicko- distribuéni funkci
normalni urujeme pifevodem na 1 (nx-guf
distribuéni funkci ——e 2 ;  prox>0| o
normovaného f(x)= Xov2z e ? 2p+07 ( o )
f1.7 1r e e’ —1
normalniho rozdéleni
0 prox<0

Inx-u

@[ } prox >0
F(x)= c

0 prox<0
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* | Otazky

Odvod’te distribu¢ni funkci rovnomérného rozdéleni.

Popiste exponencialni rozdéleni a jeho vyzna¢né vlastnosti (hustota pravdépodobnosti,
distribu¢ni funkce, intenzita poruch, rozdé€leni ,,bez paméti®)

Definujte Erlangovu ndhodnou veli¢inu

Definujte Weibullovu ndhodnou veli¢inu a rozeberte jeji pouziti v zavislosti na parametru
tvaru — B

Popiste souvislost mezi rozdélenimi diskrétni ndhodné veli¢iny zalozenymi na
Bernoulliho pokusech a ndhodné veli¢iny zalozenymi na Poissonové procesu

Definujte normalni ndhodnou veli¢inu a popiste jeji pouziti (véetn¢ nalezeni distribucni
funkce, standardizace, a pravidla 6 sigma)

Odvod'te median exponencidlni ndhodné veli¢iny.
Odvod’te dolni kvartil exponencialni nahodné veli¢iny.
Odvodte intenzitu poruch Weibullova rozd¢€leni.

Urcete median a 10%-ni kvantil ndhodné veli€iny s exponencidlnim rozdélenim se stfedni
hodnotou 10s.
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Doba vypracovani testu ma normalni rozd€leni se stifedni hodnotou 60minut a
smérodatnou odchylkou 10minut.

a) Kolik % student dokon¢i test do hodiny a ¢tvrt?

b) Jaka doba by méla byt stanovena, aby test dokoncilo praimérné 95% studentt?

Vyrobni zafizeni ma poruchu v priméru jednou za 2000 hodin. Jaka je pravdépodobnost,
Ze pristroj bude pracovat déle nez 550 hodin?

Zivotnost Zarovky ma exponencialni rozdéleni se stfedni hodnotou 400h. S jakou
pravdépodobnosti bude zarovka svitit dalSich 100 hodin, jestlize jiz svitila 600 hodin?

Odhadujeme, Ze stiedni zivotnost ur¢itého pfistroje je 110 dnt. S jakou pravdépodobnosti
bude zivotnost ndhodné vybraného piistroje mezi 100 a 150 dny?

Pfi kontrole jakosti pfebirdme soucastku pouze tehdy, jestlize se jeji rozmér pohybuje
V mezich 26-27mm. Rozméry soucastek maji normdlni rozdéleni se stiedni hodnotou
26,4mm a smerodatnou odchylkou 0,2mm. Jaké je pravdépodobnost, Ze rozmér soucastky
nahodn¢ vybrané ke kontrole bude v pozadovanych mezich?

Primérna doba mezi ptijezdy ndkladnich automobilti s betonovou smési je 10 minut. Jaka
je pravdépodobnost, Ze doba mezi ptijezdy dvou vozidel bude krat§i nez 7 minut?

Firma ziska z kazdého prodaného vyrobku 100,-K¢. Za vyménu béhem zaru¢ni lhity
zaplati 300,-K&. Zivotnost vyrobku v letech ma normélni rozdéleni N(3;1). Jakou zaruéni
dobu v meésicich ma firma stanovit, aby stfedni (prumérny) zisk byl alesponn 60,-
K¢&/vyrobek?

Doba do vybiti baterie se fidi exponencialnim rozdélenim.

a) Jaka je stiedni doba do vybiti, vime-li, ze 4000 hodin piezije 1% téchto baterii?

b) Je-li stiedni doba do vybiti 3.150 hodin, kolik procent téchto baterii ptezije 4000
hodin?

Chybu pfi méfeni urCité veliCiny modelujeme normalnim rozdélenim s nulovou stfedni
hodnotou a s rozptylem 1,5. Urcete interval (soumérny podle pocatku), ve kterém se bude
nachdzet chyba v 90% méfeni.

Obsah necistot v odpadnich vodéch je popsan normalnim rozdélenim se stfedni hodnotou
0,18 a smérodatnou odchylkou 0,03. Vypoctéte:

a) procento zkousek, pii kterych obsah neéistot piekro¢i hodnotu 0,24.

b) hodnotu obsahu necistot, ktera bude piekrocena v 1% zkousek.
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a) 0,933=93,3%
b) 1 hodina 17 minut

550

e 2000 — (0 760 = 76%

1

e 4=0779=77,9%

100 150

e 110 —g 110 ~ 0147 =14,7%

0,976 = 97,6%

7

1—e 0 =~ 0,503 = 50,3%
T <189 let = T = 22 mésice

a) 869 hodin
b) 0,281 =28,1%

P(-201< X <2,01)=09

a) 0,023=2,3%
b) 0,25
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