3 NAHODNA VELICINA

@ Cas ke studiu kapitoly: 80 minut

Cil: Po prostudovéni tohoto odstavce budete umét

e obecné popsat nahodnou veli¢inu pomoci distribu¢ni funkce

charakterizovat diskrétni 1 spojitou ndhodnou veli¢inu

porozumét funkci intenzity potuch

urcovat Ciselné charakteristiky nahodné veli¢iny

transformovat nahodnou veli¢inu
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Vyklad:

M¢jme pravdépodobnostni prostor (€2, S, P) . Nahodna veli¢ina X je redlna funkce X(w)
prvki ® € Q ze zakladniho prostoru. takova, Ze pro kazdé realné x (xe R) je

mnozina {a) eQ | X(w < X)}e S, tj. nahodnym jevem. Tedy nahodna veli¢ina je

zobrazeni X : Q — R takové, Ze pro kazdé xe R plati:
XY(-0,%) = {0 €2 | X(@<x)je S
Z definice plyne, Ze pro libovolné Xe R mizeme uréit pravdépodobnost toho, ze X(w) < X .

Zakladni prostor

Mnozina v§ech hodnot { X=X(w), we Q} se nazyva zakladni soubor.

\L‘ Pruvodce studiem:

Pro ty z Vas, ktefi nemaji radi matematické definice, zkusime vysvétlit pojem ndhodna
veliCina jesté jinym zpusobem. Vysledkem ndhodného pokusu je v mnoha ptipadech realné
¢islo (doba do poruchy, ptijem statniho zaméstnance, pocet zakt v 1. tfidé ...). Pak je mozno
fici, Ze nahodnou veli¢inou nazveme takovy vysledek ndhodného pokusu, ktery je dan
redlnym cislem.

Nahodné veli¢iny (NV) budeme oznacovat velkymi pismeny z konce abecedy (napt. X, Y,
Z nebo Xj, Xy, ...). Jejich konkrétni realizace pak malymi pismeny (X, Yy, zZ nebo Xy, Xz, ...).
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Ptiklad:
Néhodna veli¢ina X ... Pocet déti zeny starsi 18-ti let (obecn¢)

X=2 Pocet déti jedné konkrétni Zeny (konkrétni realizace NV X)

Vyklad:

Jednim z kol teorie pravdépodobnosti je vybudovat matematicky aparat, ktery ptiradi vSem
zajimavym podmnozindm mnoziny realnych ¢isel R pfislusné pravdépodobnosti.

Definice:

Necht' X je nahodna veli¢ina. Realnou funkci F(t) definovanou pro vSechna realna t, teR
vztahem:
F(t) = P{Xe (-0, )} =P(X <1)

nazveme distribuc¢ni funkei nahodné veli¢iny X.

Distribu¢ni funkce je tedy funkce, kterd kazdému realnému ¢islu ptifazuje pravdépodobnost,
ze nahodna veli¢ina nabude hodnoty mensi nez toto realné Cislo.

Distribuéni funkce ma fadu vlastnosti, které vyplyvaji piimo z jeji definice:

Distribu¢ni funkce je nezaporné ¢islo mensi nebo rovno jedné: 0<F(x) <1
Distribu¢ni funkce je neklesajici, tj. V X1, X2 € R: X3 <X = F(X1) < F(X2),
Distribucni funkce F( X ) je zleva spojita

lim F(x) =1; lirn Fx)=0

VabeR;ja<h:P(a<X<b)=F(b)-F(a)
P(X =x,)= lim F(x) - F(x,)

o0 ok

Rozlisujeme dva zakladni druhy nahodné veli¢iny - spojitou (mize nabyvat hodnot
z n&jakého intervalu) a diskrétni (mize nabyvat pouze konec¢né¢ nebo spocetné mnoha
hodnot), pfesnéji fe€eno ndhodnou velic¢inu se spojitym a diskrétnim rozdélenim.

O diskrétni ndhodné veli¢in€ hovotime tehdy, jestlize ndhodna veli€ina nabyva pouze hodnot
Z n¢jaké konecné ¢i spocetné mnoziny. Jednd se nejcastéji o celociselné nahodné veliCiny,
napf. pocet studenttl, ktefi vstoupili do hlavni budovy VSB TUO béhem dopoledne (0,1,2,...),
pocet ¢lentt domacnosti (1,2,3,...), pocet dopravnich nehod za jeden den na dalnici z Prahy do
Brna (0,1,2,...), soucet ok pfi hodu tfemi kostkami (3,4,...,18) apod.

- 89 -



Definice:

Budeme ftikat, Ze ndhodna veli¢ina X ma diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti prave
tehdy, kdyz:

1. 3 konecna nebo spocetnd mnozina redlnych ¢isel M={ xi, ..., Xn, ..} takovych, ze
P(X=xi)>0 =12, ..n
2. Y P(X=xi)=1

Funkce P( X =X;) =P(X;) se nazyva pravdépodobnostni funkci nahodné veli¢iny X
Distribuéni funkce takového rozdé€leni je schodovita se skoky v bodech Xy, ... , X, .

Pro distribu¢ni funkci diskrétni nahodné veli€iny plati:

F(x) = Y P(X =)

X <X

Reseny priklad:

Mg¢jme nahodnou veli¢inu X definovanou jako vysledek hodu klasickou pravidelnou kostkou.
Urcete typ NV, jeji pravdépodobnostni a distribucni funkci (zakreslete).

ReSeni:

X vysledek hodu kostkou

Zakladni soubor NV X (mnozina v§ech moznych vysledki): Q ={1; 2; 3; 4; 5; 6}

Vzhledem k tomu, Ze zékladni soubor je tvofen konec¢né mnoha (Sesti) hodnotami, jedna se o
diskrétni NV

Pravdépodobnostni funkce této NV je uvedena v nasledujici tabulce:

Xi P( X =X; )
1/6
1/6
1/6
1/6
1/6
1/6

OO WIN|F

(napt. P(X=1) ¢teme: pravdépodobnost, ze vysledek hodu kostkou je 1). V tabulce jsou ptfitom
uvedeny pouze nenulové hodnoty pravdépodobnostni funkce. Je zfejmé, Ze plati:
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VX eR\Q:P(X=x)=0

(napt. P(X=1,5)=P(X=-3)= ... = 0). VSimnéte si zdroven, Ze je splnéna 2. ¢ast definice
diskrétni NV : D P(X =x,) =1
)

Na nasledujicim obrazku pak vidime grafickou podobu pravdépodobnostni funkce (izolované

body).

Pravdépodobnostni funkce

5/6
4/6
P(x) 3/6
2/6
1/6 ° ° e o e o

Dale se pokusime na zakladé definice urcit distribu¢ni funkci. Z vlastnosti distribu¢ni funkce
vyplyva, ze body nespojitosti této funkce jsou ty body, v nichz je pravdépodobnostni funkce
nenulova (P(X = x,) = lim,_,, + F(x) — F(x0)). Proto si ur¢ime hodnoty distribu¢ni funkce
na vSech intervalech vymezenych body nespojitosti.

napf.:

Vx e (—oo;l> : F(x) = P(X < x) =0 (pravdépodobnost, Ze na kostce padne ¢islo mensi nez 1)
Vx e (I 2> : F(x) = P(X <x)=1/6 (pravdépodobnost, Ze na kostce padne ¢islo mensi nez 2)
Vx e (2;3> : F(x) = P(X < x) =2/6 (pravdépodobnost, Ze na kostce padne ¢islo mensi nez 3)

Hodnoty distribu¢ni funkce na celém definicnim oboru (R) jsou uvedeny v nasledujici
tabulce.

Xi F( Xi )

(-oc;1> 0

(1;2> 1/6
(2;3> 2/6
(3;4> 3/6
(4;5> 4/6
(5;6> 5/6
(6;0¢) 1

Na grafu distribucni funkce si v§imnéte jejich vlastnosti:

e neklesajici
e zleva spojita
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lim F(x) =1; lim F() =0

X—>+00

e P(X =x,)= lim F(x)—F(x,), ..

distribuéni  funkce je nespojitd vbodech, v nichz je
pravdépodobnostni funkce nenulova

velikost ,,skoku“ v bodech nespojitosti je rovna pfislusné
pravdépodobnosti

Distribucni funkce

1 o—

5/6 - O

4/6 - O
Fx) 3/6 - O

2/6 - O

1/6 - O

0 O . . . . . .
-1 0 1 2 3 4 5 6 7

Jestlize nahodné veli¢ina mize nabyt jakékoliv hodnoty z urcitého intervalu, hovoiime o
nahodné veli¢in€ se spojitym rozdélenim. Jako piiklad lze uvést: zivotnost vyrobku (0, o),
délku urcitého predmétu (0, o), ndhodné vybrané realné cislo (-oo0, ) apod. V takovém
piipad¢€ nelze jednotlivym realizacim ndhodné veli¢iny ptifazovat pravdépodobnostni funkci,
ponévadz tato pravdépodobnost je nulova.

Reseny piiklad:

Urcete jaka je pravdépodobnost, Ze Zivotnost Zarovky bude ptesné 253 hodin.

ResSeni:

Zkusme hledanou pravdépodobnost najit na zdkladé klasické pravdépodobnosti, tj. jako
pomér poctu piiznivych moznosti a poctu vSech moznosti.

X

zivotnost zarovky

Pocet ptiznivych moznosti: 1
Pocet vSech moznosti:

P(X =253) =" 2n=0
(e 0]

o0
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Pravdépodobnost, Ze Zivotnost Zarovky bude ptesné 253 hodin je nulova.

Uz je Vam jasné proc je pravdépodobmnost toho, Ze nastane libovolna realizace spojité
nahodné veliciny, nulova?

Vyklad:

Miuzeme vSak stanovit pravdépodobnost vyskytu ndhodné veli€¢iny v libovolném intervalu. To
znamena, ze pro jeji popis miizeme pouzit distribu¢ni funkci.

e Distribu¢ni funkce spojité nahodné velic¢iny

je definovana takto:
X

F(x) = j f(t)dt  pro —oo<x<oo,
kde realnou nezapornou funkci f(x) nazveme hustotou pravdépodobnosti.

e Hustota pravdépodobnosti

je definovéana jako:

f09=

lim P(x< X <x+Ax),

AX—0 AX

F(x+Ax)—F(x) _
AX

tj. jako limita pravdépodobnosti, ze veli¢ina X padne do intervalu (x; x+Ax), vydélena

délkou tohoto intervalu v ptipadé, Ze se tato délka blizi nule.

Pro hustotu pravdépodobnosti plati:

[ f)dx=1
Diikaz: _
) t
[ f(dx= lim [ £ (9dx =lim F (t) =1

Da se ukazat, ze ve vSech bodech, kde existuje derivace distribu¢ni funkce, plati:

-89

Zname-li tedy distribu¢ni funkci, mizeme lehce urcit hustotu pravdépodobnosti a naopak,
zname-li hustotu pravdépodobnosti, snadno vétSinou spocitame distribucni funkei.
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3.4.1 Pravdépodobnost vyskytu spojité NV v néjakém intervalu

Jaky je tedy vztah mezi pravdépodobnosti vyskytu spojit¢é NV v néjakém intervalu a
distribu¢ni funkci (popft. hustotou pravdépodobnosti)?

Distribuc¢ni funkce v bod¢ x je definovana jako pravdépodobnost, Zze nahodna veli€ina nabyva
hodnot mensich nez x (Ze nahodna veli¢ina lezi v intervalu (-oo; x).

F(X)=P(X <x)=P{X e(-x;x)}

Z této definice plyne, ze Va,beR:

1. P(X<a)=F(a)= if(x)dx

2. P(X >a)=1-F(a) :Tf(x)dx

3. P(aSX<b):F(b)—F(a):j-f(x)dx

JelikoZ pro spojitou nahodnou Veliéainu plati, Ze P(X =x) =0, miZzeme dale tvrdit, ze:
4. P(X=x)=0

5. P(X<a)=P(X<a)

6. P(X>a)=P(X >a)

7. P@as<X<b)=P@as<X<h)y=Pla<X<h)y=Pa<X <b)

Diikazy:

1. plyne z definice distribu¢ni funkce (obecné a specialné pro spojitou NV)

2. P(X2a)=1-P(X <a)=1-F(a) (jev (X <a) je negaci jevu (X >a))

X>a

X<a T
\ l

=00 a o0
P(X >a)=1-F(a) = Tf(x)dx— T f(x)dx=T f (x)dx
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3. P(a<X <b)=P(X <b)—P(X <a)=F(b)-F(a)= if(x)dx— jlf(x)dx:j‘f(x)dx

X<b

<
<«

X<a
i

O
-00 a b e}

4. plyne z definice spojit¢é NV — distribu¢ni funkce spojité NV je spojita funkce a proto
P(x=x,)= lim F(X)—F(x,)=0

5. P(x=a)=0, P(X<a)=P(X=a)+P(X <a)=P(X <a)
6. P(x=a)=0, P(X>a)=P(X=a)+P(X>a)=P(X >a)
7. P(x=a)=0,P(X=b)=0,
P@<X <b)=P(X=a)+P(X =b)+P(a<X <b)=P(a< X <b)=P(a< X <b)

3.4.2 Geometrickd interpretace vztahu mezi pravdépodobnosti a hustotou
pravdépodobnosti

Pfipomenime si (viz. geometrickd interpretace integralu), ze integral z kiivky je vlastné
velikost plochy pod touto kiivkou. Vime ze pro hustotu pravdépodobnosti plati, ze:

Tf(x)dx:l

Je tedy ziejmé, ze obsah celé plochy pod kiivkou f(X) dava dohromady jedni¢ku. To je
analogické situaci u diskrétni ndhodné veli¢iny, kde soucet pravdépodobnosti vSech moznych
vysledkl rovnéz daval jednicku.

Zaroven jsme si ukazali, ze:

P@a< X <b):j'f(x)dx

A proto mizeme fici, Ze obsah plochy pod k¥ivkou f(X) pro X e< a;b) je pravdépodobnost, Ze
X nabude hodnoty z tohoto intervalu (Va,b € R).
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N,

T,
o

&
=)
=

Obdobn¢ miizeme zndzornit pravdépodobnosti:

P(X <a)= jlf(x)dx, P(X >a) :Tf(x)dx

Priklad

Logistické rozd¢leni pravdépodobnosti ma nasledujici distribu¢ni funkci F(x) a hustotu
pravdépodobnosti f(x):

ﬁl e (Bot+Px)

L f
et X =
F( X) 1+e-(/30+ﬁ1><) ( ) ( 1+ e'(ﬁo*’ﬁﬁx) )2
Logistic Distribution Logistic Distribution

2 1r 3 Mean,Std. ¢ 05 ' " " " = Mean,Std. dey

= — 01 ] — 01

§ 08¢ . 04F ]

g_ 06 ] % 03[ ,
c 1

-g 04r ] 8 oz2f :

2 oa2f ] 01F E

E 4

S oF 4 ok E

°© 5 3 a1 1 3 s 5 3 1 1 3 5

X X
ReSeny priklad:

Necht’ Y je spojita proménnd definovana hustotou pravdépodobnosti:

_c(d=-y)d+Yy) -l1<y<l1
S = 0 Jinde
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a) naleznéte konstantu c,

b) zakreslete f(y)

€) naleznéte a zakreslete distribuéni funkci F(y),
d) urcete: P(0<Y<1), P(Y>0,5), P(Y=0,3)

ReSeni:

a) pro nalezeni konstanty ¢ vyuzijeme toho, Ze: _[ f(x)dx=1

—00

ledt + jc(l —*)dt + TOdt =1
—0 -1 1

£
0+c{t——} +0=1
3 -1

c[(l L (1))}1

3
c.ﬂ:1:>c=§:0,75
3 4
1-y)(1 -1 1
b) f=2 ( »(A+y) <y<

0 Jjinde

Hustota pravdépodobnosti

f(y)

PorRrdwrG

< O
N .
N

y
c) Distribu¢ni funkci uréime z definice: F(y) = I f (t)dt pro —w<y<o

—0o0

Y
Pro —oo <y <—1: F( ):dez:(_)
Pro 1< y<1: F(y)_IOdt+j 1-t)dt =0+ {t_ﬂ :_(_y3+3y+2)
3_1 A7
Pro 1<y <o: F(y)_j()dt+j (1—t)dz+j0dt 0+=>|t——| +0=1
— 4 3], -
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Distribuéni funkce F(y)

1
08
06
04
0,2
1
0

d) Pravdépodobnosti vyskytu ndhodné veli¢iny Y na ur€itém intervalu uréime pomoci
prislusnych vztaht:

. P(O<Y<1)=F(1)—F(0)=1—%(0+0+2)=%~50%

1 1 1 27 5
e PY>05=1-F05)=1-—(—(=) +3.—42)=1-="-=— ~15,6%
P >05) 05)=1-2CG)+35+2) 32 32 °

e P(Y=03)=0

Vyklad:

Pro nezapornou nahodnou veli¢inu X se spojitym rozdélenim definujeme pro F(t)=1l (tj.
F(t)<1) intenzitu poruch A(t) :

A(t)= f(t)

1-F(t)

Piedstavuje-li nahodna veli¢ina X dobu do poruchy né&jakého zafizeni, pak intenzita poruch
vyjadiuje, Ze pokud do Casu t nedoSlo k Zadné poruse, tak pravdépodobnost, Ze k ni dojde
v nasledujicim okamziku malé délky At, je ptiblizng A(t).At :

P(t< X <t+4t|X >t): fv) At = A(1). At

Vzajemné ptevody mezi f(t), F(t), A(t) udava nasledujici tabulka:
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F(t) f(t) Az)
F() F(t) If(x)dx 1- expl:— J. i(x)dx}
d :
f(t) Z,it) f(t) At)- exp{— j ﬂ(x)dx}
dF (¢ 7(2)
Alt) dt : At)
1- F(¢) l—jf(x)dx

3.5.1 Jak vypada nejcastéjsi graficka interpretace intenzity poruch ?

Pokud ztstaneme u piedstavy, Ze nahodna veli¢ina X popisuje dobu do poruchy néjakého
zafizeni, pak typicky tvar intenzity poruch je zobrazen na nasledujicim obrazku.

M)

Kitivka na tomto obrazku se nazyva vanova krivka a obvykle se déli na tii useky (I, II, III).

V prvnim useku ktivka intenzity poruch klesa. Odpovidajici ¢asovy interval se nazyva
obdobi c¢asnych poruch (obdobi zabéhu, obdobi pocatecniho provozu, obdobi
osvojovani nebo obdobi détskych nemoci podle analogie s umrtnostni kiivkou
¢loveka). Pricinou zvétSené intenzity poruch v tomto obdobi jsou poruchy v disledku
vyrobnich vad, nespravné montéaze, chyb pti navrhu, nebo pti vyrobé apod.

Ve druhém useku dochazi k béznému vyuzivani zabéhnutého vyrobku, k porucham
dochézi vétSinou z vnéjsich pticin, nedochazi k opotiebeni, které by zménilo funkéni
vlastnosti vyrobku. Intenzita poruch je v tomto obdobi piiblizné konstantni. PiisluSny
¢asovy interval se nazyva obdobi normalniho uziti, ¢i stabilniho Zivota.

Ve tietim Useku procesy starnuti a opotfebeni méni funk¢ni vlastnosti vyrobku,
projevuji se nastfddané otfesy vyrobku zobdobi II (analogie s nespravnou
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zivotospravou ¢loveéka), trhliny materialu a intenzita poruch vzrista. Ptislusny casovy
interval se nazyva obdobi poruch v disledku starnuti a opotiebeni.

Rozdéleni pravdépodobnosti kazdé nahodné veli¢iny X je plné popsdno pomoci jeji
distribu¢ni funkce F(x), popi. podle hustoty pravdépodobnosti f(x). V mnoha piipadech je
vSak vyhodné shrnout celkovou informaci o ndhodné veli¢in€ do nékolika cisel, které
charakterizuji nékteré vlastnosti této nahodné veliCiny a rovnéz umoziuji srovnani riznych
nahodnych veli¢in. Tato Cisla se nazyvaji ¢iselné charakteristiky nahodné veli¢iny X. Nyni
se seznamime s nékterymi z nich.

e  Momenty rozdéleni

Obecny moment r-tého Fadu p,'  zna¢ime g4 =EX" (r=0,1,2,...)
pro diskrétni NV: g, = > 7 .P(x,) r=0.1,2,..

(i)
pro spojitou NV: g7 =[x f(x)dx r=0,1,2, ...

(pokud uvedena fada nebo integral konverguji absolutn¢)

Centralni moment r-tého radu p, znatime 4 = E(X — EX) (r=0,1.2,.)

pro diskrétni NV: g1, = > (x— EX) .P(x,) r=0,1,2...
(@)

o0

pro spojitou NV: U= j(x—EX).’f(x)dx r=0,1,2, ...

—00

(pokud uvedena fada nebo integral konverguji absolutn¢)

e Stfedni hodnota ( expected value )

Stfedni hodnota NV je definovana jako prvni obecny moment. Znaci se EX nebo p.

pro diskrétni N'V: EX =pu= le. .P(xl.)
(@)

pro spojitou NV: EX =u= jx.f(x)dx

—0o0
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Vlastnosti stiedni hodnoty:

1.

4.

E(aX +b)=aEX +b Va,b e R
(tj. nasobime-li k X konstantou, nasobi se ji i jeji stfedni hodnota; pfi¢teme-li k X
konstantu, zvysi se o tuto konstantu i jeji stfedni hodnota)

E(X,+X,)=EX,+EX,

(fj. stfedni hodnota souctu nahodnych veli¢in je rovna souctu jednotlivych stiednich
hodnot)

X,,X,...nezavislé NV = E(X,.X,) = E(X,)E(X,)

(tj. jsou-li NV Xj, X, nezavislé, pak stiedni hodnota jejich soucinu je rovna soucinu

jednotlivych stfednich hodnot)

(Y =9(X); g(X) spojita f-ce) = EY =E(g( X))

pro diskrétni NV Y: EY =>g(x).P(X =x,)

pro spojitou NV Y: EY = Ig(x).f(x) dx

Rozptyl ( disperze, variance)

Rozptyl je druhym centralnim momentem, charakterizuje $itku rozdéleni a znaci se DX, popf.

[

DX = u, = E(X —EX) = EX* —(EX}

Dukaz vySe uvedeného tvrzeni je zaloZen na vlastnostech sttedni hodnoty.

2
pro diskrétni NV: DX = > x7.P(x,)— (Z X, .P(xl.)j
) )

pro spojitou NV: DX = sz.f(x)dx—ﬁx .f(x)de

Vlastnosti rozptylu:

1.

D(aX +b)=a’DX, VacR

(tj. nasobime-li ndhodnou veli¢inu konstantou, hodnota jejiho rozptylu se vynasobi
druhou mocninou této konstanty; pficteme-li k ndhodné veli¢iné konstantu, jeji rozptyl
se nezmeni)

X,,X,..nezavislé NV = D(X, + X, )= DX, + DX,
(tj. jsou-li NV X;, X3 nezavislé, pak rozptyl jejich souéinu je roven souéinu jednotlivych
rozptyll)
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e Smérodatna odchylka ( standard deviation )

Smérodatna odchylka je definovana jako odmocnina z rozptylu a znaci se ox.

Oy = VDX

e Sikmost ( skewness )

Je mirou symetrie dané¢ho rozdé€leni pravdépodobnosti, znaci se asz a je definovana jako:

Symetrii rozdéleni (vzhledem k symetrii normovaného normalniho rozdéleni) pak posuzujeme
takto:

az=0 ... symetrické rozdeleni

az < 0 .... negativné zeSikmeny soubor

asz > 0 .... pozitivn¢ zeSikmeny soubor

e Spicatost ( kurtosis )

Je mirou Spicatosti (plochosti) rozd€leni, znaci se a4 a je definovana jako:

Spicatost rozdéleni (vzhledem ke S$picatosti normovaného normalniho rozdéleni) pak
posuzujeme takto:

as =3 .... normalni Spicatost (tj. Spi¢atost normalniho rozdé€leni)
a4 < 3 .... mensi Spicatost nez u normalniho rozdé€leni ( plossi )

as > 3 .... vetsi Spicatost nez u normalniho rozdeleni ( Spicatéjsi )

Vzhledem k nepraktickému vyhodnocovani $picatosti (vzhledem ke 3) se mnohdy pouziva
tzv. standardizovana Spicatost, kterd je definovana jako:

a,—3
a Spicatost rozdéleni je pak posuzovana vzhledem k hodnoté 0.
e Kvantily
Znaci se xp a jsou definovany obdobné jako v exploratorni analyze dat.

pro diskrétni NV: vétSinou nelze jednoznacné urcit

pro spojitou NV:  Vp € (0;1): F(xp)z p
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e Modus

Znaci se Xa je definovan odli$n¢ pro diskrétni a spojitou NV.

pro diskrétni NV: hodnota, pro kterou plati: P(X =x) 2 P(X =x,), i=12,..
(). hodnota, které nabyva NV s nejvétsi pravdépodobnosti)
pro spojitou NV:  hodnota, pro kterou plati: f(X)> f(x) pro —o<x<o

(tj. hodnota, v niz hustota pravdépodobnosti nabyva svého
maxima)

Reseny priklad:

Vratme se k diive definované diskrétni nahodné veli¢in¢ X — hod kostkou. V jednom z vyse
feSenych piikladu jsme si urcili a zakreslili jeji pravdépodobnostni 1 distribuc¢ni funkei.

Xi P(X=X) Xi F(Xi)
1 1/6 (-oc;1> 0
2 16 (1:2> 16
3 1/6 (2:3> 216
4 1/6 (3;4> 3/6
5 1/6 (45> 416
6 1/6 (56> 5/6
(6;0) 1

Nyni uréeme:

a) stiedni hodnotu

b) rozptyl

c) smérodatnou odchylku
d) median

e) modus

ReSeni:

8) EX=u=YuP)=12v2 43t st gl 1r2t3Hais+6 214
— m 6 6 6 6 6 6 6 6 =
b) DX =pu =EX-EX) =EX"—(EX)
EX? =) x!P(x,) = pliplipl pl ol el Ol 15,2
S 6 6 6 6 6 6 6

6

DX =EX’—(EX)’ =—~-

=29
6

91 [21j2 546 441 105
36 36 36
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C) o, =~+DX :%;1,7

d) Xo,5:?

F(x)=05< x e (3:4)
X5 = sup{G; 4>} =4 (ovéfeni: plati, Ze 50% hodnot ndhodné veliciny je < 4)

e) modus je hodnota, pro kterou plati: P(X =x) > P(X =x,), i=12,..
(4. hodnota, které¢ nabyva NV s nejvétsi pravdépodobnosti)

ProtoZe v nasem ptipadé nabyva NV X vSech hodnot se stejnou pravdépodobnosti, jedna
se 0 vicemodalni rozdéleni s mody {1;2;3;4;5;6}.

Reseny priklad:

A nyni najdeme vybrané Ciselné charakteristiky pro spojitou nahodnou veli¢inu. Zvolme si
nahodnou veli¢inu Y definovanou takto:

_cd=-y)d+y) -l1<y<l1
S = 0 Jinde

Urcete:

a) stiedni hodnotu

b) rozptyl

c) smérodatnou odchylku
d) median

e) modus

ReSeni:

Nejdiive bychom museli urcit konstantu ¢ ze vztahu: I fO)dy =1
My vyuzijeme toho, ze dany problém jsme jiz vySe feSili a mizeme proto pfimo pievzit
vysledek, ze ¢=0,75.

® -1 L3 o 3 yz y4 1
a) EY =p= J.y.f(y)dy = Iy.Ody+Iy.z(l—yz)dy+jy.0dy = 0+Z|:7—7} +0=0
—o0 —0 -1 1 -1

(vysledek byl ocekavatelny, protoze hustota pravdépodobnosti NV Y je sudé funkce)
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b) DY =EY?>—-(EY)

1
fy J)dy = jy 0dy+fy =\l- )dy+jy Ody = 0+%{%_%} 10=
_3.4_1
415 5

=0,2

QZ:EW—Qszé—Wzé

¢) o, =JDY = J_ -——=045

d)  F(ys) =05

Znovu vyuzijeme toho, Ze jsme s touto ndhodnou veli¢inou pracovali jiz dfive a bez
opétovného vypoctu pouzijeme znalosti distribu¢ni funkce F(y).

0 proy <(=1)
F(y):%(—y3+3y+2) pro(-1) <y <1
1 proy>1

Ze vztahu pro distribucni funkci je zfejmé, ze medidn muize byt pouze hodnota
z intervalu (-1;1):

%(— yg’s +3y,s + 2): 0,5

(o5 +3yps+2)=2

_yS,S +3y0’5 = O
Yos, =0

Mslo s +3)=0= w5 =B (-1
Yos, = V3 & (L)

e) modus je hodnota, pro kterou plati: f(X)> f(X) pro —co<x<oo
(tj. hodnota, v niz hustota pravdépodobnosti nabyva svého maxima)

Pro maximum funkce plati, ze prvni derivace v ném musi byt nulova (nebo nedefinovana)
a druha derivace v ném musi byt zaporna.

Je ztejmé, ze rovnéz modus budeme hledat na intervalu (-1;1):
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3]

(0-2y)=0

< B~|lw

=0...bod podezrely z maxima

Zda se jednd o maximum bychom mohli ovéfit z druhé derivace f(y), ale my vyuzijeme
opét toho, Ze jsme s danou NV pracovali a pohledem na graf f(y) si ovéfime, ze hustota
pravdépodobnosti f(y) skute¢né nabyva svého maxima v bodé¢ 0.

<
Il
o

Vyklad:

Definujme nahodnou veli¢inu Y = g(X), kde g(x) je n&jaka prosta realna funkce definovana na
zakladnim souboru nahodné veli¢iny X. Odvodime rozdéleni ndhodné veli¢iny Y: distribucni
funkci H(y) a hustotu h(y), jestlize zname rozdéleni nahodné veli¢iny X: dana distribu¢ni

funkce F(x) a hustota f(x).

H(y)=P(Y <y)=P(@(X)<Yy) prokazdé -oo<y<o

Jestlize k funkci g existuje funkce inverzni g*, pak plati:

H(y)=P(g(X) <y)=P(X <g™(y)) =F(g7(¥)) pro g rostouci a

H(y) =P(9(X) <y)=P(X > g7 (y)) =1-P(X <9 (y)) =1-F(g"(y)) pro g klesajici.

Pro spojitou nahodnou veli¢inu X a spojité diferencovatelnou funkci g je hustota h(y) ndhodné
veli¢iny Y rovna:

h(y) = f(gl(y))‘d 9 (y)‘
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Reseny priklad:

Necht’ nahodna veli¢ina W je definovana jako linearni transformace nahodné veli¢iny Y.

0,751-y)(1+y) —l<y<l

S = 0 Jinde

W=5Y+6

Naleznéte:

a) distribuéni funkci G(w) nahodné veli¢iny W

b) hustotu pravdépodobnosti g(w) nahodné velic¢iny W,
c) stfedni hodnotu EW nahodné veli¢iny W

d) rozptyl DW nahodné velic¢iny W.

Reseni:
Stejné jako v predchozich piipadech vyuZijeme toho, ze jsme jiz s NV Y pracovali (v
opacném ptipadé bychom museli nejdfive najit F(y), EY a DY).

0 proy <(=1)
1
F(y):z(—y3+3y+2) pro(-1)<y<1 ., EY=0,DY =0,2
1 proy>1

w-—06

2) G(W)=PW <w)=P(Y+6<w)=P(Y < ):F(WT_G)

Nyni ur¢ime distribucni funkci G(w) tak, Zze do pfedpisu pro distribu¢ni funkci F(y)

dosadime za y vyraz (WS_ 6) .

wW—6
0 ro <-1
P ( 5 j
3
G(w) = = —(W—_Gj +3(W—_6j+2 pro—ls(w_ngl
4 5 5 5
W—6
1 ro >1
P ( 5 j
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0 prow<1
G(W)_—S—Cl)o(vvg—18vv2+33w—16) prol<w<11
1 prow>11

b) Hustotu pravdépodobnosti uréime jako derivaci distribu¢ni funkce:

dG(w
2(w)= (w)
aw
[P
g(w):—%(?aw —36W+33) pro]ﬁwgll
0 pro(w<l)u(w>11)
po Upravé:
3 2
———w —liw prol<w<
500( 12w+11) 1<w<l11
gw) =
0 pro(w<l)u(w>11)

€) Z vlastnosti stfedni hodnoty plyne, Ze:

EW = E(5Y +6) =5EY +6=50+6=6

d) Z vlastnosti rozptylu plyne, Ze:

DW = D(5Y +6) = 5°.DY = 25.0,2 =5

Reseny priklad:

Necht’ ndhodna veli¢ina X ma spojitou rostouci distribu¢ni funkci F(x). Najdéte distribuéni
funkci a hustotu pravdépodobnosti ndhodné veliciny Y = F(X).

Reseni:

Y = F(x)

e F(x) nabyva pro xeR hodnot z intervalu <0;1> = nahodna veli¢ina Y nabyva rovnéz
hodnot z intervalu <0;1> =
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proy<0...H(y)=0
proy>1...H(y)=1

pro0<y<1l.. H(y)=P(Y <y)=P(F(X)<y)=P(X <F(Y)=F(F*(y) =Yy

0 proy <0
H(y)= vy pro0<y<l1
1 proy>1

e Hustota pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny Y

() ==
1 proye(01)
h(y) = 0 jinde

Hustota pravdépodobnosti rovhomérného rozdéleni

12

0.8

0,6

04

0,2

-25 -2 -15 -1 -0,5 0 05 1 15 2 25

Néhodna veli¢ina Y ma tzv. rovnomérné (rektangularni) rozdéleni v intervalu <0, 1> .
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Z Shrnuti:

Nahodna veli¢ina je veli¢ina, jejiz hodnota je jednozna¢né urcéena vysledkem nahodného
pokusu (je-li tento vysledek dan realnym c¢islem). Jde o redlnou funkci definovanou na
zakladnim prostoru a charakterizovanou distribu¢ni funkei.

Distribué¢ni funkce je definovana jako F(x) = P(X<x), jde tedy o funkci, ktera kazdému
redlnému Cislu prifazuje pravdépodobnost, ze ndhodna veli¢ina nabyva hodnot menSich nez
toto realné Cislo.

Pravdépodobnost vyskytu niahodné veli¢iny na néjakém intervalu urujeme na zakladé
téchto vztaht:
P(X <a)=F(a)

P(X >b) =1- F(b)
P(a< X <b) =F(b)-F(a)

Podle toho, jakych miZze ndhodnd veli¢ina nabyt hodnot (resp. z jakého intervalu),
rozliSujeme spojitou a diskrétni ndhodnou veliCinu, pfesnéji feceno ndhodnou veli¢inu se
spojitym a diskrétnim rozdélenim.

Diskrétni nahodna veli¢ina je ndhodnou veliCinou, kterda miize nabyvat pouze konecného
nebo spocetné nekonetného mnozstvi hodnot (napt. vysledek hodu kostkou) Diskrétni
nahodnou veli¢inu popisujeme prostiednictvim pravdépodobnostni funkce, popi. distribu¢ni
funkce.

Spojita nahodna veli¢ina je ndhodnou veli¢inou, kterd mize nabyvat vSech hodnot
Z libovolného konecného nebo nekonecného intervalu (napt. Zivotnost zarivky) Pro popis
spojit¢é nahodné veli¢iny pouzivame distribucni funkci, hustotu pravdépodobnosti a
Vv ptipadé, Ze jde o nezapornou spojitou nahodnou veli¢inu pouzivame také intenzitu poruch.
Intenzita poruch ma pro vétSinu vyrobkidl z technické praxe charakteristicky tvar vanové
kiivky.

V mnoha piipadech je vyhodné shrnout celkovou informaci o ndhodné veli¢iné¢ do nékolika
Cisel, které charakterizuji nekteré vlastnosti ndhodné veliciny, ptipadné umoznuji srovnani
ruznych ndhodnych veli¢in. Tato €isla se nazyvaji €iselné charakteristiky nahodné veliciny.
Mezi zakladni Ciselné charakteristiky fadime napt. stfedni hodnotu, rozptyl, smérodatnou
odchylku, kvantily, modus, Sikmost a Spicatost.

V piipadé, Ze g(X) je n&jaka prosta redlna funkce, definovana na zakladnim souboru nahodné
veli¢iny X, miizeme snadno odvodit rozd€leni transformované nahodné veli¢iny Y = g(X).
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* | Otazky

Popiste zavedeni ndhodné veli¢iny pomoci distribu¢ni funkce, v€etné nejvyznamnéjsSich
vlastnosti této funkce.

Jaky je vzdjemny vztah mezi distribu¢ni funkci a pravdépodobnostni funkci diskrétni
nahodné veli¢iny ?

Jaky je vzdjemny vztah mezi distribucni funkci a hustotou pravdépodobnosti spojité
nahodné veli¢iny ?

Co je to intenzita poruch a jak se da vyjadfit pomoci distribuéni funkce a hustoty
pravdépodobnosti ? Jaky je jeji charakteristicky tvar ?

Které obecné a centralni momenty znate ? Co je to median a modus ?
Odvod’te predpis pro distribucni funkci ndhodné veliCiny Y, je-li tato ndhodna veli¢ina

definovand jako Y=g(X), kde g je prosta realna funkce definovana na zédkladnim prostoru
nahodné veli¢iny X.
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= | Ulohy k FeSeni

Nahodna veli¢ina X je dana souctem poctu ok pii dvou hodech klasickou hraci kostkou.
Urcete pro danou ndhodnou veli¢inu:

a) pravdépodobnostni funkci

b) distribuéni funkci

c) stfedni hodnotu

d) rozptyl

Necht ndhodna velicina Z je definovéna takto:

1
f(2)= —0<z<0
il+e2 i1+e‘zi

Naleznéte distribuéni funkci ndhodné veli¢iny Z.

Bod je ndhodné vybran z koule o poloméru R. Ndhodnou veli¢inu X definujme jako
vzdalenost tohoto bodu od poc¢atku. Urcete pro danou nahodnou veli¢inu:

a) distribu¢ni funkci

b) hustotu pravdépodobnosti

¢) stiedni hodnotu

d) rozptyl

Strana krychle ma rovnomérné rozd€leni na intervalu <0;2>. Urcete distribu¢ni funkci
objemu krychle.

X je spojitd nahodna veli¢ina s hustotou pravdépodobnosti f(X) = %ex . Urcete
PA<|X|<2).
Spojita nahodna veli¢ina X je definovana hustotou pravdépodobnosti f(x):

_21-x)  proxe(01)
- jinde

f(x)

Urcete 1000%-ni kvantil x, a medidn. Urcete pravdépodobnost P(X>0,5), P(X=0,4)
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= | ReSeni:

1. X ... diskrétni NV

a)

b)

T
10

d
15

Xi 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
P(X=x;) | 1/36 |2/36 | 3/36 |4/36 | 5/36 | 6/36 |5/36 | 4/36 | 3/36 | 2/36 | 1/36
(&)
(&) (&)
(&) (&)
(&) (&)
Xi (-00;2> (2;3> (3;4> (4;5> (5;6> (6;7>
F(x;) 0 1/36 3/36 6/36 10/36 15/36
Xi (7,8> (8;9> (9;10> (10;11> (11;12> (12;00)
F(x) 21/36 26/36 30/36 33/36 35/36 1
Distribucni funkce
1,2 7
14 0—8_
o—o
0,8 A oo
o—
g 0.6 1 o—o
0,4 - o—o
o—o
0,2 1 o—e
o—
o—e




d EX =7

e) DX =210/36 =583

z

e

2. F(z)=
l1+¢€

3. X...spojitda NV

0 pro x e (- ;0)
3
a) F(x)= % pro x € (O;R)
1 pro x € (R;)
3x°
b) f(X)=g? pro x € (O;R)
0 jinde
c) EX _3R
4
2
d) DX =R
80
4,
0 pro x € (—o0;0)
3
F(x) = % pro x € (0;8)
1 pro x € (8;)

5. PU<|X|<2)=e"-e?

6. X, =1l-VJl-«a, Xo5= 0,293, P(X >0,5)=0,25, P(X =0,4)=0
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