2 ELEMENTARNI POCET PRAVDEPODOBNOSTI

@ Cas ke studiu kapitoly: 70 minut

Cil: Po prostudovéni této kapitoly budete umét

e charakterizovat teorii pravdépodobnosti a matematickou statistiku
e vysvétlit zakladni pojmy teorie pravdépodobnosti

e popsat typy nahodnych jevii

e vysvétlit a umét pouzivat zékladni relace mezi jevy

o vysvétlit pojem pravdépodobnosti

e definovat pravdépodobnost pomoci axiomu

e vlastnosti pravdépodobnostni funkce

e pracovat s podminénou pravdépodobnosti

o vysvétlit vétu o uplné pravdépodobnosti a Bayesovu vétu
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@ Cas ke studiu odstavee: 20 minut

Cil: Po prostudovéni tohoto odstavce budete umét

e charakterizovat teorii pravdépodobnosti a matematickou statistiku

o vysvétlit zdkladni pojmy teorie pravdépodobnosti

Vyklad:

2.1.1 Cim se zabyvaji teorie pravdépodobnosti a matematicka statistika ?

Okolo nas existuje spousta véci, jevii a udalosti, které nelze pfedvidat - jsou disledkem
nahody. Otazkami ndhody a nahodnych dé&ji se zabyvaji dvé matematické discipliny: teorie
pravdépodobnosti a matematicka statistika.

Teorie pravdépodobnosti je matematickd disciplina, jejiz logicka struktura je budovana
axiomaticky. To znamena, Ze jeji zéklad tvoii nékolik tvrzeni (tak zvanych axiomi), ktera
vyjadiuji zékladni vlastnosti axiomatizované veli¢iny a vSechna dal$i tvrzeni jsou z nich
odvozena deduktivné. Systém axiomil vznika abstrakci z pozorovanych skutecnosti redlného
svéta. Axiomy se nedokazuji, povazuji se za provétené dlouhou lidskou zkusenosti.

Matematicka statistika je naproti tomu véda, kterd zahrnuje studium dat vykazujicich
nahodna kolisani, at’ uz jde o data ziskana peclivé piipravenym pokusem provedenym pod
stalou kontrolou experimentalnich podminek v laboratofi, ¢i o data provozni. Statistika jako
veéda se dale zabyva otazkami ziskavani dat, jejich analyzou a tlohou pii formulovani zavéri
o pokusech a experimentech, nebo pti rozhodovani zaloZeném na datech.

2.1.2 Zakladni pojmy teorie pravdépodobnosti

Nahodny pokus je kazdy konecny d¢j, jehoz vysledek neni pfedem jednoznacné urcen
podminkami, za nichZ probihd, a ktery je, alespoii teoreticky, neomezené opakovatelny.

Nahodny jev je jakékoliv tvrzeni o vysledku nahodného pokusu, o kterém lze po skonceni
pokusu fici, zda je pravdivé nebo ne. U terminu ndhodny jev budeme v dalSim textu vétSinou
slovo ndhodny vynechavat a budeme mluvit pouze o jevu. Jevy znacime vétSinou velkymi
pismeny latinské abecedy (A,B,X,Y,Z,...).
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Pro pfesny matematicky popis pokusu je nutno stanovit mnoZinu v§ech mozZnych vysledkii
daného pokusu. Tyto mozné vysledky musi byt zavedeny tak, aby byly vzajemné
neslucitelné, tj. aby zadné dva z nich nemohly nastat soucasné¢. Dale musi byt mnozina
moznych vysledkli vy€erpavajici, to znamend, Ze pfi realizaci dané¢ho pokusu musi praveé
jeden z nich vzdy nastat. Pfed ukonéenim pokusu ov§em nevime, ktery to bude.

Tyto mozné vysledky ndhodného pokusu nazyvame elementarnimi jevy. Elementarni jevy
mohou byt nejriznéjsi povahy podle povahy pokusu.

Ptiklad mnoZin v§ech moznych vysledki
{rub, lic} — pri hodu minci
{1,2,3,4,5,6} — pri hodu kostkou

Oznacime  mnoZinu vSech takovychto vysledkil. Tuto mnozinu nazyvame zakladni prostor
(elementarnich jevill). Z matematického hlediska je tedy Q libovolnd mnoZina, kterd mize byt
bud’ kone¢na nebo nekone¢na. Ma smysl uvazovat pouze mnoziny neprazdné.

Elementarni jev {®} je podmnoZinou mnoZiny €, obsahujici jeden prvek ® mnoziny €,
zapisujeme {w}c Q.

Za jev A budeme povazovat libovolnou podmnozinu A mnoziny Q, zapisujeme A c Q.

Vysledek ndhodného pokusu nelze s jistotou predpovédét. Nekteré vysledky vSak nastavaji
Castéji, nékteré méné Casto, nekteré velmi ziidka. Pii velkych sériich opakovani vSak i tyto
nahodné pokusy (resp. jejich vysledky) vykazuji uréité zdkonitosti a pravidelnosti.

Cilem teorie pravdépodobnosti je pravé studium téchto zakonitosti, jejich popsani a
vytvoteni pravidel pro uréeni mér pocetnosti vyskytl téchto jevi.

S témito zakonitostmi se bézné setkavame, aniz bychom si to mnohdy uvédomovali. Napf.
kazdy vi ¢i intuitivné tusi, Ze pfi hodu minci mé stejnou Sanci rub i lic a ze tudiz pii velkém
poctu pokusli budou nejspiS padat stejné Casto. Ze statistickych rocenek lze snadno zjistit, Ze
podil chlapcti narozenych v jednotlivych letech vzhledem k celkovému poctu narozenych déti
se pohybuje okolo 51,5%. Ptestoze v jednotlivych pfipadech nelze pohlavi ditéte predpovédet,
muzeme pomérné presné¢ odhadnout, kolik se narodi chlapci z celkového poctu 10 000
narozenych deti.

Z t&chto prikladl vyplyva, Ze relativni Cetnosti nékterych jevil se s rostoucim poctem
opakovani ustali na urCitych Cislech. Tento utkaz budeme nazyvat stabilitou relativnich

¢etnosti. Tato stabilita relativnich Cetnosti je empirickym zakladem teorie pravdépodobnosti.

Relativni Cetnosti pfitom rozumime podil n(A)/n , kde n je celkovy pocet provedenych
pokusti a n(A) je pocet téch realizaci pokusu, ve kterych jev A nastal.
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2 Shrnuti:

Teorie pravdépodobnosti je matematickd disciplina, jejiz logicka struktura je budovana
axiomaticky. Axiom je tvrzeni proveéfené dlouhou lidskou zkuSenosti.

Matematicka statistika je véda, kterd se zabyva otdzkami ziskavani dat, jejich analyzou a
ulohou pfi formovani zavérti o pokusech a experimentech, nebo pii rozhodovani zaloZzeném

na datech.

Nahodny pokus je kazdy kone¢ny d¢j, jehoz vysledek neni predem jednoznacné urcen
podminkami, za nichZ probiha.

Zakladni prostor Q (elementéarnich jevil) je mnozinou vSech moznych vysledka pokusu.

Relativni ¢etnosti n¢kterych jevu s rostoucim poctem opakovani vykazuji jistou stabilitu.

@ Cas ke studiu odstavece: 20 minut

Cil Po prostudovani tohoto odstavee budete umét

e popsat typy ndhodnych jeva

e vysvétlit a umét pouzivat zakladni relace mezi jevy

Vyklad:

2.2.1 Jaké jsou typy nahodnych jevi ?

Budeme tikat, Ze pii realizaci nahodného pokusu nastal jev A , jestlize nastal elementarni jev
{w} = Q, takovy, ze {0} c A. Vysledek {w} — Anazyvame také vysledek p¥iznivy jevu A.

Specialné miize dojit k témto ndhodnym jevim:
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Jev jisty
nastane nutn¢ pii kazdé realizaci nahodného pokusu. Je roven mnoziné Q.

Napft. pii hazeni kostkou jev: padne jedno z ¢&isel 1,2,3,4,5,6 (samoziejmé pokud hazime
béznou hraci kostkou s obvyklym znacenim stran).

Jev nemozny
nemuze v daném pokusu nikdy nastat. Budeme jej znacit & .

Napf. pti hazeni kostkou jev: padne ¢islo osm.

2.2.2 Jaké jsou relace mezi jevy ?

Vzhledem k tomu, Ze jev je tedy jen jiné oznaceni pro podmnozinu mnoziny Q, mizeme
zavést relace mezi jevy, které odpovidaji mnozinovym relacim. Pro jevy budou také platit
vSechna tvrzeni, ktera plati pro mnoziny.

e Prinik jeva A, B, zna¢ime AN B
je jev, ktery nastane, kdyz nastanou jevy A,B soucasné. (¢teme A prunik B nebo A a B -
nastava totiz jak jev A tak 1 jev B soucasn¢)

Graficky prtiklad:

Necht pokus spo€ivd vtom, Ze uvnitf daného obdélnika vybirdme bod. Mnozinu
elementarnich jevi, které mohou nastat pfi tomto pokusu miizeme tedy graficky zobrazit na
mnozinu bodi, lezicich uvnitt uvazovaného obdélnika. Necht’ jev A spociva v tom, ze takto
vybrany bod lezi uvnitt levé kruznice a jev B spoc¢iva v tom, Ze vybrany bod lezi uvniti pravé
kruznice. Pak nasledujici diagram znazorfiuje priinik jevi A a B:

ANB={w|we ArweB}

Priklad - hazeni kostkou: jev A necht’ znaci - padne cCislo 2 nebo 3 nebo 4, a jev B - padne
sudé ¢islo. Je ziejmé, ze A N B ={2,4}.

e Sjednoceni jevi A,B, znacime A U B

O sjednoceni jevi A a B hovotfime tehdy, jestlize nastava jev A nebo jev B. Slivko "nebo"
znamena, Ze muZze nastat pouze jeden z téchto jevl, ale mohou nastat i oba jevy zaroven.
Jinymi slovy, nastane alespoi jeden z téchto jev.
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Graficky prtiklad:
AUB={w|weAvweB}

Priklad - hazeni kostkou: necht’ jev A={1,3,4}, necht’ dale jev B je skutec¢nost, Zze padne sudé
Cislo. Je ziejmé, ze A U B ={1,2,3,4,6}.

e Disjunktni jevy A, B, znaCime ANB =9
Dva jevy A,B nemohou nastat soucasn€, nemaji-li spolu Zadny mozny spole¢ny vysledek.
Takovéto jevy budeme nazyvat jevy disjunktni (nékdy téz nesluéitelné).

Priklad - hazeni kostkou: Definujme jev A - padne sudé ¢islo, a jev B - padne liché ¢islo. Tyto
jevy nemaji zddny mozny spolecny vysledek. Jestlize nastane jev A, nemuze zaroven nastat i
jev B a naopak.

e Jev A je podjevem jevu B, zna¢ime A < B
Znamena to, Ze jev A ma za nasledek jev B (1. nastane-li jev A, nastane taktéz jev B) .

Graficky ptiklad:
AcBo{weA=weB}

rowr

Priklad - hazeni kostkou: Necht’ jev A - padne Cislo 2, jev B - padne sudé¢ cCislo. Jev A je pak
podjevem jevu B.

e Jevy A,B jsou ekvivalentni, zna¢ime A = B
je-li A — B asoucasné B c A.

Priklad - hazeni kostkou: Jev A - pii hodu kostkou padne sudé¢ ¢islo, jev B - pii hodu kostkou
padne Cislo délitelné dvéma.
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e De Morganovy zakony
jsou logickym dusledkem zdkladnich pojmt a zakladnich relaci mezi jevy.

1. zakon

2. zakon

e Uplna skupina vzajemné disjunktnich jevi
je mnozina disjunktnich jevi {A1, A2, A3z, . . . An}, jejichz sjednoceni tvofi mnozinu
Q). Zapsano symbolicky:

Q’:CJA,kde A() A =D, pro i=]j
i=1

Rikame, ze zakladni prostor je slozen z Gplné mnoziny vzajemné disjunktnich jevi.
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@ Cas ke studiu odstavee: 30 minut

Cil: Po prostudovani tohoto odstavce budete umét
e vysvétlit pojem pravdépodobnosti
e definovat pravdépodobnost pomoci axiomi
e vlastnosti pravdépodobnostni funkce
e pracovat s podminénou pravdépodobnosti

o vysvétlit vétu o Uplné pravdépodobnosti a Bayesovu vétu

Vyklad:

2.3.1 Pojem pravdépodobnosti

V souvislosti s ndhodnymi jevy jsme konstatovali, ze za nahodny jev budeme povazovat
tvrzeni o vysledku ndhodného pokusu, o kterém lze jednoznacné (po uskute¢néni pokusu)
rozhodnout, zda je pravdivé ¢i nepravdivé. V zédsadé je tfeba rozliSovat mezi dvéma typy
pokusii: jednim, ktery je neomezen¢ mnohokrat opakovatelny za stejnych podminek
(takovym mitize byt napt. hazeni minci ¢i kostkou) a druhym, ktery nelze za stejnych
podminek opakovat (tim muze byt napi. pocet narozenych déti v pfistim roce). Vysledky
téchto dvou moznych typl pokusti vedou k definovani dvou typl pravdépodobnosti.

Jestlize je pokus opakovatelny neomezené mnohokrat v ¢ase za stejnych podminek, hovotime
0 objektivni pravdépodobnosti. Pokud se podminky méni pokazdé, kdyz je pokus
realizovan, hovofime o subjektivni pravdépodobnosti.

Objektivni pravdépodobnost je zalozena na cetnosti vyskytu sledovaného jevu. Jiz v
piedchozi ¢asti jsme se zminovali o stabilité relativnich Cetnosti. Ta hovoii o tom, ze relativni
cetnost jevu A pii dostatecném opakovani ndhodného pokusu se koncentruje kolem urcitého
Cisla. Zda se tedy rozumné povazovat toto Cislo za miru Cetnosti vyskytu urcité¢ho jevu A a
nazvat jej pravdépodobnosti tohoto jevu.

Subjektivni pravdépodobnost je pravdépodobnost, kterou ptifazujeme vysledku pokusu, jez

neni za stejnych podminek opakovatelny. Pocet narozenych déti v CR v letosnim roce je
pokus, ktery je pozorovatelny pouze jednou, a nemiize mu byt tudiz pfifazena objektivni
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pravdépodobnost. Dulezitym rysem subjektivni pravdépodobnosti je fakt, Ze jeji hodnota je
vétsinou velmi dulezita pro Gcely rozhodovani a feSeni zadvaznych problémd.

Pro oba typy pravdépodobnosti plati stejné zdkony a pravidla, jimiz se nyni budeme zabyvat.
2.3.2 Klasicka definice pravdépodobnosti
Tato definice se zaklada na objektivni pravdépodobnosti a tika, Ze:

Pravdépodobnost jevu A je limitnim pFipadem relativni ¢etnosti jevu A.

P(A) = lim A
nN—o n
kde: n(A) ... pocet vysledka pfiznivych jevu A (kolikrat jev A nastal)
n e pocet vSech realizaci pokusu

Klasicka definice pravdépodobnosti se uziva v piipadech, ze je:

e zakladni prostor tvofen konecnym poctem elementarnich jevi
e mira vyskytu vSech elementéarnich jevi stejna

Uved’me si nyni axiomatickou definici pravdépodobnosti.
2.3.3 Axiomaticka definice pravdépodobnosti
Pravdépodobnostnim prostorem nazveme trojici (€2, S, P) kde

i Q je mnozina v8ech ruznych, vzajemné se vylucujicich vysledkti nahodného
J y
pokusu (prvky Q jsou elementarni jevy, Q tvoii zakladni prostor)

(i) S je takova mnozina podmnozin €, ze plati:
a) QeS;
b) je-li AeS, potom A=(Q-A) €8S;

c) Jestlize A1, A2, Az, ... € S, potom [ JA, € S
i=1
Prvky mnoziny S oznacujeme jako jevy.

(ifi) P je funkce zobrazujici Sna < 0,1 > takova, ze plati:
a) P(Q)=1;

b) P(A)=1-P(A) prokazdé AcS;
C) Pro navzajem disjunktni jevy {A1, A2, A3, ...} Zmnoziny S plati:

P{UAY = XP{A)

Funkce P se nazyva pravdépodobnostni mira nebo kratce pravdépodobnost.
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Poznamky k axiomatické definici:

1. Jestlize néjaky systém podmnozin spliiuje podminky (ii) a — c¢ axiomatické definice,
nazyvame ho e-algebrou.

2. Volba Szavisi na konkrétni situaci. Obecné za n&j nemusime brat systém vSech
podmnoZin €, ale obvykle staci jeho urcity podsystém.

3. Kazda realna funkce na S, ktera spliuje vlastnosti (iii) a-C, je pravdépodobnostni mirou.
Dané realité ale odpovidd obvykle pouze jedna z nich. Napiiklad u hodu pravidelnou
kostkou to bude pravdépodobnostni mira dand rovnostmi P(1) = P(2) = P(3) = P(4) = P(5)
= P(6) = 1/6. Ostatni pravdépodobnostni miry odpovidaji rGznym nepravidelnym
kostkam.

Ptiklad - hod kostkou:
Urcete pravdépodobnost, Ze padne sudé Cislo.

Zakladni prostor Q: Q = {1,2,3,4,5,6,},
Jev A — padne sudé Cislo: A = {2,4,6,},

S je mnozina vSech podmnozin mnoziny Q (n€kdy znac¢ime S = exp ) a pravdépodobnost

definujeme vztahem P{A}= cardA , kde card A je pocet prvki mnoziny A. Tedy: P{A}=
3_1
6 2

Snadno mtizeme ovéfit, Zze tento model odpovida soucasné klasické 1 axiomatické definici
pravdépodobnosti.

2.3.4 Vlastnosti pravdépodobnosti

Bezprostiedné z axiomatické definice pravdépodobnosti vyplyvaji dalsi vlastnosti.

1. AnB=0 = P{AUB}=P{A}+P{B}
2. BcA = P{B}< P{A}

3. P{A} =1-P{A}

4. P{D}=0

5.

P{B-A} = P{B}-P{B A}
e Specialné: AcB = P{B-A}= P{B}-P{A}
6. P{AUB}=P{A}+P{B}-P{ANB}

VSechny tyto vlastnosti se daji snadno dokazat pifimo z axiomatické definice
pravdépodobnosti.
Piimym diisledkem de Morganovych zakont je nasledujici vlastnost:

7. P{AUB} =1-P{AUB}=1-P{ANB}
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Reseny priklad:

Pravdépodobnost, ze selze hasici systém tovarny je 20%, pravdépodobnost, ze selze
poplachové zatizeni je 10% a pravdépodobnost, Ze selzou jak hasici systém, tak i poplachové
zafizeni jsou 4%. Jaka je pravdépodobnost,ze:

a) alespon jeden systém bude fungovat?

b) budou fungovat oba dva systémy?

Reseni:
Oznaéme si mozné jevy takto: H hasici systém funguje
S poplachové zatizeni (siréna) funguje

Vime, Ze: P(H)=0,20

P(5)=010

P(H n§)=0,04
Maéme zjistit:
ada) P(HUS)

K teseni této otazky mizeme pristupovat dvojim zplisobem:

Podle definice: Nejde o jevy neslucitelné (mohou nastat zaroven), proto:
P(HUS)=P(H)+P(S)-P(HNS),

kde by mohlo byt problémem ur€it p(H A S)

nebo

Pres jev opacny: Kdy na zdkladé de Morganovych zdkoni mizeme psat, Ze:
P(H US)=1-P(H US)=1-P(H A§),

coZ muzeme vycislit ptimo.

P(HUS)=1-0,04=096

Pravdépodobnost, Ze bude fungovat alespoii jeden z ochrannych systémi je 96%.
adb) P(HNS)
CozZ nemlZeme fesit prostiednictvim defini¢niho vztahu:

(P(H ~S)=P(H|S)-P(S)=P(S|H)- P(H));
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nebot’ nemame informace o zavislosti poruch jednotlivych ochrannych systémi. Proto
zkusime znovu postupovat pres jev opacny:

P(HS)=1-P(H ~S)=1- P(H US)=1-[P(H)+ P(S)- P(H 5],
coz mizeme piimo vy¢islit:

P(H nS)=1-[P(H)+ P(S)- P(H n5)]=1-[0,20+010-0,04]=0,74

Pravdépodobnost, Ze oba dva ochranné systémy budou fungovat je 74%.

|

120 studentti absolvovalo zkousky z matematiky a z fyziky. 30 z nich neslozilo ob& zkousky,
8 neslozilo pouze zkousku z matematiky a 5 neslozilo pouze zkousku z fyziky. Urcete
pravdépodobnost, ze nahodné vybrany student:

a) slozil zkousku z matematiky, vime-li Ze neslozil zkousku z fyziky

b) slozil zkousku z fyziky, vime-li Ze neslozil zkousku z matematiky

c) slozil zkousku z matematiky, vime-li Ze slozil zkousku z fyziky

Reseny priklad:

Reseni:
Oznacme si mozné jevy takto: M slozil zkousku z matematiky
F slozil zkousku z fyziky
Vime, ze:
P(M ~E)=2
120
— 8
P(M NF)=—
120
= 5
P(MNF)=—
( ) 120
Maéme zjistit:
ada) P(M|F)

coz uré¢ime jednoduse podle definice podminéné pravdépodobnosti:

p(M[F)- P(I\F/)I(lr:w)F )_ P(M ~F)

(M ~F)

M
P(MF)+P
kde pravdépodobnost, ze student neslozil zkousku z fyziky urujeme podle véty o uplné
pravdépodobnosti jako soucet pravdépodobnosti, Ze student neslozil pouze zkousku z fyziky a

pravdépodobnosti, Ze student neslozil obé zkousky.
Po vy¢isleni tedy vime, ze:
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P(M|F)=

| /-U\
<

|

N —
—
N
S
|

1
+P(MA~F) 5 30 35 7 —

P(M N
—+
120 ' 120

Pravdépodobnost, Ze student slozil zkouSku z matematiky, vime-li Ze nesloZil zkouSku
z fyziky je asi 14%.

adb) P(F|M)
coz ur¢ime obdobné jako pti feseni ptfedchazejici ulohy:

P(FIM)= P(E(?AI;A) G mFI)\EF): Pl\{lF) AM)

Po vy¢isleni tedy vime, ze:

8
_\ P(F M) _ 120 _8_4.
P(F‘M)_P(me)+P(Emm)_i+ﬂ 3B 10 22
120 120

Pravdépodobnost, ze student slozil zkousku z fyziky, vime-li ze neslozil zkousku
z matematiky je asi 21%.

adc) P(M|F)
opét si napiSeme defini¢ni vztah:

P(M|F)= P('r(;)F)’

k némuz mtzeme pristoupit dvojim zpisobem:

Bud’ se pokusime tento vztah upravit na zakladé znamych vztahu tak, abychom jej mohli
prostiednictvim zadanych parametra vycislit:

p(M[F)= P(MAF) 1-P(M~F)_ 1-P(M UF) _1-[P(F)+P(M)-P(F ~M)|
F)= PF)  1-P(F) 1-[PFAM)+PFAM) 1-[PFAM)+PF~M) ~
_1-[P(F ~AM)+P(F AM)]+[P(FAM)+P(FAM)-P(F ~M)]
- 1-[PF ~AM)+PF M) -
5 8 30 77
_1-[PFnm )+P(FmM)+P(FmM)]_l_[12(J+12()+120}_120_772091
1-[PFAM)+PF M) - 1_[5+3O} 85 85 =—
120 120 120

nebo se pokusime potiebné pravdépodobnosti vycist ze zadani:
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Zadané udaje si zapiSeme do tabulky:

Slozili zkousku z Neslozili zkousku z Celkem
matematiky matematiky
Slozili zkousku z fyziky 8
Neslozili zkousku z fyziky 5 30 35
Celkem 38 120

a zbylé udaje v tabulce jednoduSe dopocitdme:

Kolik studentt slozilo zkousku z fyziky? To je celkovy pocet (120) minus pocet studentt,
ktefi zkousku z fyziky neslozili (35), coz je 85. Obdobné ur¢ime pocet studentt, kteti slozili
zkousku z matematiky, coZ je 120 — 38 = 82. A konecné& pocet téch, kteti slozili ob¢ zkousky
ur¢ime napf. jako pocet té€ch, kteti slozili zkousku z matematiky (82) minus pocet téch, kteti
slozili pouze zkousku z matematiky (5), coz je 77.

SloZili zkousku z Neslozili zkousku z Celkem
matematiky matematiky
SloZili zkou$ku z fyziky 77 8 85
Neslozili zkousku z fyziky 5 30 35
Celkem 82 38 120

Hledané pravdépodobnosti tedy jsou:

77 85
P(M mF):%; P(F):mf

z ¢ehoz plyne:

77
p(M‘F)zmzﬁzzzogl
P(F) 8 85 -

120

Pravdépodobnost, Ze student slozil zkousku z matematiky, vime-li Ze slozil zkousku z fyziky
je asi 91%.
Pozn.: Podle tidajh v tabulce bychom mohli fesit i tkoly a) a b).

|

Reseny piiklad:

Spoctéte pravdépodobnost toho, Ze z bodu 1 do bodu 2 bude protékat elektricky proud, je-li
el. obvod vcetné pravdépodobnosti poruch jednotlivych soucéastek vyznacen na nasledujicim
obrazku. (Poruchy jednotlivych soucastek jsou na sobé nezavislé.)
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Cc
0,1 0,3
1 . A B —e— D 0,3 —@—— 2
E
ReSeni: 02
Oznac¢me si:
A soucastka A funguje, C soucastka C funguje,
B soucastka B funguje, D soucastka D funguje
E soucastka E funguje,
Pak:
P(A)=01=P(A)=09 P(C)=02=P(C)=08
P(B)=03=P(B)=0,7 P(D)=0,3=P(D)=0,7
P(E)=0,2=P(E)=08

Pro zjednoduseni si obvod predstavime jako sériové zapojeni dvou blokl. Blok 1 je tvofen
sériovym zapojenim soucastek A a B, Blok 2 je tvofen paralelnim zapojenim soucastek C, D a
E. V prvni fazi si ur¢ime pravdépodobnosti poruch jednotlivych bloki:

pravdépodobnost toho, ze systém (blok) funguje urovat jako
doplnék pravdépodobnosti jevu opacného — tj. toho, ze systtm —e— p | 03 —@——

Blok 1:

B1L .. Blok 1 funguje i_"""""""""":
L0l 03

Mame-li sériové zapojené soucastky, je vhodné urCovat : A B |

ptimo pravdépododobnost, Ze systém (blok) funguje. | !

Blok 1 funguje pravée tehdy, jsou-li funk¢ni soucastky A 1 B. Blok 1

Vzhledem k nezavislosti poruch jednotlivych souc¢astek mtizeme fici, ze:

P(Bl)=P(ANn B) = P(A).P(B)=09.0,7=0,63

Blok 2:

B2 Blok2funguje “““““““““““1:

0,2 |

Méme-li  paralelné zapojené soucastky, je vhodné C

(blok) nefunguije.

| E |
Blok 2 nefunguje pravé tehdy, neni-li funkéni ani jedna ze 0.2 i
soucastek C, D, E. Vzhledem knezavislosti poruch :L ' !
jednotlivych souéastek mizeme tici, ze: Blok2
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P(B2) = P(C~DNE) = P(C).P(D).P(E) =0,2.0,3.0,2 = 0,012
P(B2)=1-P(B2)=1-0,012 = 0,988

Cely systém je pii tomto znaCeni dan sériovym zapojenim Bloku 1 a Bloku 2. Zbyva nam
tedy jiz jen urcit spolehlivost celého systému (pravdépodobnost, ze systém bude funkcni).

1 B1 B2 *2 3 ... systém je funkéni

P(S)= P(B1 ~ B2)= P(B1)- P(B2)=0,63-0,988 = 0,62

Pravdépodobnost toho, Ze z bodu 1 do bodu 2 bude protékat elektricky proud je asi 62%.

Vyklad:

2.3.5 Podminéna pravdépodobnost

Casto se setkavame s podminénou pravdépodobnosti. Jedna se o pravdépodobnost jevu za
podminky, Ze nastal urcity jiny jev.

V podstaté si mliizeme ptedstavit, Ze n-krat realizujeme néjaky nadhodny pokus a uvazujeme
dvé podmnoziny A a B v pfislusném zakladnim prostoru, tj. dva jevy souvisejici s timto
pokusem. Vyberme ted’ z posloupnosti realizaci pokusu jen ty realizace, pfi kterych nastal jev
B. Pak nas ovS§em mize zajimat, kolikrat za takové podminky nastal jev A.

L

Reseny priklad:

Nepruhledny pytlik obsahuje 10 ¢ernych a 5 bilych kuli¢ek. Budeme provadét ndhodny pokus
— vytazeni jedné kulicky, pticemz kulicku do pytliku nevracime. Urcete pravdépodobnost, ze
V druhém tahu vytahneme bilou kulicku.

Reseni:
Jev Definice jevu
Bl pii prvni realizaci ndh. pokusu byla vytaZena bild kulicka
C1l pfi prvni realizaci ndh. pokusu byla vytazena ¢ernd kuli¢ka
B2 pii druhé realizaci nédh. pokusu byla vytazena bil4 kulicka
C2 pti druhé realizaci ndh. pokusu byla vytazena ¢erna kulicka
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Stav pytliku pied prvni realizaci pokusu:

0000000 O0O0OOOOOOO

- /\ J
e Y

10 ks 5 ks

Pravdépodobnost, Ze pii prvni realizaci pokusu vytadhnu bilou (€ernou) kuli¢ku je zfejme:

P(B1) = % resp. P(Cl) = %

Je taktéz ziejmé, Ze stav pytliku pfed druhou realizaci pokusu zavisi na vysledku prvni
realizace.

Stav pytliku pted druhou realizaci pokusu, byla-li pii prvnim pokusu vytazena bila kulicka:

0000000000000

- ~ o\ J

10 ks 4 ks

Stav pytliku pfed druhou realizaci pokusu, byla-li pfi prvnim pokusu vytazena ¢ernd kulicka:

000000000 O0OOOO

G ~ o\ J

9 ks 5 ks

Z obrazku (a zlogického usudku) vidime, Ze vysledek druhé realizace pokusu zavisi na
vysledku prvni realizace pokusu, jinymi slovy: vysledek druhé realizace pokusu je podminén
vysledkem prvni realizace pokusu.

Miizeme tedy urcit pravdépodobnosti nasledujicich jevi:

Jev Definice jevu
B2/B1 pfi druhé realizaci ndh. pokusu byla vytaZena bilé kulicka, jestlize pti prvni
realizaci nédh. pokusu byla vytaZena bila kuli¢ka

C2/B1 pfi druhé realizaci néh. pokusu byla vytazena €erné kulicka, jestlize pii
prvni realizaci ndh. pokusu byla vytazena bil4 kulicka
B2/C1 pti druhé realizaci ndh. pokusu byla vytazena bilé kulicka, jestlize pti prvni
realizaci ndh. pokusu byla vytazena ¢erna kuli¢ka
C2/C1 pti druhé realizaci néh. pokusu byla vytazena ¢erné kulicka, jestlize pii

prvni realizaci ndh. pokusu byla vytazena ¢erna kulicka
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Na zaklad¢ obrazku odpovidajicich stavu pytliku pted druhou realizaci pokusu pii splnéni
ptislusnych podminek (za lomitkem) mizeme urcit:

P(B2/BY) =2, P(C2/B)=0, P(B2/C)=—, P(C2/Cl)=—
14 14 14 14

Pozn.: Vsimnéte si, 2e: P(AlB) = P(A/B)

Chceme-li tedy urcit naptiklad pravdépodobnost toho, ze v druhém tahu vytahneme bilou
kulicku, musime vzit v ivahu, ze k tomuto jevu miize dojit ve dvou piipadech:

(B2mB1) nebo (B2nC1)
Proto plati:  P(B2) = P((B2B1) u(B2"C1))
Jelikoz jevy (B2 B1) a (B2 " C1) jsou neslucitelné (nemohou nastat zaroven), plati:

P(B2) = P(B2n Bl) + P(B2 N CY),
4 5 510 14

14 15 14 15 42

P(B2) = P(B2/BL1)- P(B1)+ P(B2/C1)- P(Cl) = %

Obdobn¢ mizeme urcit pravdépodobnost, ze v druhém tahu vytdhneme ¢ernou kulicku.

Vyklad:

Podminéna pravdépodobnost je definovana vztahem:

P{ANB}

kde P{B} = 0.

P{A| B} ¢teme pravdépodobnost jevu A podminénd jevem B.

2.3.6 Nezavislé jevy
Jevy A a B nazyvame navzajem nezavislymi, jestlize plati:
P{A n B} = P{A}.P{B}

Jevy A a B jsou tedy nezavislé, jestlize pravdépodobnost priniku téchto dvou jevi je rovna
soucinu pravdépodobnosti jednotlivych jevil.
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V diisledku toho pak pro nezavislé jevy A,B plati: P{AB} = P{A}

Piiklad - hod kostkou:

Jestlize v prvnim hodu padne jednicka, nijak to neovlivni pravdépodobnost, ze jednic¢ka padne
také ve druhém hodu. Pravdépodobnost, Ze v obou hodech padnou jednicky, je pak soucinem

jednotlivych pravdépodobnosti.
Definujme si jevy A, B, C takto:

A - "padne jednicka v prvnim hodu"
B - "padne jednicka ve druhém hodu"
C = AN B - "padne jednicka v obou hodech"

1

pak plati: P{C} = P{A n B} = P{A}.P{B} = -

ol
[ Nl

2.3.7 Véta o uplné pravdépodobnosti

Necht je dana uplné skupina vzajemné disjunktnich jevl {B1, By, B3,

BNB,=g;Vizj (JB=Q

i=1

napf. pro n=7 (viz. obrazek):

By Q

... Bo} ti.

Je ztejmé, ze libovolny jev A (viz. obrazek) , (A< Q, P{A}#0), se sklada z ¢asti (Am B,),

(ANB,), ..., (AnB,).
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Tedy:

A= (AnB,)u(AnB,)u...u(ANB,,) = CJ(Am B, )

i=1

Jelikoz jde o sjednoceni neslucitelnych jevl, musi platit, Ze pravdépodobnost tohoto
sjednoceni je dana souctem jednotlivych pravdépodobnosti.

Q

n

P{A} = > P{ANB}

i=1
Z definice podminéné pravdépodobnosti pak dostdvame:
P{ANB;}= P{AIBi} P{B}

z ¢ehoz plyne:

PAY = Y P{AB}P(BY

Tomuto vztahu pro vypocet pravdépodobnosti jevu A fikame véta o 1plné
pravdépodobnosti.

2.3.8 Bayesova véta
V nékterych ptipadech potfebujeme urcit P{Bk|A}. Z definice podminéné pravdépodobnosti
plyne:

P{B.NA}_P{ABIP{B}

PBIAY = =oray P{A}

Dosadime-li do jmenovatele vétu o uplné pravdépodobnosti, ziskdme vztah, ktery oznacujeme
jako Bayesovu vétu (Bayestuv teorém):

P{AB.}P{B.}

n

ZP{AIBi}P{Bi}

P{B.|A} =

Bayesova véta plati pro vyse uvedenou tplnou skupinu vzajemné disjunktnich jevi {B1, By,
B3, P, Bn}
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Reseny priklad:

Laboratoft, kterd provadi rozbory krve, potvrdi s pravdépodobnosti 95% existenci protilatek na
virus ur€ité nemoci, jestlize ji pacient skutecné trpi. Zaroven test urc¢i jako pozitivni 1% osob,
které vSak touto nemoci netrpi. Jestlize 0,5% populace trpi zminénou nemoci, jaka je
pravdépodobnost, ze urcita osoba, jejiz test byl pozitivni, skute¢né onu nemoc ma?

ResSeni:

Takovéto problémy smétuji k feSeni pomoci véty o uplné pravdépodobnosti, popf. pomoci
Bayesova teorému. Pro prehledny zapis situace Casto vyuzivame tzv. rozhodovaci strom.

Oznac¢me si: N pacient trpi nemoci
T test na protilatky vysel pozitivni

Rozhodovaci strom pak vypada takto:

Dany stav Vysledek testu

0,95 T
N
0,005 <
0,05

0,01 T
0,995 <
0,99

=

Populace

|

Z]

S

0,995.0,99 = 0,98505

=

Na spojnice prvniho vétveni zapisujeme pravdépodobnosti vyskytu daného stavu, tj. P(N) a
P(N), pfiemz soucet pravdépodobnosti v jednom vétveni dava vzdy 1 (100%). V nasem
pfipad€ tedy P(N) zndme ze zaddni a p(N) ur¢ime jako 1 —P(N).

Na spojnice druhého vétveni se pak zapisuji podminéné pravdépodobnosti — “vysledek testu”
za predpokladu “dany stav”. V nasem pfipadé jsou to pravdépodobnosti:
P(T|N), p(-r \N) p(T‘N ) p(-r \N ) Opét plati, ze soucet pravdépodobnosti v jednom vétveni dava
vzdy 1. Ze zadani zname p(T‘N) a p(T‘N) a zbylé dvé podminéné pravdépodobnosti dopocitame
jako doplnky do 1.

Chceme-li ur¢it, jaka je pravdépodobnost toho, ze nastal “dany stav” a zaroven “vysledek

testu”, staci vynasobit hodnoty uvedené u prislusné vétve. Napft.: pravdépodobnost toho, ze
pacient trpi nemoci a zarovei mu vySel negativni test je 0,00025 (
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P(N~T)=P(N)-P(T \N):0,005-0,05:0,00025)~ Ptislusné¢ pravdépodobnosti jsou uvedeny ve
sloupci vedle rozhodovaciho stromu.
Pravdépodobnosti toho, ze dojde k urcitému vysledku testu, se urcuji prostfednictvim véty o

uplné pravdépodobnosti. My je okamzité vycteme ze sloupce uvedeného vedle rozhodovaciho
stromu. Napf.: P(T)=P(N AT)+P(N nT)=0,00475+0,00995 = 0,0147 -

A nyni jiz pfejdéme k nasi otazce: M¢Eli jsme urcit jaka je pravdépodobnost, Ze urcita
osoba, jejiz test byl pozitivni, skute¢né onu nemoc ma — neboli: P(N[T)

Tuto podminénou pravdépodobnost z rozhodovaciho stromu pfimo nevycteme, pro jeji urceni
pouzijeme Bayestv teorém:

P(NNT),

P(N ‘T): P(T)

VT

P(NAT) 000475 0,00475 0323

PINIT)= P(T)  0,00475+000995 00147

Pravdépodobnost toho, Ze osoba jejiz test vySel pozitivni, skutecné onu nemoc ma je asi
32,3%. (Zamyslete se nad tim, co by znamenalo, kdyby I¢kat pouze na zaklad¢ jednoho
pozitivniho vysledku testu, oznacil clovéka za nemocného (napt. AIDS)).

z Shrnuti:

Nahodny pokus je kazdy kone¢ny déj, jehoz vysledek neni pfedem jednoznaéné urcen
podminkami, za nichZ probih4, a ktery je, alespoii teoreticky, neomezené opakovatelny.
Mozné vysledky ndhodného pokusu jsou elementarni jevy.

Mnozinu vSech elementéarnich jevii nazyvame zakladni prostor (elementarnich jevl).

Jevem A je libovolnd podmnozina zakladniho prostoru, proto mezi jevy muzeme zavést
takové relace, které odpovidaji mnozinovym relacim. Pro jevy také plati vSechna tvrzeni,
ktera plati pro mnoziny.

Pravdépodobnostni mira (pravdépodobnost) je redlnd funkce definovand na systému
podmnozin zakladniho prostoru, ktera je nezdporna, normovand a c-aditivni. Tato funkce ma
fadu vlastnosti, jako napt. pravdépodobnost sjednoceni disjunktnich jevii je ddna souctem
jejich pravdépodobnosti.

Podminéna pravdépodobnost je pravdépodobnost vyskytu jevu za podminky, Ze nastal
urcity jiny jev, ktery neni nemozny.
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Jevy A a B jsou nezavislé, jestlize pravdépodobnost pruniku téchto dvou jevd je rovna
soucinu pravdépodobnosti jednotlivych jevil.

Véta o uplné pravdépodobnosti nam dava navod, jak urcit pravdépodobnost jevu A, 0
kterém je zndmo, ze muze nastat pouze soucasn¢ s nékterym z jeva Bj, B, ..., By, které tvori

uplny systém neslucitelnych jevi.

Bayesova véta nam umoziiuje spocitat podminéné pravdépodobnosti jednotlivych jevl této
uplné skupiny, za ptredpokladu, ze nastal jev A.
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()

* | Otazky

Jak chépat pojem ,,pravdépodobnost* ?
Co to jsou axiomy pravdépodobnosti ?
Jak se urci pravdépodobnost sjednoceni dvou obecnych jevil ?
Jak se urci pravdépodobnost priniku dvou nezavislych jevi ?

Co vyjadiuje Bayesova véta ?
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Ulohy k FeSeni

Systém je funkcni pokud funguje soucédstka A a nejméné jedna ze soucastek B a C.
Pravdépodobnost, ze po 1000 hodinach je funk¢ni soucastka A je 0,8, soucastka B 0,9 a
soucastka C 0,7. Systém pracuje nezavisle na okolnich podminkéach.

B
A

C
Jaka je pravdépodobnost, Ze systém bude po 1000 hodinach funkcni?

Ve velkém mnozstvi pisemek se vyskytuji dva typy chyb, A a B. Pravdépodobnost, ze
Vv pisemce bude chyba A je 0,1 a pravdépodobnost, ze tam bude chyba B je 0,2.
Pravdépodobnost, ze v pisemce budou obé chyby zaroven je 0,05. Urcete
pravdépodobnost, ze v pisemce bude pouze chyba A, nikoliv chyba B?

Sonda ma dv¢ kamery, které mohou pracovat nezavisle na sob¢. Kazda z nich je vybavena
pro piipad poruchy korekénim mechanismem. Pravdépodobnost poruchy kamery je 0,1,
pravdépodobnost Gspésné opravy piipadné poruchy pomoci korekéniho mechanismu je
0,3. S jakou pravdépodobnosti se nepodafi ani jednou z kamer nic nafilmovat?

Tti absolventi stfedni Skoly — pan Novak, pan Svoboda a pan Dvotéak skladaji ptijimaci
zkousky na tfi razné vysoké Skoly. Rodice téchto studenti odhaduji jejich Sance na Gspéch
na 70%pro studenta Novaka, na 40% pro studenta Svobodu a na 60% pro studenta
Dvotéka. Jaka je pravdépodobnost, Ze:

a) vSichni tfi uspéji

b) ani jeden neuspéje

€) uspéje jen student Novak

d) uspéje pravé jeden z nich

e) neuspéje jen student Svoboda

f) uspéji pravé dva z nich

g) uspéje alespon jeden z nich

V osudi je 5 Cernych a 15 bilych kouli. Z osudi se ndhodné vytdhne jedna koule. Poté se
vrati zpét a prida se 20 kouli téze barvy, jakou méla vytaZzend koule, a tah se opakuje. Jaka
je pravdépodobnost, Ze druha vytazend koule bude ¢erna?

Pocatecni stadium rakoviny se vyskytuje u kazdych tfi z jednoho tisice Americani. Pro
vCasné zjiSténi byl vyvinut velmi spolehlivy test. Pouze 5% zdravych pacienti ma
vysledky pozitivni (faleSny poplach) a pouze 2% nemocnych maji vysledek negativni.
Pokud by se tento test pouzil pro vySetfeni celé americké spolecnosti a vSichni ti, kteti by
méli pozitivni vysledky by byli hospitalizovani za tcelem klinického vySetieni, kolik %
Z nich bude skute¢n¢ mit rakovinu?
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7. Pii vyrob€ 30% piistroji byl pouzit zptisnény technologicky rezim, zatimco pfi vyrobé
ostatnich pfistrojii standardni rezim. Pfitom pravdépodobnost bezporuchového chodu po
dobu T je pro pfistroj z prvni skupiny 0,97 a pro pfistroj z druhé skupiny 0,82. Jaka je
pravdépodobnost, ze:

b) pfistroj bude po dobu T pracovat bezporuchove?
C) pfistroj, ktery po dobu T pracoval bezporuchové, byl vyroben ve zptisnéném rezimu?

8. Zamyslite koupit v autobazaru viiz jisté znacky. Je ov§em zndmo, Ze 30% takovych vozi
ma vadnou pievodovku. Abyste ziskali vice informaci, najmete si mechanika, ktery je po
projizdce schopen odhadnout stav vozu a jen s pravdépodobnosti 0,1 se zmyli. Jaka je
pravdépodobnost, ze viz, ktery chcete koupit, mé vadnou pifevodovku:

a) predtim, nez si najmete mechanika?
b) jestlize mechanik pfedpovi, ze viz je dobry?
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1
g:‘ W
=4 45
.

. 0,776 ~77,6%

. 0,05~5%

. 0,0049 ~ 0,49%

. a) 0,168 ~ 16,8%
b) 0,072 ~7,2%

c) 0,168 ~ 16,8%
d) 0,324 ~32,4%
e) 0,252 ~ 25,29%
f) 0,436 ~ 43,6%
g) 0,928 ~ 92,8%

0,25 ~ 25%
0,056 ~ 5,6%

a) 0,865 ~ 86,5%
b) 0,336 ~ 33,6%

a) 0,30 ~ 30%
b) 0,045 ~ 4,5%
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