0 KOMBINATORIKA — OPAKOVANI UCIVA ZE SS

@,

Cas ke studiu kapitoly: 30 minut

Cil: Po prostudovani této kapitoly budete umét pouzit
e zékladni pojmy kombinatoriky

e vztahy pro vypocet kombinatorickych tiloh



Vyklad:

Kombinatorika je vstupni branou do teorie pravdépodobnosti. Zabyva se raznymi zplsoby
vybéru prvkil z daného souboru. Uz jste si vzpomnéli? Jde pfece o soucast stiedoskolské
matematiky. Ale protoZe opakovani je matkou moudrosti, jdeme na to ...

Nejdiive si ujasnéme s jakymi vybéry se v praxi muzeme setkat. Prvnim kritériem je
usporadanost vybéru.

A. Usporadany vybér (= Variace)
je takovy vybér, pii némz zalezi na poradi vybranych prvku.

Pr.: Kolik trojcifernych Cisel 1ze sestavit z ¢isel 1; 3; 8; 9?
Cislo 139 a ¢&islo 391 povazujeme za dvé riizné variace vybéru.

B. Neusporadany vybér (= Kombinace)
je oproti tomu vybérem, pfi kterém na potradi vybranych prvki nezalezi.

P¥.: Kolik je moznosti jak vsadit Sportku?

7 cisel ze 49 — napf. kombinace {1;2;3;4;5;6;7} je totozna s kombinaci
{2;3;1;6;7;4;5} — nezalezi na tom v jakém potadi jsme Cisla zaskrtali.

Druhym kritériem je skutecnost, zda se prvky po vybéru do pilivodni mnoziny vraceji ¢i
nikoliv. Podle toho se vybéry rozlisuji na:

A. Vybéry s opakovanim
tj. vybrané prvky se vraceji do ptivodni mnoziny

Pf.: Z mnoziny {1;3;8;9} lze mimo jiné vytvofit troj¢isli {131; 188; 888; 119; 139 ...}

B. Vybéry bez opakovani
tj. vybrané prvky se do piivodni mnoziny nevraceji

Matematicky je jednodussi popis vybert s opakovanim, avSak v praxi se Castéji setkate
S vybéry bez opakovani (test neni mozno opakovat, napf. taznost trubky mulZete testovat
pouze jednou, pro dalsi test je zapotiebi pouzit novou trubku)



0.2 Zakladni kombinatoricka pravidla

0.2.1 Kombinatorické pravidlo sou¢inu

Toto pravidlo pouzivdme v b&zném zivoté zcela automaticky. NeZ uvedeme jeho
matematickou formulaci, ukaZzeme si jeho vyuziti na ptikladu.

—

ReSeny priklad:

U stanku nabizeji ¢tyfi druhy zmrzliny a tfi polevy. Kolik riznych zmrzlin s polevou lze
vytvofit, jestlize nechceme michat vice druht ani vice polev?

ReSeni:

Naésledujici diagram zobrazuje v§echny moznosti vybéru:

vanilkova Oftiskova poleva
Ovocna poleva

jahodova Oftiskova poleva

Ovocna poleva

merutikova Oriskova poleva
Ovocna poleva

citronova Oriskova poleva

Ovocna poleva



Ke kazdému ze ¢tyf druhlt zmrzliny miizeme ptidat jednu ze tii polev, celkem je proto mozné
vytvofit 4 - 3 =12 riiznych zmrzlin s polevou.

Vyklad:

Zobecnénim  predchozi uvahy dojdeme  k nasledujicimu  pravidlu  nazyvanému
kombinatorické pravidlo sou¢inu:

Pocet vsech uspotradanych k-tic, jejichz prvni ¢len lze vybrat n; zpusoby, druhy c¢len
po vybéru prvniho ¢lenu n, zpisoby atd. az k-ty ¢len po vybéru vSech ptredchazejicich
¢lend ng zplisoby, je roven Ny - Nz - ... - Ny.

V tvodnim ptikladé jsme hledali uspofadané dvojice druh — poleva, jejichz prvni ¢len (druh)

lze vybrat ¢tyfmi zpusoby a druhy ¢len (polevu) 1ze vybrat tiemi zpusoby. Tedy k = 2, n; = 4,
Nz =3; Ny np=12.

0.2.2 Kombinatorické pravidlo souctu

Také toto pravidlo v zZivoté Casto vyuzivame, aniz si to uvédomujeme. Jestlize mame napf. tii
zluté, dvé modré a Ctyfti zelené pastelky, umi kazdy snadno spocitat, ze dohromady mame 3 +
2 + 4 = 9 pastelek. Matematicky se toto pravidlo formuluje takto:

Jsou-li A;, Az ..., A, konetné mnoziny, které maji po tadé pi, P2, ..., Pn prvku,

a jsou-li kazdé dve¢ disjunktni, pak pocéet prvki mnoziny A; U A U ... U A,
jerovenp; +p2+ ...+ pn.

Znovu si pfipomenime, ze u variaci zalezi na potadi vybiranych prvki.

0.3.1 Variace k-té tridy bez opakovani

Necht M je libovolnd mnozina n prvka. Kazda uspotadana k-tice (skupina K prvki)
Z navzdjem raznych prvkli mnoziny M se nazyva variace k-t¢é tfidy mnoZiny M bez opakovani
a znac¢ime ji Vi(n) — varia¢ni ¢islo.

Pocet variaci Vi(n) se urcuje podle vztahu:

n!
(n—k)!

V(n)=n(-1.(n-2) ...(n—k+1) =



®

V prvni fotbalové lize je 16 muzstev. Kolika zplisoby mohou byt na konci soutéze obsazeny stupné
vitéza?

Reseny priklad:

ReSeni:

Vybirame trojici muzstev, ktera obsadi stupné vitézl. Na poradi v této trojici samoziejmé zalezi.

| |
V,(16)= _ 18 16 615.14-3360
(16-3)! 13!

Stupné vitézi mohou byt obsazeny 3360-ti zptisoby.

Vyklad:

V ptipadé, ze velikost vybéru je totozna s rozsahem mnoZiny M (k=n) pouzivame pro tento
typ variaci ndzev permutace. U permutaci tak nejde v podstaté o vybér, nybrz o rizna
uspotadani téze mnoziny (pifesmycky).

0.3.2 Permutace bez opakovani
Permutace mnoziny M (bez opakovani) jsou vSechna navzajem rtizna usporadani mnoziny M.

Pocet permutaci n prvkové mnoziny stanovime na zékladé vztahu:

Py =V, (n)=—"— =

(n—n)!

Reseny priklad:

Vratme se opét k volbé piedsednictva zastupitelstva. Piedpokladejme vsak, ze predsednictvo
je uz zvoleno a je pouze tieba rozd¢lit si funkce. Kolik je moznosti, jak si funkce rozd¢lit?

ReSeni:
Je zfejmé, Ze jde o permutace (pfesmycky) 5-ti clenné mnoziny:
P(5)=5'=5432.1=120

Ptedsednictvo si tedy mize rozdélit funkce 120-ti zplisoby.
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Vyklad:

Definujme si opét M jako libovolnou n-prvkovou mnozinu.

0.3.3 Variace k-té tridy s opakovanim

tak nazyvame kaZdou uspofadanou k-tici prvkli z mnoZiny M, v niZz se jednotlivé prvky
mohou opakovat.

Pocet variaci k-té tiidy s opakovanim uréuje vyraz V i(n)

Vim) =n*

Reseny piiklad:

Urcete kolik je moZnosti jak sestavit 6-ti mistné telefonni Cislo.
ReSeni:

V tomto piipad¢ si zvolime mnozinu M, M={0;1;2;3;4;5;6,7;8;9}. Potfebujeme obsadit 6
mist.

Je zfejmé, Ze existuje celkem
V, (10) =10°

moznosti jak usporadat 10 ¢islic do Sestice.

V tuto chvili si musime uvédomit, ze telefonni ¢islo nemtze zacinat ,,0%, proto musime tyto
moznosti od celkového poctu odecist.

0
o00000

H_/

V'5(10)

V, (10) =10°
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Mezi viemi 6-ti mistnymi &isly je 10° &isel za&inajicich ,,0“. Existuje tedy 900 000 (10°-10°)
moznosti jak vytvofit 6-ti mistné telefonni ¢islo.

Vyklad:

0.3.4 Permutace s opakovanim

Mg¢jme uspotadanou n-tici K riznych prvkd, v niz se jednotlivé prvky opakuji n; (i=1, 2, ...,
k) krat. Permutace s opakovanim vznikaji riznym uspofadanim ptivodni n-tice.

Plati:

k
2 =n
i=1

Pocet permutaci s opakovanim je dan vztahem:

b _ P(n) _ n!
Ny oy sl P(n1 ),P(n2 ) . "P(nk) nl!.nZ!.. . ..l’lk!

Reseny piiklad:

Na plakatovaci plochu o kapacit¢ 10 mist se maji vylepit reklamni plakaty 4 spolecnosti.
Spolecnost ARMA si piedplatila 3 plakaty, spole¢nost BRUNO 2 plakaty, spole¢nost CEKO
1 plakat a spole¢nost DINA 4 plakaty. Urcete kolika riiznymi zptlisoby Ize ploch pokryt.

Reseni:

Predpokladame-li, ze kazda spolecnost dodala pouze jediny druh plakatu, pak jednotlivé
varianty polepeni tvoii permutace s opakovanim:

P 1001098765
BRET o n4 322

=12600

Plakatovaci plochu lze polepit 12600 rtiznymi zptsoby.
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Vyklad:

Kombinace se pouzivaji v ptipadech, kdy se ze skupiny prvka vybird mensi podskupina, jejiz
prvky nemaji specifickou roli, tj. jsou vzajemn¢ zameénitelné (nezalezi na potadi vybranych
prvki).

Pfikladem takovéto podskupiny je zavodni druZstvo mladsich Zaka pro béh na 1500 metr
(reprezentujicich jistou ZS).

Definujme si znovu M jako libovolnou n prvkovou mnozinu.

0.4.1 Kombinace k-té tridy bez opakovani

pak nazvéme kazdou k prvkovou podmnozinu sestavenou z navzajem raznych prvkii mnoziny
M.

Pocet riznych kombinaci Cy(n) se ur¢i na zaklad¢ vzorce:

n'

=] |= "
A VY ey

Hodnota Ck(n) se nazyva kombinaéni €islo.

E

Reseny priklad:

Ve &étvrtém roéniku ZS studuje 30 chlapeii a 50 dévéat. Pro reprezentaci ro¢niku v lehké
atletice je tfeba sestavit smiSené 10-ti ¢lenné druzstvo (5 chlapci, 5 divek). Kolik je moZnosti
jak takovéto druzstvo sestavit?

Reseni:

Pro vypocet pouzijeme kombinatorické¢ pravidlo o soucinu: Celkovy pocet moznosti jak

sestavit druzstvo (n) je dan soucinem poétu moznosti jak vybrat 5 chlapcu ze 30-ti (n;) a 5
divek z 50-ti (ny).

Pocet moznosti jak vybrat 5 chlapct ze 30-ti je zfejmé:

=142506

30 ! 27.
0. = C,(30) :( j 300 30.29.28.27.26

5)7(G0-5)15 54321
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Pocet moznosti jak vybrat 5 divek z 50-ti je ziejmée

=2118760

50 !
n, = C,(50) = _ 50! _ 50.49.48.47.46
5) (50-515 54321
A celkovy pocet moznosti jak sestavit druzstvo je tedy:

n=n,.n, =142506.2118760=301.936012560 , tj. tém&f 302 miliard.

Reseny priklad:

Z dvaceti¢lenného zastupitelstva (8 z ODS, 6 z CSSD, 4 z KDU-CSL, 2 ze SZ) se musi zvolit
péticlenné predsednictvo (pfedseda, mistopiedseda, 3 ¢lenové). Kolika riiznymi zptisoby lze
predsednictvo sestavit:

a) nejsou-li na vybér funkci zadna dalsi omezeni

b) je-li stanoveno, Ze pfedseda a mistopiedseda musi byt ze dvou nejsilnéjsich stran

Reseni:
a) Nejsou-li stanovena zadna omezeni pro vybér predsednictva, je 380 (= 20.19 = V,(20))

moznosti jak vybrat pfedsedu a mistopiedsedu. Zbylé tii mista v pfedsednictvu mohou
obsadit libovolni tfi lidé ze zbyvajicich osmnacti. Takovych moznosti je:

181 18 1817.16
(18-3)1:31 153 6

C,(18)= ~816

Uplatnime-1li kombinatorické pravidlo soucinu, zjistime Ze celkovy pocet moZznosti, jak
sestavit pfedsednictvo je 310080 (= 380 . 816).V tomto piipadé tedy existuje 310080
moznosti jak sestavit pfedsednictvo zastupitelstva.

b) Nyni je stanoveno, Ze pfedseda a mistopiedseda musi byt ze dvou nejsilnéjsich stran
(neni feceno, Ze predseda musi byt z nejsilngj$i strany). MoZznosti jak zvolit pfedsedu a

mistopiedsedu je tedy:
Pocet moznosti, jak zvolit predsedu z ODS
/ ‘\a zaroven mistopiedsedupiedsedu z CSSD
Pocet moznosti, jak zvolit pfedsedu z ODS a zarovei mistopfedsedupiedsedu z CSSD

Zbyla tii mista v pfedsednictvu mohou obsadit libovolni tfi lidé ze zbyvajicich osmnacti
(bez ohledu na stranickou pfislusnost). Takovych moznosti je 816, jak bylo ur¢eno v bodé

a).
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Uplatnime-li opét kombinatorické pravidlo soucinu, zjistime Ze celkovy pocet moznosti,
jak v ptipad¢ takovychto pozadavku sestavit predsednictvo je 78336 (= 96 . 816).

Vyklad:

0.4.2 Kombinace k-té tfidy s opakovanim

nazvéme kazdou k-Clennou skupinu sestavenou z prvki mnoziny M tak, Ze se prvky ve
skupiné mohou opakovat a pfitom nezalezi na jejich potadi.

Pocet kombinaci k-t¢ tfidy s opakovanim je dan vztahem:

CL(”)=Ck(n+k_1)=[n+k_1j_(n+k—1)!

k ) (n-Dik!

®

Reseny priklad:

Kvalita vyrobku se rozliSuje tfemi stupni jakosti: A, B, C.

a) Urcete kolik riznych vysledkti miize mit vystupni kontrola vyroby, testuje-li se kvalita
10-ti ndhodné vybranych vzorkd.

b) Kolik riznych vysledki nebude obsahovat ani jeden vyrobek kvality C?

Reseni:

a) Testovany vzorek je 10-ti prvkova skupina slozena z vyrobku tii typu jakosti. Pocet
rtiznych vysledkl kontroly je tedy dan vztahem:

.0 :(3+10 —1j @ 1221

10 ) @12-100100 21

Existuje 66 riznych vysledkl kontroly kvality 10-ti vyrobk.

b) Chceme-li zjistit, kolik vybéri 10-ti vyrobkd neobsahuje vyrobek kvality C, musime
omezit pocet povolenych tfid ve vzorku na 2 (A, B).

N

10 | @-prior 1

V 11-ti rznych vysledcich kontroly kvality nenajdeme vyrobek kvality C.
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z Shrnuti:

Usporadané Bez Variace bez Vo) =n(n-1).¢n-2). ... .(n7k+1):L
vybéry opakovani opakovani (n-B)!
Permutace bez | piy=y (m-—" -
opakovani (n=m)!
S Variace s Vi(m) =n*
opakovanim opakovanim
Permutace s P - P(n) _n
opakovénim et pg )\ P(ny ). P(n)  nlml....m,)
Neuspoiadané Bez Kombinace bez | ¢ (- [nj __n
vybéry opakovani opakovani k) =Rk
S Kombinace s C;(n)_ck(mk_l)_[mk—lj_(n+k—1)!
opakovanim opakovanim k (n-D)tk!

e Kombinatorické pravidlo o soucinu

Pocet vSech uspotfadanych k-tic, jejichz prvni ¢len lze vybrat n; zpusoby, druhy ¢len
po vybéru prvniho ¢lenu n, zplsoby atd. az k-ty ¢len po vybéru vsech predchazejicich
¢lent ng zplisoby, je roven Ny - Ny - ... * Nk.

e Kombinatorické pravidlo o souctu

Jsou-li A1, Az, ..., An konetné mnoziny, které maji po fadé pi, P2, ..., Pn prvku,

a jsou-li kazdé dveé disjunktni, pak pocéet prvki mnoziny A; U A U ... U A,
jerovenp; +p2+ ...+ pn.
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Otazky

1. Co je to kombinatorika?

2. Jaka kritéria rozliSeni vybéru v kombinatorice znate?

3. Definujte:

a)
b)
c)
d)
€)
f)

variace bez opakovani
variace s opakovanim
permutace bez opakovani
permutace s opakovanim
kombinace bez opakovani
kombinace s opakovanim
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10.

11.

12.

13.

Ulohy k feSeni

. Z kolika prvkt Ize vytvortit 90 variaci druhé¢ tfidy (bez opakovani) ?

Z kolika prvki 1ze vytvofit 55 kombinaci druhé tfidy (bez opakovani) ?

Zmensi-li se pocet prvkl o dva, zmen$i se pocet permutaci (bez opakovani)
ctyticetdvakrat. UrCete pocet prvki.

Z kolika prvku lze vytvorit padesatkrat vice variaci treti tfidy (bez opakovani) nez variaci
druhé tiidy (bez opakovani) ?

V prodejné si miiZzete vybrat ze sedmi druhti pohlednic. Kolika zpisoby lze koupit:
a) 10 pohlednic,

b) 5 pohlednic,

c) 5 riznych pohlednic

V knihkupectvi prodavaji 10 tituld kniznich novinek. Kolika zptisoby lze koupit
a) 4 knizni novinky,

b) 5 riznych kniZnich novinek?

Na hokejovém turnaji, kterého se ucastni 8 druzstev, sehraje kazdy tym s ostatnimi prave
1 utkani. Kolik zapasti bude celkem sehrano?

Z 5 bilych a 4 Cervenych kulic¢ek tvofime trojice tak, aby v kazdé trojici byly vzdy 2 bilé a
1 ¢ervena kulicka. Kolik trojic spliiujicich tuto podminky lze vytvotit?

Hokejovy tym odjel na OH s 23 hraci, a to s 12 uto¢niky, 8 obranci a 3 brankafi. Kolik
ruznych sestav muize trenér teoreticky vytvorit?

Kolika ptfimkami lze spojit 7 bodil v roving, jestlize:

a) zadné tii z nich nelezi v ptimce,

b) tfi z nich lezi v jedné ptimce?

Kolik kruznic je ur¢eno 10 body v roving, jestlize zadné tii z nich nelezi na pfimce a
zadné Ctyti z nich nelezi na kruznici?

Kolik riiznych hodi mizeme provést

a) dvémi,

b) tfemi riznobarevnymi kostkami?

Kolik riznych znacek teoreticky existuje v Morseové abecedé¢, sestavuji-li se tecky a
carky ve skupiny po jedné az péti?
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

Kolik prvkia obsahuje mnozina vSech péticifernych prirozenych ¢isel?

Deset pratel si vzajemné poslalo pohlednice z prazdnin. Kolik pohlednic celkem
rozeslali?

Kolikrat vice je variaci k-t¢ tfidy z n prvki nez kombinaci k-té tfidy z téchto prvka (bez
opakovani) ?

V pln¢ obsazené lavici sedi 6 zékti a, b, ¢, d, e, f.

a) Kolika zpusoby je lze presadit?

b) Kolika zptisoby je lze ptesadit tak, aby zaci a, b sedéli vedle sebe?

c) Kolika zpisoby je Ize presadit tak, aby zak ¢ sedé¢l na kraji?

d) Kolika zpisoby je lze piesadit tak, aby zak c¢ sed€l na kraji a zaci a, b sedéli vedle
sebe?

Student ma v knihovné€ 4 rtizné ucebnice pruznosti, 3 riizné ucebnice matematiky a 2

ruzné ucebnice angliCtiny. Kolika zpisoby je lze sefadit, maji-li zlstat ucebnice
jednotlivych obort vedle sebe?

Kolika zpiisoby Ize rozdé¢lit 8 ucastnikt findle v béhu na 100 m do 8 drah?
Kolik raznych permutaci lze vytvofit pouzitim vSech pismen slova

a) statistika,

b) matematika?

Ceta vojakti ma vyslat na straz 4 muze. Kolik muzi ma &eta, je-li mozno tkol splnit 210
zpusoby?

Kolik uhlopti¢ek mé konvexni n-uhelnik?

V zéasobniku je 7 ostrych a 3 slepé ndboje. Urcete, kolika zplisoby lze naméatkou ze
zasobniku vyjmout 5 naboji, z nichz alespoii 3 jsou ostré.

Kolika zptsoby je mozno na Etvercové Sachovnici s 64 poli vybrat 3 pole tak, aby
vSechna tfi pole neméla stejnou barvu?

Kolika zplisoby je mozno na Sachovnici s 64 poli vybrat 3 pole tak, aby vSechna nelezela
v jednom sloupci?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

ReSeni
n=10
n=11
n=7
n=>52

a) 8008 moznosti
b) 462  moznosti
c) 21 moznosti

a) 715 moznosti
b) 252  moznosti

28 zapastu
40 moznosti
18480 mozZnosti

a) 21 pfimkami
b) 19 pfimkami

120 kruznic

a) 36 riznych hodu
b) 216  rdznych hodu

62 rtznych znacek

90 000 cisel

90 pohledua

Variaci je k! krat vice nez kombinaci
a) 720  moznosti

b) 240  moznosti

c) 240 moznosti

d) 96 moznosti

1728 zptisobu

40 320 zptsobti
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20.

21.

22.

23.

24,

25.

a) 75600 presmycek
b) 151 200 presmycek

10 vojaki

n(n-3)
2

uhlopiicek

231 moznosti
31 744 moznosti

41 216 moznosti
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