14 JEDNODUCHA REGRESE

Cil:

@ Cas ke studiu kapitoly: 120 minut

Po prostudovéani této kapitoly budete

rozumét zakladnim pojmim regresni analyzy
znat zjednodusujici predpoklady regresniho modelu
umét pouzivat metodu nejmensich ¢tvercti pro odhad regresni funkce

umét odhadnout daveéryhodnost odhadnuté regresni funkce pomoci pasu
spolehlivosti pro E(Y | X=xo) a pasu predikce

umét posoudit vhodnost modelu pomoci indexu determinace

umeét pouzivat interpolaci a extrapolaci a budete si védomi rizik s tim
spojenych
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Vyklad:

V praxi vétsinou nestudujeme nahodné veliciny jako takové, zajima nas jejich vztah K jinym
ndhodnym veli¢indm. Vysoky stupenl zavislosti (korelace) Casto odrazi pfi¢inny vztah, ale
nemusi tomu tak byt vzdy. PFi¢inné souvislosti (kauzalitu) cist¢ empirickymi prostfedky
neodhalime. Ke statistickym vysledkim je tfeba ptfidat odborné znalosti a praktické
zkuSenosti. V nejjednodussim piipadé je souvislost mezi sledovanymi znaky zcela
jednoznacna. Naptiklad hmotnost pfedmétl, které jsou homogenni, je funkci jejich objemu.
Zavislost tohoto druhu se nazyva funkéni zavislost. Predmétem statistiky je vSak hodnoceni

2 - 8 8
X

takovych zavislosti, kdy neexistuje zcela jednoznacny vztah mezi sledovanymi znaky. Tento
vztah oznaCujeme jako regresi. Pfi méfeni zavislosti dvou kvantitativnich znakth mizeme
druh a silu zavislosti orienta¢né posoudit z bodového grafu (korela¢niho pole), v némz je
kazda dvojice udajl graficky znazornéna jednim bodem v roviné. Druh zavislosti odhadujeme
pomoci kfivky, kterd se dobfe hodi k napozorovanym hodnotdim. Podle typu kiivky
rozeznavame zavislost linearni, logaritmickou, exponencialni a dal$i. Jednim z tikold regresni
analyzy dat je 1 vyjadfeni sily zavislosti mezi sledovanymi znaky, tj. stanoveni, do jaké miry
je hodnota jednoho znaku pfeduréena hodnotou druhého znaku. V této kapitole se se budeme
zabyvat nejjednodussim piipadem, kdy zkouméame zavislost jedné proménné (Y) na jedné
proménné (X) a tato zavislost je linearni.

[

Reseny priklad:

Pro snazsi pochopeni problematiky uvazujme konkrétni piipad: Firma provadi opravy stolnich
kalkulatorti a pokladen. Data zapsana v tabulce pochézeji z 18 ohlaSenych oprav. U kazdé
opravy je uveden pocet opravovanych kalkulatort x a celkova doba opravy (v minutach) Y.

i 112 |3 |4 1|5 1|6 |7 |8 ]9 |10|11 |12|13|14|15 |16|17|18

Xi |7 (6 [5[1 |54 |7 |3 ]41]2(8 |5]2|5|7 |1 ]4]5
Yi|97]86]|78|10|{75|62|101|39|53|33|118|65|25|71|105|17|49|68

Vyneseme-li si do grafu zévislost celkové doby opravy (Y) na poctu opravovanych
kalkulatort (X), ziskame nasledujici bodovy graf oznacovany také jako korela¢ni pole:
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Z grafu se zda byt ziejmé, ze pocet opravovanych kalkulatort ovliviiuje celkovou dobu
opravy. Naucime se, jak toto popsat pomoci vyrovnavaci kiivky, jak pouzivat vyrovnavaci
kiivku k prognézam a jak vyhodnotit vhodnost volby typu vyrovnavaci kfivky.

Vyklad:

Nejdiive se seznamime se zakladni terminologii.

Vysvétlovana (zavisle) proménna - proménnd v regresnim modelu, jejiz chovani se snazime
vysvétlit, popsat vyrovnavaci kfivkou. Tato proménna vystupuje v modelu jako vysledek
pusobeni tzv. vysvétlujicich proménnych. Jedna se tedy o proménnou na levé strané regresni
funkce a vétSinou ji oznacujeme symbolem Y. (V naSem piipadé¢ jde o celkovou dobu

opravy.)

Vysvétlujici (nezavisle) proménna - proménna v regresnim modelu, jejiz chovani vysvétluje
chovani zavisle proménné Y. Tato proménnd vystupuje v modelu jako pfi¢innd proménna, to
znamena, ze v dusledku jeji zmény se méni vysvétlovand proménna. Jednd se tedy o
promeénnou na pravé strané regresni funkce a vétSinou je oznaujeme symbolem X. (V nasem
piipad¢ jde o pocet opravovanych kalkulatoru.)

Pozndamka: Pojem levd a prava strana regresni rovnice je samoziejmé relativni, jde spise o
zazitou konvenci, kterd se vSak diisledné dodrzuje. Totéz se tyka i pouzivaného znaceni.

Reziduum (chyba predikce) e, :(Yi —\f,) — odchylka hodnoty piedpovidané vyrovnavaci

kiivkou (YA,) a skute¢né namétené hodnoty (Y, ).

Regresni funkce — EY; = B + £, - X;, skute¢nd regrese populace, v praxi je nezndma a musime

ji odhadovat na zakladé pozorovani [x,,Y,]. Odhad regrese mé tvar: Y, =b, +b, - X,

Vratme se k nasemu piikladu. Dokdzali byste od oka prolozit bodovym grafem vyrovnavaci
pifimku? Nakolik by byla tato ptfimka vyhovujici? V piipad¢, kdy jsou body grafu znacné
rozptyleny musime pouzit objektivnéj$i metodu nez ,,od oka®. V nésledujici ¢asti se budeme
zabyvat metodou algebraickych vypoctl pro nalezeni vyrovnavaci kiivky.

f

YAi =by+b - X
odhadovana regrese

E(Y/X=X)=Bo* PrXi
skute¢na regrese
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Nasim cilem je najit vyrovnavaci ptimku, jejiz rovnice ma tvar:
Y, =by+b - %

b, a b, musime zvolit tak, abychom ziskali co nejméné rozptyleny soubor vertikalnich
odchylek e = (Yi —Y,) tzv. chyb predikce, resp. rezidui.
Nejdiive nas napadne, Ze bychom mohli

minimalizovat 3"(Y, =Y, ). Aviak nekteré body se
i=1

nachdzeji pod pfimkou, jiné nad pfimkou, proto
by nékteré odchylky byly kladné, jiné zaporné,
vzajemné by se ruSily ... Abychom se tomu S
vyhnuli, mohli bychom minimalizovat soucet 23 33 43

jejich absolutnich odchylek. Vzhledem k tomu, Ze e ——

minimalizace funkce se provadi pomoci jeji derivace (vzpomerite si na derivaci ,,absolutni

hodnoty*), neni ani toto vhodna metoda. Mnohem znam¢jsi a tudiz 1 mnohem pouzivanéjsi je
tzv. metoda nejmensich ¢tverci, kterd spo¢iva v minimalizaci souctl kvadratl rezidui.

Minimalizujeme
¢tverce odchylek

Doba opravy

-

M¢jme alesponi 2 pozorovani (n>2) o soufadnicich [X;;Yi].
Soucet ¢tverct rezidui:

n
2
¢ = Z(Yi —by _blxi)
i=1
Soucet ¢tverct rezidui minimalizujeme:

d_(DZ_ZZ(Yi _bo_bl'xi)ZO

db, 0)
2 = 237 [(v, ~b, ~b; - )-(x )] =0
dbl (,)

Danou soustavu upravime na tvar:

(Z):Yi —nb, —b1%:xi =0
> xY, =b D> % —b > x? =0
(i) (i) (t)

ReSeni nalezneme ve tvaru:

DY, D%
:L_blL

¥ b, -x
n n bl

b,
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Vztahy pro vypocet koeficientli b, a b, odvodime Vv jednodussi podobé — v tzv. edchylkové

formé, vénujeme-li nyni trochu ¢asu vhodnéjsimu vyjadieni YAI .
Y, =by +byx, = b +by - x)+b; - (x —x)=b5 +b, - (x —x)

Soucet ¢tvercu rezidui :

o=2 bV =3l - x)f

i)

Soucet ¢tverct rezidui minimalizujeme:

9 _ o5ty 7)o

db, (i)

= _2%: [(Yi —by by - (Xi - )_()) (Xi - ;()]: 0

Danou soustavu upravime na tvar:

S, —nb; —b, > % - x)=0

(i) (i)

%:(xi —>_()-Yi — b;%:(xi —>_<)— blZ:(xi — >_<)2 =0

ReSeni nalezneme ve tvaru:

Poznamka: Vyuzili jsme toho, ze Z(Xi — )_() =0.

i=1
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Vyrovnavaci piimka ma tedy tvar: Y, =b +bx =Y —b -x+bx =Y + bl(xi —)_(), z ¢ehoz je

ziejmé, ze vZdy prochazi bodem [)_(,V].

Reseny piiklad:

Vypocet koeficientl vyrovnavaci pfimky v naSem ptipade¢:

X 7 6 5 1 5 4 7 3 4 2 8 5 2 5 7 1 4 5 X=45
Yi 97 86 78 10 75 62 101 39 53 33 118 65 25 71 105 17 49 68 Y =64.0

(Xi—X) 250 | 150 |050(-350 [050]-050(250 |-150]|-050]-250]|350 [050]-250](050]250 |-350 |-050| 0,50 Z(x,—;):o
i=1

(Xi—i)z 6,25 | 225 |025]1225]025(0,25 | 625 |225 (025 |625 [1225(0,25]6,25 |025](6,25 |[1225( 0,25 | 0,25 Z(X‘—;)Z:M,S
i

(Xi—X)-Yi 242,5|129,0 |1 39,0 | -350 | 375 | -31,0 | 252,5 | -58,5 | -26,5 | -82,5 | 413,0 | 325 | -62,5 | 35,5 | 262,5 | -59,5 | -24,5 | 34,0 Z(x‘—;)M:lOQS,O
i

b < Z_:(X )Y, _1098,0
\ (X_ _)—()z 74,5

i
i=1

=14,74, b, =Y —b - x=64,0-14,74-4,5=-2,32

=Y, =-232+14,74-x,

Y, = —2,32+14,74-x,

.

Vyklad:

Az dosud byl nas ptistup k vybéru popisny. Data jsme pouze nahradili vyrovnavaci piimkou.
Nyni potiebujeme ucinit usudky o populaci, z niz vybér pochazi. Za tim ucelem potiebujeme
sestrojit statisticky model, ktery nam umozni sestrojit intervaly spolehlivosti a testovat
hypotézy.

Predpokladejme ze urcity pocet kalkulator x; jsme ptidelili nékolika pracovnikiim. Celkova
doba opravy nebude u vSech stejnd. Néktefi pracovnici maji vétsi zkuSenosti, nékteti méli
smiilu a byly jim pfidéleny kalkulatory s komplikovanym odstranénim poruchy, apod. Takto
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vytvofime populaci hodnot Y, spravnéji fe¢eno rozdeleni pravdépodobnosti Y; na trovni x;
f(Y1|X1). Podobné¢ mizeme sestrojit také rozdéleni f(Y2|X2) atd. Pak mizeme znazornit

mnozinu rozdéleni Y takto:

Analyza takovychto rozdéleni by byla obtizna. Aby byl problém zvladnutelny, stanovime si
predpoklady ohledné rozd¢leni Y:

1. Linearita: Pro kazdé rozdéleni Y; plati, Ze stfedni hodnota E(Yi|Xi)= E(Y,)= g lezi na

pfimce o které vime, ze je skuteCnou regresni piimkou (regresni piimkou populace,

Y, =5+ BX%)
2. Homogenni rozptyl: Vsechna Y; maji stejny rozptyl.
3. Nezavislost: Nahodné veli¢iny Y jsou navzajem statisticky nezavisle.

4. Normalita: Nahodné veli¢iny Y; maji pro i =1,2,...,n normalni rozdéleni

E(Y/X=x)

V nékterych piipadech je vhodné vyuzit pfi zapisu regresni pifimky rezidua ej, neboli
odchylky Y; od jeji sttedni hodnoty. Alternativni zapis regresniho modelu pak vypada takto:

Yi=5+B X% +e,
kde

1. E(g)=0 prokazdéi=12,...,n

Stif‘edni hodnota nahodné sloZKky je nulova. Tato podminka znamen4, Ze nahodna slozka
nepusobi systematickym zptisobem na hodnoty vysvétlované proménné Y.
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2. D(e)=c’prokazdéi=1,2,...,n
Rozptyl nahodné sloZKky je konstantni (homoskedasticitni). Tato podminka vyjadiuje,
7e variabilita ndhodné slozky nezavisi na hodnotach vysvétlujicich proménnych a tudiz i
podminéna variabilita vysvétlované proménné nezavisi na hodnotdch vysvétlujicich

proménnych a je rovna nezndmé kladné konstanté .

3. Covle,e)=0 prokazdé i+ kdei j=12,...n
Kovariance nahodné slozky je nulova. Tedy hodnoty nahodné slozky jsou nekorelované
a z toho vyplyva i nekorelovanost riznych dvojic pozorovani vysvétlované proménné Y.

4. Normalita: Nahodné slozky ej maji pro i =1,2,...,n normalni rozdéleni

Proto, abychom mohli model nazvat linearnim regresnim modelem, musi byt splnény jesté
nasledujici dv€ podminky:

5. Regresni parametry fii mohou nabyvat libovolnych hodnot.
6. Regresni model je linearni v parametrech.

Pfedpoklady na nichz je model zaloZzen ovéfujeme vétSinou pomoci jednoduchych
exploratornich grafli, resp. pomoci zndmych testt .

Porovnani rezidui s ¢imkoli dal§$im (pozorovanymi hodnotami, odhadnutymi hodnotami,
hodnotami X) by nem¢lo ukazat zadné systematické zavislosti. Nejuziteénéjsi je v takovém
ptipad¢ casto graf rezidui a predvidanych hodnot.

8
4
w
-
?;‘. 0
14
4
-8

0 2 4 6 8
Podet kalkulatoru

Rezidua jsou ndhodné rozmisténa kolem nuly a nemaji zadny zfejmy vztah k predpovidanym
hodnotdm: ani se systematicky nezvysuji ani se systematicky nesnizuji spolu s rostoucimi
piedpovidanymi hodnotami a neni zde ani naznak nelinearniho vztahu.

Protoze predpokladame, Ze kolisani hodnot zavisle proménné kolem regresni piimky je dano
normalnim rozdélenim, rezidua by se méla chovat alesponl pfiblizn¢ jako vybér z normalniho
rozdéleni s nulovou stiedni hodnotou. Q-Q graf rezidui by tedy mél byt ptiblizné piimkou.
Normalitu a nulovou stfedni hodnotu rezidui mizeme ovéfit naptiklad pomoci Chi-kvadrat
testu dobré shody a t-testu sttedni hodnoty.
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Pro nalezeni intervalovych odhadt By a B1 potfebujeme znat stfedni hodnoty a rozptyly YA0 , bo
a bl.

14.4.1 Stiedni hodnota a rozptyl b,

Jaky je vyznam koeficientu bi? Podle definice udava koeficient b; smérnici (sklon)
vyrovnavaci piimky, coz je zména Y v zdvislosti na zmén¢ x, tzn.:

b1 udava zménu zavisle proménné Y pii jednotkové zméné nezavislé proménné x.

Napf. vnasem motivaénim piipadé je by 14,74, tzn., ze zvySime-li pracovnikovi pocet
kalkulatoru o 1, pak se celkova doba pro opravu kalkulatoru zvedne o 14,74 minut.

Jaké je rozdé€leni by kolem hledané hodnoty S, ndm dava informaci o tom, jak blizko je
odhadovana piimka skute¢né regresni pfimce populace.

1. pravidlo normalni aproximace pro regresi

Odhad koeficientu b; je pfiblizné normalng rozd&len se stiedni hodnotou E(b)=p, a

2
(o}

rozptylem D(b,)=0. = —~—.
ptylem D(b)= oy, 1)

Vidime, Ze existuji tii zpiisoby, jak snizit rozptyl bs:

1. Snizeni o (rozptylenost Yj, rezidualni smérodatna odchylka)

2. Zvyseni n (rozsah vybéru)

3. Zvyseni sk (rozptylenost Xx;)

Zvyseni sy nazyvame protivahou hodnot x; k b;.

% Pruvodce studiem:

Tento priivodce je opét urcen zdjemcum o matematické pozadi pouzitych vztahu. Je vénovan
odvozeni stredni hodnoty a rozptylu b;.
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kde wi:n(xi—_)_() i=12,...,n

Z(Xi - ;()2

i=1

Stiedni hodnota by
Protoze x;j a tim i wi jsou konstanty, plati:

E(b1)=W1-EY1+W2-EY2 +...+w -EY, =
=Wl’(ﬂ0 +ﬂlx1)+w2 (ﬂo +ﬁ1X2)+"'+Wn (IBO +ﬂlxn)=

=B (W, + W, + .+ W)+ B (W X +W, X, +.. 4+ W, X, )= S,
Poznamka:

Vyuzili jsme toho, Ze:
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i=1 i=1 i=1

n ) 2 n ) 2
X7 -n-x D> xt-n-x
= =1 = i :1
n ) 2 n ) 2
dxf=2-n-x +n-x" Y xZ-n-x
i=1 i=1

Rozptyl by
V nasem regresnim modelu predpokladame, Ze Y; jsou nezavislé, proto rozptyl jejich linearni
kombinace miizeme jednoduse vyjadrit jako:

D(b,)=Ww? - DY, + W2 - DY, +...+W? - DY,

Model rovnéz predpoklddd, Ze viechna Yi maji stejny rozptyl 6°, proto:

o’ o’
2 2 2, g2 2 2 22 (42 2 2
Db)=0f =W -0 +W, -0’ +...4+ W -0’ =0 (W2 w2+ w?)=— el P W
> (- xf "
i-1

R R 0 S e

) (Sb] (k)

i=1
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Vyklad:

14.4.2 Stiedni hodnota a rozptyl by

2. pravidlo normalni aproximace pro regresi
Odhad koeficientu by je pfiblizng normalné rozdélen se stiedni hodnotou E(b,)=2, a

- (v, v -
rozptyleme0=a§O=az-[£— X ]:I’Zl:(l )2(3 X }

n (n-1)-s? n—-2 n (n-1)-s?

Odvozeni:

Stiredni hodnota bg

by =Y —b, -x

Eb, = EY —Elb,-x)=Y — 8, - X = 5,

Poznamka: Vyuzili jsme toho, Ze regresni ptimka prochazi bodem [)_(,V]
Rozptyl by

b, =Y —b, - X
= - -2 ol o? -2 1 )_(2
Db, = o} =DY—D(bl.x)=0—Dbl.x == % X =ot|Z-—1
0 n

—2
, |1 X

:O' . ——n—

n Z(xi—>_<)2

i=1

14.4.3 Stiedni hodnota a rozptyl \(A0
3. pravidlo normalni aproximace pro regresi

A

Y, =Y(x,), tj. odhad koeficientu Y, je piiblizn& normalng rozd&len se stiedni hodnotou

EY, = 3, + 3, - X, arozptylem DY, = o 1+£uiz —o?. E+M .
n (n-1)-s2 n Z()(__)—()z
i=1 I
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Pro odvozeni EYAO a D\f0 je vhodné vyuzit odchylkové formy vyrovnavaci ptimky. Tzn.
budeme uvazovat vyrovnavaci ptimku ve tvaru:

Y, =bg+bl-(x0—>_()
Stiedni hodnota YA0

EY, = Elo; +by- (% — x))= B )+ (% — X JE(B) = EY + B, [, = X)= (¥ = B - X)+ 8-, =
:ﬂo"'ﬂl'xo

Rozptyl Y,

x| D(b,)= D(\?)+ (% —;()2 -ﬁ -

0-2 - (72 2 1 XO_)_( 2 1 XO_)_(
=—+X X ——==0"| =+ =0 —+i—Z
n n

DY, = D(bg +b - (x0 —;()): D(b;)+ (x0 —

(n-1)-s? n (n-1)-s? Z”:(Xi_)—()z

14.4.4 Interval spolehlivosti a testy pro B,

Zavedli jsme si pojmy normalita, stfedni hodnota a rozptyl b;, mizeme tedy pfistoupit
K intervalovym odhadtm ;.

(o3 o

Sl P

i=1

Vime, Ze smérodatna odchylka b; je Oy, = , pficemz ¢ oznacuje

smérodatnou odchylku pozorovani Y; kolem regresni piimky populace (tzv. rezidualni
smérodatnou odchylku). ¢ je vSak obecné neznama, proto i ji musime odhadovat. Odhadem
o je vybérova smérodatnd odchylka Y; kolem vyrovnavaci ptimky, pficemz vezmeme v tivahu
2 stupné volnosti':

S nazyvame vybérova rezidualni smérodatna odchylka.

S vyuzitim tohoto odhadu miizeme fici, ze:

! Pokud bychom méli 2 pozorovani, vyrovnavaci ptimku jimi prolozime jednozna¢ng. Nezbyva nam viak zadna
informace o rozptylu pozorovani kolem vyrovnavaci pfimky. Informaci o rozptylu ziskame pouze tehdy, mame-
li k dispozici vice neZ 2 pozorovani. Tzn. pouZijeme-li rozptyl kolem vyrovnavaci ptimky k odhadu rozptylu
kolem regresni ptimky, zbyva nam (n-2) stupiiti volnosti.
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Na zéaklad¢ predpokladu normality popisovaného regresniho modelu Ize usoudit, ze

b—>N(g;0l) = b-A N(0:1)

Oy

1

a na zaklade¢ statistického chovani rezidualniho rozptylu vime, Ze

Qﬁ‘/% St

Sh

1

-2

Pomoci této vybérové statistiky pak mizeme zkonstruovat interval spolehlivosti pro fi:

pt. <2At yo1-g
—,n-2 S, 1-—=,n-2
2 by 2

P(bl—tla 2'3b1<ﬂ1<b1+t1 2'5b1)=1—05
_E'n_ ——,n—

Hypotéza, Ze mezi Y a X neni Zadny vztah, mize byt matematicky vyjadiena jako:
Ho: B,=0

Tato nulova hypotéza se testuje viici alternative:

Ha: S, #0

pomoci vySe uvedené testove statistiky [M - tn_ZJ :
sb
1

14.4.5 Interval spolehlivosti a testy pro By

Pii konstrukci intervalovych odhadli a testovani vyznamnosti parametru Po postupujeme

obdobné jako v ptipad¢ parametru f;.
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/Typ pouzitého modelu
s bk

Regression Analysis - Linear model: ¥ = &
Negresni mmalgza - Linedrnd regress

Dependent wariable (2duis)é promdand): Deba spravy , . L, v ,
Independent variable (Mezivisle promiand): Pofet walkulitori Zavisle a nezavisle promenna

Estimate Standard frrer I Statistic FUalue
P arammtor Odhae Sairedated oochylka
Intercept (abselutal Zlen, DO) 2,921 2.56535 9,0055w 03784
Slepe (seldenice, B1) 18,7353 0519257 40,3896 o, an0e
by a by Pozorované¢  p-value
hodnoty

Na zaklad¢ predpokladu normality popisovaného regresniho modelu Ize usoudit, ze

b, > N(sioZ) = 5=F _, N(og)

O'bo

A na zékladé statistického chovani rozptylu vime, ze

bO_ﬂO St
Sb

0

n-2

Pomoci této vybérové statistiky pak mizeme zkonstruovat interval spolehlivosti pro fo:

Reseny priklad:

Pl S, bo$tla L Sb, =l-o

Také testovani hypotézy o vyznamnosti parametru Bo se provadi obdobné¢ jako v ptipadé

parametru 1. Souhrnny ndzev pro testy vyznamnosti regresnich koeficientu nazyvame diléi t-
testy.

Opét se vratime k naSemu ptikladu, vynechdme ,,ru¢ni vypocet“ a podivame se, jak pro
problematiku dil¢ich t-testil vypada vystup statistického software (Statgraphicsu).

Dale v ptislusném textovém vystupu nalezneme rovnici vyrovnavaci ptimky:
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Doba opravy = -2,3221% + 14,7383=Pocet kalkulatori

Z vysledku je patrné, ze hypotézu Hp: fo=0 nezamitneme s ohledem na hodnotu p-value
(0,3786). Na zaklad¢ toho mizeme prohlasit, Ze regresni piimka prochazi pocatkem
(absolutni ¢len regresni piimky muizeme vypustit (povazovat za nulovy)), coz je i logicky
zaver s ohledem na povahu dat. Druhy z dil¢ich t-testli ndm tika, ze smérnice ptimky (Slope)

Vyklad:

je hodnota, ktera se vyznamné 1isi od nuly, nebot’ jsme zamitli hypotézu Ho: f1=0 (p-
value=0,0000). Odhadovanou regresni piimku tedy miizeme zapisovat ve tvaru:

Doba opravy = 14,74 . Pocet kalkulatori

Az dosud jsme studovali aspekty tykajici se pozice celé¢ primky. Nyni se zaméfime na
pfedvidani Y za dané Grovné x.

;A
Yi

Skutecna regresni funkce
Yi=5o+p-X
Odhadovana regresni funkce

Y, =b, +b, - x;

E(Yo‘x :Xo) ::Bo +ﬁ1'Xo

Vo =by+by X,

»
»

Xi

Jaka je pro dany pocet kalkulatoru celkova doba opravy? Nejlepsim bodovym odhadem této
doby je zfejmé bod na odhadované regresni (vyrovnavaci) ptimce:

Y, =b, +b, - X,

Vime, Ze piesnéjs$i informaci o odhadované hodnot¢ Y, nam da odhad intervalovy.
Zopakujeme-li vybér, ziskame jinou vyrovnavaci pfimku a tim i jinou hodnotu YAO. Vsechny

hodnoty Y, budou kolisat kolem E(YO|X = XO) a budou znazornovat rozdéleni Y, .
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Yi

Skutecna regresni funkce
Yi=Lo+ b X
rizné odhady
regresnich

primek

Xo g

Xi

Bodovym odhadem ocekavané hodnoty Yo (: E(YO|X :XO):ﬂO+ ﬂl-xo) pro zadanou

hodnotu X, je statistika:

A I DY CEIRY

Y (%) = b5 +by - (x = %) =¥ 4| E———— A

206 —x)° IR Rk
i=1 i=1

-(XO—Q)ZZHJ 1, =% (% =) Y,

Pfi hledani intervalového odhadu pro E(Yol X=xo) budeme vychazet zejména z vyse odvozené
t-statistiky:

YA(XO) _ﬂo _/leo St
S.

Y

Z ni na zaklad¢ bézného postupu, aplikovaného pii hledani intervalového odhadu, mizeme
ziskat snadno nésledujici intervalovy odhad pro E(Y¢ X=xo), se spolehlivosti (1-c):

P(E(YO|X =%, )e (Y(XO) SR O (COR, 'tl_a,n_zﬁ —l-a,

2 2

kde
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Pl E(Y,[X =% )e| V(x) Fs- [ 24X |4 “1-a

n < - 1-%n-2
Z(Xi - X)Z ?
i=1

Tyto intervalové meze pro spojit€¢ se menici hodnoty x tvoii tzv. pas spolehlivosti kolem
regresni piimky. Siika tohoto pasu je zavisla na hodnoté Sy-

120 -
100 P
2 &0 e 7
8 60 o7
- Z4
2 40
& A
20 S
7
0
0 2 4 6 8

Podet kalkulatoru

V nékterych aplikacich se mizeme setkat s otdzkou, pro kterou volbu x je pas spolehlivosti
nejuzsi, a tudiz také odhad ocekavané hodnoty E(Yol X=Xo) nejpiesn&jsi? Tuto otazku lze
zodpovedéet nalezenim takového xopt, které minimalizuje S, :

I
x|

S; =S¢ %"'inxo—_)_(_L = Xopt
;(Xi_x)z

Vidime, ze pas ma nejmensi Sitku pro X, =X, a pfi zmeén€ X, at’ uz k v&tSim ¢i mensim
hodnotam, Sitka pasu monotonné roste. Sitku pasu lze do urCit¢é miry predem ovlivnit
vhodnou volbou bodu (X4,..., Xp).

V praxi ma pro nas mnohdy vé€tsi vyznam tzv. interval predikce. Tento interval nam dava
odpovéd na otazku jaky je interval spolehlivosti Yo, mame-li k dispozici pouze jediné
pozorovani na Grovni Xo.

Pii predikci Yo pak musime vzit v Givahu:
e Rozptyl odrazejici kolisani jednotlivych pozorovani, tj. D\fo

e Rozptyl odrazejici chyby pti odhadu vyrovnavaci piimky, tj. rezidualni rozptyl 6
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DY, = DY, + 0% =0?- E+M +o’=0"" 1+lnﬂ£+l
" Z(Xi_)_()z " Z(Xi‘)_()z
i=1 i=1

Pro linearni regresni model plati, Zze jednotlivé hodnoty Y; jsou normalné rozptyleny kolem
regresni ptimky (ej maji normalni rozdéleni), proto:

Y, > N[ Yo% %+ Yoo - Yo=Y SN0 =
;(Xi_x)z 1 (x —)_<)Z
o
n (Xi—X
i=1
Y, -V, Ny
s || 1+ (XO_X +1

Znamym zpisobem nyni mizeme odvodit interval predikce:

PlY,e|Y,Fs- 1+j_£nxo—>_< +1]-t =1-a
TR
i=1

Pro dostate¢né velkd n (n - oo) se prvni dva ¢leny pod odmocninou limitn¢ blizi nule a pak
je interval predikce:

Pro ucely verifikace spravnosti zvoleného regresniho modelu slouzi index determinace. Pii
aplikaci metody nejmensich Ctverct plati vztah SS, = SS; + SS;,

kde SS, = Z(Yi ~Y )? je celkovy soudet &tverci,

i=1
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n p—
SS; = Z:(Yi —Y)? je soucet ¢tvercli modelu a
i1

SS, = Z:(éi ) = Z:(YI —Y.)? je rezidualni soucet &tverci.

i=1 i=1

U souctu ctverct modelu by se ve vzorci misto priméru z napozorovanych hodnot mél spise
objevit prumér z hodnot odhadnutych. Pti aplikaci metody nejmensich ¢tverct se vSak da
odvodit, ze tyto priméry jsou stejné, Ize tedy psat

'<>|

Y =

Je ztejmé, ze ¢im je model lepsi, tim vétSich hodnot bude nabyvat soucet ¢tvercii modelu a
rezidudlni soucet Ctvercli bude mensi. Naopak Spatny model znamena velkou hodnotu
rezidualniho souctu ¢tvercu ve srovnani se souctem ¢tverci modelu. Celou rovnost miizeme
vydélit celkovym souctem ¢tvercli a prevést tak na tvar

Ss,  SS,

Oba zlomky jsou kladné, jejich soucet je roven jednicce, tedy nutné musi byt hodnota obou
zlomkl mezi nulou a jedni¢kou. Pro pfislusné zlomky plati nyni analogicka uvaha jako pro
samotné soucty Ctvercii. Bude-li model dobfe vystihovat zavislost vysvétlované proménné na
pravé stran¢ rovnice (tedy na vysvétlujici proménné), poroste hodnota prvniho zlomku
v rovnosti k jedni¢ce a druhy zlomek se bude blizit k nule. Bude-li model popisovat
uvazovanou zavislost Spatn¢, bude tomu naopak. Je tedy logické vzit prvni zlomek jako
kritérium kvality regresniho modelu.

Polozime tedy
v v\2
SS. ~ ;(Y| _Y)

Sy -vy

i=1

a nazveme jej indexem determinace. Index determinace R? tedy udava kvalitu regresniho
modelu, pfesnéji feceno udava, kolik procent rozptylu vysvétlované proménné je vysvétleno
modelem a kolik zlstalo nevysvétleno. Tento index nabyva hodnot od nuly do jedné
(teoreticky i véetné téchto krajnich mezi), pti¢emz hodnoty blizké nule znaéi Spatnou kvalitu
regresniho modelu; hodnoty blizké jedné znac¢i dobrou kvalitu regresniho modelu, udava se
vétsinou v procentech.

Vyjde-li nizka hodnota indexu determinace , nemusi to jeSt€¢ znamenat nizky stupen zavislosti
mezi proménnymi, ale miZe to signalizovat chybnou volbu typu regresni funkce.

Hodnoty vySe uvedenych souctu ¢tvercli prezentuje statisticky software vétSinou ve formé

tabulky ANOVA, ktera se vztahuje k testovani hypotézy, zda zvolena zavislost (statisticky
software vétSinou nabizi 1 jiné typy regrese nez linearni) mezi veli¢inami existuje.
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Zatimco dil¢i t-testy se pouzivaji pro zjisténi statistické vyznamnosti jednotlivych regresnich
koeficientd, hodnota statistiky F-test slouzi ke zjisténi statistické vyznamnosti téchto
koeficient soucasné. Soudoba literatura o linearni regresi pritom uvadi, Ze hodnota statistiky
F (tedy spolecna statistickd vyznamnost vSech koeficientd jako skupiny) je urCujici pro
vyznamnost jednotlivych koeficientl. To znamena, Ze bychom se méli nejprve zajimat o
hodnotu F-testu, a pokud naznacuje vyznamnost regresnich koeficientil jako sady, teprve pak
kontrolovat vyznamnost jednotlivych koeficienti. Pokud nejsou koeficienty vyznamné jako
sada, je zbytecné zjiStovat vyznamnost u jednotlivych hodnot.

Reseny priklad:

a) Naleznéte 95% pas spolehlivosti a 95% pas predikce kolem regresni ptimky pro dobu
opravy V zavislosti na poctu kalkulatora (pomoci Statgraphicsu).

b) Naleznéte bodovy odhad, intervalovy odhad a interval predikce pro oc¢ekavanou dobu
opravy péti kalkulatort.

c) Urcete index determinace linearniho regresniho modelu pro tento ptipad

d) Pomoci tabulky ANOVA ovéite, zda skuteéné existuje linearni zavislost mezi
studovanymi veli¢inami.

ReSeni:

ada)

120 |

100 |

b B0 |
Interval
spolehlivosti

|
80 |

Interval predikce

wwwww

0 2 4 &) 8
Polet Knikulator(

adb) Pro xo=5 dostavame:
Bodovy odhad: Y(5)=b,+b-5=> 1+(Xin—x)-(5_—x)
AT Xy

i=1

Y, =7137

Intervalovy odhad pro E(Yol X=xo):

P E(Y,|X =5)e| Y(5) Fs- 1+l‘rﬂL ~095, kde s =

n f 't0975n—2

> X X
i=1

P(E(Y,|X =5)e (69,06,73,68))=0,95

Interval predikce:
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(Xi - )_()2

r

PlY,e|Y(5)Fs- || =+ +1 | tyorans | |= 095, kde s =

n

M-

i=1

P(Y, €(6159;8115,))=0,95

Predictes Uslues

5 em 5.0

Predictes Predictios Limity Confidence Lindts

x v L wer Upper Lawer lipger

ne 12,800 e 27,91 7,mon 16,0028

"0 115,504 5, W 124,008 M, 20,8
5.0

9,40 LS Fa) LML 0y, ey 1,805

adc) Index determinace:

> (7, V)’

ne_ S8 _ Zl:( =) _16186,44 _

SS, Z(Yi _Y)? 16504,00
i=1

0,981

Index determinace je 98,1%, tzn. ze 98,1% celkové doby opravy je vysvétleno linearnim
regresnim modelem.

add)

Soucet Ctverci  modelu, Vybérovy
rezidualni a celkovy rezidualni rozptyl s?
Abalysis Ariance
irce Suw of Squares 0f Mean Squers F-fatd P-Value
Bicciel 16102, ¢ 1 te1e0 € wus, 62 o, 0000
PRasidunl 3zt 336 16 2c,ceT2
Tocal v 165904 17

Koeficient determinace

. : 2 P $ s 5

- 7.530% parcent
[Standard Ervor of Zat. = 4 ll:!d[

lesn sbeclute srroc = 3 6428 Vybérova  reziduélni
Parbin-Watecn st iz = 1 G841l (P=T, 43331 smérodatna odchylka
Lag 1 reatdual sutocorvelatiss = O 0177811

Ho: Mezi celkovou dobou opravy a po¢tem kalkuldtoru neexistuje linearni zavislost.
Ha: Mezi celkovou dobou opravy a po¢tem kalkuldtoru existuje linearni zavislost.

p-value = 0 = Zamitame Hy, tzn. linearni zavislost povazujeme za prokazanou.
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Vyklad:

Odhad regresni funkce, interval spolehlivosti pro E(Y|X=x¢) a interval predikce nam
umoziuji predvidat Yy pii libovelné hodnoté xo.

Jestlize X, e <X1; Xn> (Xo lezi mezi pozorovanymi hodnotami x;), proces predvidani se nazyva
interpolace. Jestlize x, ¢ <X1; Xn> (Xo nelezi mezi pozorovanymi hodnotami Xx;), proces

predvidani se nazyva extrapolace. Vzhledem ktomu, Ze jak interval spolehlivosti pro

E(Y| X=xo), tak i interval predikce se rozsifuji s rostouci vzdalenosti od x, tak &m dale
extrapolujeme od pozorovanych hodnot x;, tim vétsi riziko podstupujeme. Riziko roste také
proto, Ze mimo interval pozorovanych hodnot nemame informace o pouzitelnosti modelu.
V podstaté plati, ze regresni kiivka proloZzena naméfenymi body popisuje chovani procesu
pouze Vv rozsahu obdobi, které je témito body pokryto. ProdlouZeni regresni kfivky mimo toto
obdobi (extrapolace) je mozné, ale jen do jisté miry a jen s jistym stupném divéryhodnosti.
My jsme se seznamili s metodami, které umoziiuji onu divéryhodnost urcit.

Piiklad demagogie v regresi:

V civilizovanych zemich klesa détska umrtnost a v jistém obdobi lze tento pokles graficky
znazornit klesajici primkou. Je ziejmé, Ze takovato primka nemiize byt libovolné prodlouzena.
Procento umrti proste nemiize byt zaporné. V jistéem okamzZiku se tedy prislusna primka zalomi
V oblouk a casem se zhruba ustali na néjaké témer konstantni urovni.V Britanii nastal onen
okamzik zlomu v dobé, kdy zacalo hromadné ockovani déti. Pro odpiirce ockovani a
prislusniky riznych extrémnich sekt to byl dokonaly statisticky ditkaz skodlivosti ockovani.
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2 Shrnuti:

Casto chceme prozkoumat vztah mezi dvéma veli¢inami, kde jedna z nich, tzv. nezavisle
proménna X, ma ovliviiovat druhou, tzv. zavisle proménnou Y. Piedpoklada se, ze obé
veli¢iny jsou spojité. Prvnim krokem ve zkoumani by mélo byt zakresleni dat do bodového
grafu, tzv. korela¢niho pole a ovéfeni toho, zda mezi veli¢inami skuteéné existuje
predpokladana zavislost, tzv. regrese.

Vysledky této Casti regresni analyzy jsou €asto na vystupu z pocitace prezentovany ve formé
tabulky analyzy rozptylu.

Nejjednodussi formou regrese je jednoducha linearni regrese, kterd predpoklada linearni
zavislost mezi dvémi veli¢inami.

Rovnici regresni piimky zapisujeme ve tvaru: Y, =8, +5 % +¢€

Odhad regresni pifimky nazyvame vyrovnavaci primka a zapisujeme jej v jednom z téchto
tvari:

ﬁ=%+Q%
/ =h +b, - (Xi -~ )_() (tzv. odchylkova forma zéapisu)
Y. =b,+b - x +e,

(kde ej oznacujeme jako chyby predikce (odhadu), resp. rezidua)

Pokud jsou splnény podminky linedrniho regresniho modelu, mizeme koeficienty regresni
piimky odhadovat metodou nejmensich ¢tvercii.

Podminky linearniho regresniho modelu jsou tyto:

ﬁ::/%'+/%'&'+ew
kde

1. E(ei)z 0 pro kazdé i=1,2,...,n

Stiedni hodnota nahodné slozky je nulova.
2. D(g)=0o’prokazdéi=12,...,n

Rozptyl nahodné slozky je konstantni.
3. Covlg,e,)=0 prokazdéi#j, kdei,j =1,2,...,n

i"%]
Kovariance nahodné slozky je nulova.

4. Normalita: Nahodné slozky ej maji pro i =1,2,...,n normalni rozd¢leni.

Regresni parametry i mohou nabyvat libovolnych hodnot.

6. Regresni model je linearni v parametrech.

o

Podminky linedrnihu regresniho modelu je nutno v rdmci regresni analyzy ovéfit.
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Existenci linearniho vztahu mezi dvéma veli¢inami zjisStujeme tak, ze se formalné ptame, zda
je smérnice B1 rovna nule. Pokud je odpovéd’ na tuto otdzku kladna, znamena to, Ze smérnice
vyrovnavaci piimky se 1iSi od nuly pouze ndhodné, tzn., ze vztah mezi sledovanymi
veli¢inami neni linearni. (Jde o obdobu testu, ktery je vyhodnocen v tabulce ANOVA.)

Obdobné miZzeme testovat vyznamnost absolutniho ¢lenu vyrovnéavaci pfimky (bg). Testim
vyznamnosti koeficientli vyrovnavaci ptimky fikdme dil¢i t-testy.

Intervalovy odhad miizeme pii regresi hledat jednak pro stfedni hodnotu Y pii dané irovni x
(E(Ydl X=x0)), jednad pro jednotlivé pozorovani (Yop). Intervalu spolehlivosti pro jednotlivé
pozorovani fikame interval predikce. Tyto intervalové odhady pro spojité se ménici hodnoty
X tvofi tzv. pas spolehlivosti kolem regresni primky, resp. pas predikce kolem regresni
primKky.

Kvalitu regresniho modelu udava index determinace R% Piesngji feceno udava kolik procent
rozptylu vysvétlované proménné je vysvétleno modelem a kolik ztistalo nevysvétleno.

Regresni model nam umoznuje provadét rovnéz extrapolaci, tj. odhad zavisle proménné pro

hodnoty nezéavisle proménné lezici mimo interval naméfenych hodnot. Extrapolace je vzdy
spojena s rizikem, Ze regresni model mimo interval naméfenych hodnot pozbyva platnosti.
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9.

()

* | Otazky

Co je to regresni analyza?

Vysvétlete pojmy: vysvétlovana (resp. vysvétlujici) proménna, regresni piimka,
vyrovnavaci piimka, rezidua.

K ¢emu slouzi metoda nejmensich ¢tverci? Kdy ji nemtizeme pouzit?

Odvod'te metodou nejmensich ¢tverct koeficienty vyrovnavaci pifimky.

Jaka je interpretace koeficientu 317

Jakymi ukazateli méfime tésnost vzajemné vzéjemné vazby? (viz. Néhodny vektor)
Cemu fikame rezidualni rozptyl a &im je zptisoben?

Pro¢ urCujeme intervalové odhady koeficientli regresni funkce, resp. pro¢ testujeme
vyznamnost koeficientli vyrovnavaci piimky?

Vysvétlete rozdil mezi pasem spolehlivosti a pasem predikce.

10. Co je to koeficient determinace?

11. Co je to extrapolace? Jaka jsou jeji omezeni?
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1. Pfi kontrolnich méfenich rozméra silikatovych stitovych dilcth bylo ndhodné vybrano 8
dilct vykazujicich vesmés kladné odchylky v délce 1 vySce od normovanych hodnot:

odchylka délky [mm] 314/4|/5/8]10|6]|3
odchylka vysky [mm] 416/5/6(7]13|9|4

Najdéte linedrni regresni model zavislosti odchylky vysky na odchylce délky. Posud’te
vhodnost a kvalitu tohoto modelu.

2.V letech 1931-1961 byly méfeny pritoky v profilu nadrze Sance na Ostravici a v profilu
nadrze Moravka na Moravce. Roéni priméry v m/s jsou dany v nasledujici tabulce:

rok |Sance | Moravka rok |Sance | Moraka
1931| 4,130 | 2,476 1946 | 2,608 | 1,374
1932 2,386 | 1,352 1947 | 2,045 | 1,194
1933| 2,576 | 1,238 1948 | 3,543 | 1,799
1934 (2,466 | 1,725 1949 4,055 | 2,402
1935| 3,576 | 1,820 1950 2,224 | 1,019
1936 | 2,822 1,913 1951 2,740 | 1,552
1937 3,863 | 2,354 1952 3,792 | 1,929
1938 | 3,706 | 2,268 1953| 3,087 | 1,488
1939 3,710 | 2,534 1954 | 1,677 | 0,803
1940| 4,049 | 2,308 1955| 2,862 | 1,878
1941 | 4,466 2,517 1956 | 3,802 | 1,241
1942|2584 | 1,726 1957| 2,509 | 1,165
19431 2,318 | 1,631 1958 | 3,656 | 1,872
1944 3,721| 2,028 1959 2,447 | 1,381
19451 3,290 | 2,423 1960| 2,717 | 1,679

Za rok 1961 chybi hodnota primérného ro¢niho prutoku pro nadrz Moravka. V tomto
roce ¢inil praimémy ro&ni pritok v profilu nadrze Sance na Ostravici 2,910 m®/s. Na
zaklad¢ linedrni regrese odhadnéte hodnotu pramérného ro¢niho pritoku nadrze
Moravka. (Bodov¢ i intervalove). Zvazte, zda je v tomto piipad¢ extrapolace mozna.
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