13 JEDNOFAKTOROVA ANOVA

&

Cas ke studiu kapitoly: 120 minut

Cil Po prostudovani tohoto odstavce budete umét
e porozumét konstrukci F-poméru
e rozhodovat se pomoci testu zvané¢ho analyza rozptylu
e zkonstruovat tabulku ANOVA

e provést post hoc analyzu
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Vyklad:

V predchéazejicich kapitolach jsme se ve€novali mimo jiné také jednovybérovym a
dvouvybérovym testim stfedni hodnoty. RozSifenim téchto testli je analyza rozptylu neboli
ANOVA, kterd ndm umoziiuje srovnavat nékolik stfednich hodnot nezavislych nahodnych
vybéri. My se budeme zabyvat tzv. jednofaktorovou ANOVOU (ANOVOU pii jednoduchém
tiidéni).

Na tomto misté je pak tfeba zminit poZzadavky parametrického testu, ktery budeme dale
uzivat. Analyza rozptylu (ANOVA, ANalysis Of VAriance) ve své parametrické podobég
predpoklada normalitu rozdélni a tzv. homoskedasticitu (identické rozptyly).

Pokud tyto podminky nejsou splnény, je tieba pouzit neparametricky Kruskal-Wallistiv
test, ktery je obdobou jednofaktorového tfidéni v analyze rozptylu. Na rozdil od
parametrického testu nepiedpokladd normalitu rozdéleni, jeho nevyhodou je pak mensi
citlivost.

Analyza rozptylu tedy piedstavuje rozsifeni moznosti procedury zvané testovani hypotéz 0
sttedni hodnoté (jde o vicevybérovy test sttedni hodnoty).

Pro ilustraci si uved’'me motivac¢ni ptiklad, jenz nas provede touto kapitolou.

Nasim tikolem je porovnat tispésnost absolventii gymndzii, SPS a odbornych ucilist
s maturitou (OU) u prijimaci zkousky z matematiky.

Protoze tyto typy Skol reprezentuji studenti riznych Skol (neni gymnéazium jako
gymndzium...), s riznymi studijnimi vysledky a riznym naddnim na matematiku, a také
vlivem dalSich neodstranitelnych znakl, bodové hodnoceni zastupct jednotlivych typa skol
znacne¢ kolisa.

Dosazene vysledky nahodné vybranych patnacti studentii jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

Gymnazium | SPS | OU
55 54 | 47
54 50 | 53
58 51 | 49
61 51 | 50
52 49 | 46

Ptiklad je specificky v tom, Ze pocet pozorovani v jednotlivych vybérech je totozny, coz
nemusi byt splnéno. V zavéru kapitoly proto provedeme zobecnéni vysledka pro pripad
S riznym poctem pozorovani v jednotlivych vybérech (tridach).
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13.1.1 Rozptyl mezi tFridami
Nejdiive se budeme zabyvat otazkou, zda vysledky studentt se opravdu lisi podle toho jaky
typ stfedni Skoly absolvovali. Neboli — jsou priméry jednotlivych vybért (tfid) rozdilné
vlivem riznych stfednich hodnot pfislusnych populaci, nebo 1ze rozdily mezi priméry pficist
na vrub ndhodnému kolisani?

Je tteba testovat hypotézu Ho: =, = [,

kde je strednl bodove hodnocem prijlmacwh zkousek z matematiky absolventu gymnazia,

weer

e

vici alternative: Ha: H_O (neplati Ho)

Test této hypotézy vyZaduje v prvni fad¢ kvantifikaci rozdill vybérovych primeért X,

Vhodnym kvantifikatorem je jejich rozptyl, tzv. rozptyl mezi tfidami (Sé )

st 2k xF

kde k je pocet tfid (v nasem ptipadé je k=3),
n je pocet pozorovani v jednotlivych tfidach (v nasem piipadé¢ je n=5),
K
N = Z n je celkovy pocet pozorovani
i=1
X, je primér i-tého ndhodného vybéru (i-té tidy),

X je celkovy primér (prameér vSech hodnot, coz je také primér primért X_,)

n; k n k n

> X, XY 3K XX

X = Jt X = Lt EE =y

' n Zk: . N k

i=1

V souvislosti s ANOVOU se mnohdy setkavame s pojmem mezitfidni soucet ¢tverca
(neboli mezit¥idni variabilita) (SS; ).

“n- 3 (% - xf

i=1
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V nasem ptipadé:

Gymniazium | SPS | OU

55 54 | 47

54 50 | 53

58 51 | 49

61 51 | 50

52 49 | 46

X, 56 51 | 49 X =52

X, - X 4 1] -3 i(xﬁ—?):o
(- XJ 16 L9 | Sk-xf-2

(92]
w N
I

1S -XfF=2-130
3-1 4 2

kK i— —y
ss, =5-3 (X, - X f =1300
i1
13.1.2 Rozptyl uvnitf trid

Rozptyl mezi tfidami (typy Skol) v8ak neposkytuje dostatecnou informaci, nebot’ nepostihuje
kolisani v jednotlivych vybérech.

Pro ujasneéni si problému srovnejte udaje ve dvou ndsledujicich tabulkdch — prvni z nich
uvadi bodové hodnoceni nahodné vybranych studentu, druha taktéz, avsak vysledky ve druhé
tabulce vykazuji znacné kolisani v ramci jednotlivych typit skol. Rozptyly mezi tridami jsou
pro oba pripady totozné !!!

v I

Gymnazium | SPS | OU Gymnazium | SPS | OU
55 54 47 48 57 | 50
54 50 53 57 59 | 42
58 51 49 65 48 | 53
61 51 50 59 46 | 45
52 49 46 51 45 | 55
X, 56 51 49 X =52 X, 56 51 | 49 X =52
XX 4 1| 3| &-x)o XX 4 1| 3] 2b-x)-o
(Xj,j)z 16 1 9 Z(Z-?f:ze (yi,j 16 1] 9 Z(Y-T)Z:ze
61 = 66 =
sa g 62
g 55 . g °° : .
L. . . . g 54 4
ll‘ 52 i . '1;. 50 e .
49 : : 16 : - ;
46 . 42 .
Gymnazium OU sSPS Gymnazium OU SPS

Na vyse uvedenych obrazcich vidime, ze vysledky studentii uvedené ve druhé tabulce jsou
natolik nestalé, Ze vSechny tfi vybéry lze ziskat z jedné populace.
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Jak mizeme méfit kolisani uvnitt tfid? Je zfejmé, ze vhodnym métitkem bude rozptylenost
pozorovanych hodnot v ramci jednotlivych vybérti. Mluvime o rozptylu uvnitf trid (S\,f, )

n

X=X’ Zzn:(xij—x_i)z > (n-1)s?

2 i=L i=L j=L iz
Sw=2" n-1 JN—k T

i=1

> (%, - % f

kde S/ je vyb&rovy rozptyl i-tého ndhodného vybéru (i-té tiidy): S? = 1= 1
n —

Obdobn¢ jako u mezitfidniho srovnavani, pouzivime pojem vnitini soucet ¢tverci (neboli
vnitini variabilita) (SS,, ).

SSy :Zklzn:(xij _X_i)2

=L j=1
Soucet mezitfidni a vnitfni variability oznacujeme jako celkovy soucet ¢tvercd (neboli
celkova variabilita) (SS%;, ).
K n
Vv \2
SSiora. =SSy +SSg = SSiora = 2. D (X = X)
-1 j=1

V naSem pfipade¢:

kK n

K i(xij _X_i)z ZZ(XU _X_i)2

2 _\" it _ =l 4 _
S =2 n-1 a N —k a

i=1

(55-56)° +(54-56)° +...+(54-51)° +...+(47-49)" +...+(46-49)° _
15-3

78

n

SS,, = (X —X;)* =94,0

1 LM~
L

j=

SS,, +SS, =130,0+94,0 = 224,0

SSTOTAL

13.1.3 Testovaci kritérium F-pomér (F-ratio)

Polozme si nyni zésadni otazku. Je rozptyl mezi tfidami (Sé) dostatecné velky vzhledem
2

k rozptylu uvniti t¥id (Svf, )? Neboli je pomér 2—2 velky?
W

Bézné se zkoumd nepatrné¢ modifikovany pomér, ktery se nazyva F-pomér, na pocest
znamého anglického statistika Ronalda Fishera (1890-1962):

n-S;
2
W

F —ratio =
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n je v Citateli uvedeno proto, aby se hodnota F pohybovala kolem 1.

Neni-li Ho pravdivé (stfedni hodnoty nejsou stejné), pak n-S2 bude relativné velké viigi S, a
pomér F bude mnohem vétsi nez 1. Cim vétsi je F, tim méné je Ho pravdépodobna.

F-pomér ma Fisher-Snedecorovo rozdéleni s poctem stupni volnosti
pro citatele (k-1) a pro jmenovatele (N-k)

Abychom test mohli dokoncit, zbyva nam stanovit si zpisob vypoctu p-value pro ANOVU.
Z definice p-value (viz. obrazek) je zfejmé, Ze:

p —value =1— F(F —ratio)

Obkat platmet: T,

paeosovas halaota statmtthy F-rrovw
Dokonceme nyni feSeni naSeho ptikladu. Urcili jsme, Ze:

S2=130, S:=78, n=5
pak
n-S; 5:130

Xops = F = 52 - 78 8,3
W )

F-pomér ma Fisher-Snedecorovo rozdéleni s 2 (=3-1) stupni volnosti pro Citatele a 12 (=3.(5-
1)) stupni volnosti pro jmenovatele. V tabulkach pro Fisher-Snedecorovo rozdéleni (Tabulka
4) najdeme, Ze:

0990<F(8,3)<0999 =  0,001<1-F(8,3)<0,010

a proto
0,001< p —value < 0,010

Na 5% -ni hladin¢ vyznamnosti tedy miizeme nulovou hypotézu zamitnout a tvrdit, ze sttedni
hodnoty bodového hodnoceni u pfijimacich zkousek z matematiky nejsou pro absolventy
uvedenych tif typt SS stejné, tzn., Ze uspdch u pfijimacich zkousek z matematiky zavisi na
typu absolvované SS.
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13.1.4 Tabulka ANOVA
Vypocty, které jsme dosud provadéli ruéné, 1ze mnohem snadnéji sledovat, usporadame-Ii je
do tabulky standardniho tvaru. Tyto tabulky nazyvame tabulky ANOVA.

Uvedeme si tabulku ANOVA obecné pro stejné rozsahy vybéri a konkrétni tabulku
vygenerovanou pro nas piiklad v software Statgraphics (doplnili jsme ¢eské popisy).

Zdroj Priamérny Testova stat. P-value
proménlivosti Soucet ¢tverci Stupné étverec F-pomér
volnosti
(X X)? MS, = S5
MezitFidni SSg :n'Z(Xi_X) k-1 BTk 1
(faktor) =
Vnitini k _ N —k SS, . MS,
(rezidualni) SS,, = ;JZ_;(XH - Xi)? MSw = N —k F —ratio = MS,, 1- F(F - ratio)
k n —
_ _ 2
CelkOVS’ SSTOTAL - iz:l:jz:ll(xij X) N _ 1

Wan able
ANEEN Tahuing

Malysls of Varlame
Analdsu rurptylu

U Sun ol Sgmares LA Wean Squurs Fmatis Fvalue
fdrw ) Saufet fhwerok Stupad walnestl  rrimieny Cluwene I Fanie L T

(G T

wrk A Edam e ? LU UL .
LERLD g iups

lnktr 19 in "o " UL L)

Intal (furr,)
e INen AN A

V prvnim sloupci uvadime mozné zdroje proménlivosti jednotlivych pozorovani. Vzhledem
K tomu, ze se zabyvame jednofaktorovou ANOVOU, je zde uveden jeden hlavni zdroj
(faktor, coz byl v nasem piipadé typ SS) zpiisobujici rozdily mezi jednotlivymi tiidami a
ostatni zdroje jsou zahrnuty do druhé skupiny oznacené rezidualni. Rezidualni zdroje nebyly
identifikovany a jsou tudiz pfi¢inou ndhodného kolisani uvnitf tfid.

Vyd¢lime-li kazdy soucet ¢tverct ptisluSnym poctem stupniti volnosti, dostaneme pramérny
¢tverec, neformalné nazyvany rozptyl. Rozptyl mezi vybéry (Skolami) je vysvétlen faktem,
ze jednotlivé vybéry pochdzeji z riznych populaci (Skoly maji riznou troven matematickych
dovednosti u absolventil). Rezidualni rozptyl v jednotlivych vybérech neni vysvétlen, nebot
jde o rozptyl zptisobeny ndhodnymi vlivy.

F-pomér je pak nékdy popisovan jako pomér vysvétleného a nevysvétleného rozptylu:

Vysvétleny rozptyl (MSg): MS, = kSSBl’
el _ SSw
Nevysvétleny rozptyl (MSw): MS,, = Nk
2
F-pomér: F —ratio = MSg _n ZSB
S
W W
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Z toho lze usuzovat na moznosti zesileni jednofaktorové ANOVY. Piedpokladejme napiiklad,
7e nevysvétleny rozptyl byl zvelké &asti zptisoben rozdilnou turovni SS v jednotlivych
méstech. Pokud bychom dokazali odstranit rozdily v Grovni skol v jednotlivych méstech, pak
by se nevysvétleny rozptyl snizil a tim by se zvysila hodnota F-poméru. Tzn., méli bychom
silngj$i argument pro zamitnuti Ho.

Schopnost rozpoznat vliv jednoho znaku (8koly) lze tudiz posilit zavedenim dal$iho znaku
(mésta) pro vysvétleni c¢asti nevysvétleného rozptylu. Timto problémem se zabyva
dvoufaktorovdi ANOVA (ANOVA pii dvojném tfidéni). Dvoufaktorovou ANOVOU se
zabyvame ve Statistice I1.

Necht’ mame k-ndhodnych vybéra (tj. vybéry z K populaci), které jsou na sob&é nezavislé.
Necht tyto ndhodné vybéry pochédzi z normalnich rozdéleni se stejnym rozptylem:

Xip Xigr oo Xp ) = N(w, %)
(Xop Xgp0 oo X5 ) = N(p,0°)

Kiwr Xias voos X, ) = N(z,c?) , necht n,=pocet pozorovani v i-tém ndhodném vybéru

zk:nizN

i=1

13.2.1 Formulace problému:

Je tfeba testovat hypotézu  Hol tn = o= ... = =
vuci alternative : Ha: neplati Hp

Chceme rozhodnout 0 Hp na zakladé jednoho testu. Proto se pokusime nalézt takovou
testovou statistiku, ktera nejen umozni implementaci Ho  ale je i citliva na platnost Ho.

13.2.2 Zobecnéné defini¢ni vztahy

Definujme totalni soucet ¢tvercu (totalni variabilitu) jako
kN o
SSTOTAL = ZZ(XU’ - x)z )
i=1 j=1

kde X je vybérovy priumér ze vSech pozorovanych hodnot. Tento totilni soucet Ctverch
muzeme snadno rozlozit na 2 slozky:

kK n _
SSTOTAL = ZZ(XH - X)2 = SSTOTAL = SSW + SSB )

i=1 j=1

kde
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k n _ k
SSw ... vnitini variabilita:  SS,, => > (X; - Xi)> = > (n -
i=1 j=1

i=1

pficemz S’ je vybérovy rozptyl i-tého nahodného vybéru (i-té tiidy): S? =4+ ———

2%y
j=1

Z je pramér i-tého nahodného vybéru (i-té tiidy): X_I =

k - —
SSg ... mezitfidni variabilita: SS; = Zni -(Xi = X)?,

i=1

k n
szij ini-x_i ini-x_
kde celkovy pramér X : X =22 - _ i
Z n Z n; N
i=1 i=1

(vSimnéte si Ze celkovy primér jiz neni prostym primérem X, , ale je vaZenou formou
priméru s vahami n;)

Zavedeme nasledujici priimérné soucty ¢tverci (neformalné rozptyly):

v, SS
Vhitini primérny soucet ¢tvercu (vnitini vybérovy rozptyl): MS,, = N Wk
PV . . SSg
Mezitiidni primérny soucet ¢tverci (mezitiidni vybérovy rozptyl): MS; = 1

Vlastnosti téchto vybérovych rozptyli:

e Vnitini vybérovy rozptyl je nestrannym odhadem rozptylu, nezavisle na Ho.

elms, ]- 1 [z (n, —1)S; } 3 -nEe? )——Z(n 1o

ki3

= (N—k)=0'2

e Mezittidni vyberovy rozptyl je nestrannym odhadem rozptylu praveé kdyz plati Ho.
E[MS,, |= 0 < kdy? plati Ho
Mohli bychom dokazat, ze E[MS ] o +k—Zn (EX —EXi)?,

=1
z &ehoz bezprostiednd vyplyva néasledujici ekvivalence: ES? = o <> kdy? plati Ho

MS,
MS,,

Polozime F =
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Definice:
Tuto statistiku F nazveme F-pomér .

Abychom mohli F-pomér v dal§im prubéhu testu pouzit jako testovou statistiku (a tim i
nulové rozdeleni), musime znat jeji statistické chovani, tedy jeji rozdéleni pravdépodobnosti.

F-pomér ma Fisher-Snedecorovo rozdéleni s poctem stupni volnosti

pro citatele (k-1) a pro jmenovatele (N-K)

% Pruvodce studiem:

Zajemciim nyni dokazeme, Ze F-pomeér ma Fisher-Snedecorovo rozdéleni.

k _ 2 L 2
Vime, Ze MSy (N =Kk) = Z (n :E)S (n| 1)5
i=1

f 2 v i 2
> S = Yy ProtoZe ~—— — o1
o o o

ddle je zndmo, Ze soucet ndhodnych velicin, které maji rozdéleni y’_,, je opét ndhodnou
1

velicinou stejného typu, s poctem stupnu volnosti danym souctem stupnu volnosti scitanych
velicin.

Podobnou vivahou Ize prokazat, zZe pokud plati Hy, pak:

2 2

Pokud tedy plati Hy, potom vime (ze znalosti 0 Fisherové-Snedecorové rozdéleni), zZe:

MSe k-1
o
MS k _1 = :\\/I/lgB - I:k—l,N—k
W
62 .(N._k) w
N —k

Vyklad:

Pokud zndme statistické chovani F-poméru, 1ze to vyuzit pro ucely posouzeni a rozhodnuti
vySe uvedeného problému v podobé Ho. Nasledujici obrazek ilustruje pouziti F-poméru pro
ucely rozhodovani o platnosti hypotézy Ho.
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Z definice p-value (viz. obrazek) je ztejmé, Ze:

p —value=1— F(F —ratio)

Chhat phinesti Hy

13.2.3 Tabulka ANOVA

Jednotlivé mezivysledky,
systematicky zaznamenavany v tabulce ANOVA:

provadéné v pribéhu analyzy rozptylu, jsou pribézné a

Zdroj Pramérny Testova stat. P-value
proménlivosti Soucet ¢tverci Stupné ¢tverec F-pomér
volnosti
(X - X)? VR
Mezitridni | SSs =2 M -(Xi=X)* | 4 ]
(faktor) =
Vnitini ko _ N —k SSy . _ MSy
(rezidualni) SS,, = Z (X = Xi ) MSy = N _k F —ratio = L, |1 F(F — ratio)
i-1 j=1
k on o
Celkovy SStoraL = ZZ(XU - X)2 N -1
i=L j=1
ReSeny priklad:

Pro ilustraci statistického chovani F-poméru uvazujme tii datové soubory. Ve vSech jsou
stejné vybérové prumeéry v ramci i-té populace, avsak rozptyly se lisi. Pokud vnitini vybérovy
rozptyl je maly, F-pomér je velky, pokud je naopak vnitini vybérovy vyberovy rozptyl,
normalni a velky rozptyl velky, F-pomér je maly. Datové soubory tak ilustruji tii piipady:

maly vnitini.
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Datovy soubor 1: Maly vnitini vybérovy rozptyl

Vybér
[ 1 11\
42 [17,5]68,5| 38
345| 12 | 72 | 44
32,5] 16 | 53 | 52
40 | 15| 64 | 50
46,5[20,5] 57 |435
28 | 23 | 56 | 41
37 | 15 |54,5] 42

35,5 62,5]| 46
63,5137,5
60 | 36
66
55
Rozsah vybéru n; 8 7 1121 10
Priméry X, 37,0117,0|61,0|43,0

Vybérové rozptyly S? | 33,4(13,8(36,727,7

Ho: 4 = 14y =ty =
Ha: neplati Hop

Count Auerage Variance
1 B 37,0 33,4286
1 7 17,0 13,75
i 12 61,0 36,7273
nw 10 L 21,1222
Total a7 K2 ,6216 274,282
80 ¢ i
® |
¢ . |
} {
60 | : !
! ' {
¢ {
} b4 {
40 t i ,
{ [ ! |
Y {
. 1
20 : |
. . 4
3 i {
i {
3 1
0 !
| Il 1] \")
Analysis ol varianee
Fore ) Seniet dtverce o Primbrnd Ctueree Fopumer FUalue
aktor (mezitsidni) wez,r a 07,57 100,96 0,000
ezidua (waltfal) e e i .00
wikoug Wiz pa

Rozhodnuti: Zamitdme nulovou hypotézu, tzn. dané 4 vybéry nepochézeji z jedné populace,
jejich stiedni hodnoty se statisticky vyznamné 1isi. (Rozptyl mezi tfidami je podstatné vétsi
nez rozptyl uvnitf t¥id.)
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Datovy soubor 2: Normalni vnitini vybérovy rozptyl

Vybér

| 1 1 v
47 18 76 33
32 7 83 45
28 15 45 61
43 13 67 57
56 24 53 44
19 | 29 | 51 39
37 13 48 41

34 64 49
66 32
59 29
71
49
Rozsah vybéru n; 8 7 12 10
Priméry X, 37,0 |17,0| 61,0 | 43,0

Vybérové rozptyly S’ | 133,7155,01146,9|110,9

Caunt Nusrage warlsacw

| . "n LRI ALY
N 55,9
180, 00

Yy
(RA) " LML
w " LD 118,009
Total " LU ALY ", s
80 ! .
.
.
]
60 . -
. .
a i .
. d .
40 ¢ '
.
{ ] .
H . H
.
20 .
)
.
| ] 1] v
Realysin of Uarlance
A Lem of Squares B Wean Squars FRatin P Value
1
Ivtswrn growps wew r 1 mar N el ] LRLLL
1tain groups ELLLN 13 newrs
Total (Carr.) wrez.7 "

Rozhodnuti: Zamitdme nulovou hypotézu, tzn. dané 4 vybery nepochazeji z jedné populace,
jejich stfedni hodnoty se statisticky vyznamné 1i8i. (Rozptyl mezi tfidami je podstatné vétsi
nez rozptyl uvniti tiid.)
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Datovy soubor 3: Velky vnitini vybérovy rozptyl

Vybér

| 1 1 v
67 20 106 13
22 -13 127 49
10 11 13 97
55 5 79 85
94 38 37 46
-17 53 31 31
37 5 22 37

28 70 61
76 10
55 1
91
25
Rozsah vybéru n; 8 7 12 10
Priméry X, 37,0 | 17,0 | 61,0 | 43,0

Vyberové rozptyly S2 | 1203,4[495,0]1322,2]998,0

Caunt Noer age 1
| . 1.0 1200,
(1] ? e M
(RR} " are 1922,
" " AN LN
Total L1 LE FALY 120
100 :
.
'
70 .
k .
'
40 . .
. .
'
10 4 :
-20
| | 1] v
Bealysis of Varbane
\owrce Sen of Squires B AN Square Fohatla
Hotwon groegs www s ) mars? I b Ay
LEALn groups 1ere . n e,

Total (Cwrr.) 22,1 "

Rozhodnuti: Nezamitdme nulovou hypotézu, tzn. dané 4 vybéry pochazeji z jedné populace,
jejich stiedni hodnoty se statisticky vyznamné nelisi. (Rozptyl mezi tfidami je srovnatelny s
rozptylem uvniti tiid.)
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Vyklad:

Predchozi ptiklad poukazal na to, ze velky F-pomér indikuje existenci vyznamnych zmén
mezi populacnimi vybérovymi primeéry. NaSe analyza by ale byla nekompletni, pokud
bychom neidentifikovali, které z populaci signalizuji vyznamnou odchylku priméru. Tento
dal$i proces se nazyva post hoc analyza a spoCiva v porovnavani pramért vSech dvojic
populaci.

Pro tato vicendsobnd porovnavani existuje nékolik metod. V ramci tohoto vykladu se
omezime jen na tu nejjednodussi z nich, tzv. LSD-metodu (znamena zkratku vyrazu Lest
Significant Difference). Tato metoda spociva v aplikaci dvouvybérového t-testu pro kazdy par
vybérovych priméri. Misto standardniho dvouvybérového Studentova t-testu vSak pouzijeme
pon¢kud upraveny t-test, zalozeny na LSD statistice:

Pro i-ty a j-ty vybér definujeme nasledujici testovou statistiku (LSD); ;:

(LsD) =— X=Xy
] 1 1 N -k

'M R

> \/ni n;

Snadno lze zdtvodnit, Ze tato statistika ma Studentovo rozdéleni s (N-K) stupni volnosti.

¥

Reseny priklad:

LSD metodu ilustrujeme pro tii pfedchozi ptiklady:
Datovy soubor 1: Maly vnitini vybérovy rozptyl
Zamitli jsme nulovou hypotézu, proto provedeme post hoc analyzu. Vypocéteme statistiky

(LSD);j pro vSechny uvazované dvojice danych ctyf populaci a hodnoty zaznamename do
nasledujici tabulky:

| Il I [\
| 0 -7,128 | 9,698 | 2,333
1] 7,128 0 17,064 | 9,731
11]-9.698 |-17064, 0 |[-7,754
IV]-2,333| -9,731 | 7,7541| O

V tomto ptipad¢ existuje velmi silnd empirickd vypovéd’ o rozdilech mezi v§emi populacemi,
pouze pii porovnani populaci I a IV vypovéd neni tak silna.
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Statisticky software vétSinou seskupi vybéry, které by mohly pochazet z jedné populace (maji
stejné stfedni hodnoty). Naptiklad Statgraphics provadi oznaceni pomoci kiizkd. Jsou-li
V textovém vystupu V ¢asti Homogenous Groups (Homogenni vybéry) kiizky pro ptislusné

vybéry pod sebou, znamena to,

Datovy soubor 2:

ze vybery mohou pochazet ze stejné populace.

Normalni vnitini vybérovy rozptyl

| I Il [\
| 0 |-3,564 4,849 1,167
Il | 3,564 0 18,532]4,8656
I11]-4,849|-8,532| 0 |-3,877
IV]-1,167|-4,866|3,877| O

V tomto ptipadé, ackoliv jsou stejné, neexistuje empirickd vypovéd o rozdilu mezi
vybérovymi priméry populaci I a IV. TakZze mliZzeme v podstaté existujici 4 populace rozdélit
na 3 skupiny: prvni sdruzuje populace I a IV, druhou tvoii populace II a tfeti populace II1.

1
(AR

untrast

I 1}
I i
U )
(1] m
1 w
i v

PUltiple Rangs Tests

Petaad: 95,0 percent 150

Count Hean manogeneows Graups

7 17,0 X

8 .0 )
" ML %
113 .0 %
Blifervnce ) Limits
e TR
0 1, e
.0 1, AN
A0 10,497
26,0 ner
19,0 V. NN

* feantes o statistically significant aféérrence

x

dvé homogenni populace: | a IV

»

x
— : : —
I I 11 v

Vybérové pruméry
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Datovy soubor 3: Velky vnitini vybérovy rozptyl

Jelikoz F-pomér je vtomto piikladé velmi maly, za normalnich okolnosti bychom tento
priklad uzavreli tim, Ze nezamitame nulovou hypotézu o rovnosti stfednich hodnot
populaci, ¢imz by analyza skonc¢ila, nebot’ vSechny populace jsou homogenni, co do rovnosti
stfednich hodnot. Pokud piesto provedeme vypocet hodnot tabulky (LSD);;, dostaneme:

| I Il [\
| 0 |-1,188|1,616| 0,389
Il ]1,188 0 2844|1622
11-1,616(-2,844| 0 |-1,292
IV]-0,389|-1,622/1,292| O

V tomto hypotetickém ptipadé vidime vyznamny rozdil, ktery signalizuje malé P-value a tedy
zamitnuti testu o rovnosti vybérovych primér, mezi populacemi II a III. Jelikoz vSak
celkovy F-pomér byl ptili§ maly, tento rozdil by byl za normalnich okolnosti prehlédnut a my
bychom uzavfeli test tim, Ze neexistuji zaddné vyznamné rozdily mezi danymi ctyfmi
populacemi. Za téchto okolnosti miizeme tento rozdil povazovat za faleSné vyznamny.

iRl WY 0 percent LS50
Caunt wan Wumegeieens G

1 7 1,0 X
| . ] A%
1 " Mo "
it 1” M X

onlvast Birrerome . Limity

(BT N N, 0004
| m LML M. rm
(1 4,0 21,493
" m s~ ANLH M.an
o N ¥ L608
(AR} i LM 0NN

o Senotes 4 statintically slgaldicont altrevence

Vyklad:

Existuji 1 jiné testy, nezli LSD metoda, které umoziuji podobnd vicendsobna porovnavani, ¢ili
post hoc analyzu. Byly vyvinuty i flexibiln€jsi metody, které jsou dostupné prostiednictvim
vyspélého softwaru. Patii sem napiiklad Duncantv test, Tukeytuv test pro vyznamné
rozdily, Scheffé test a Bonferoni test. Detaily k nim zde nebudou probirany, ale vSechny jsou
zaloZzeny na podobné rozhodovaci strategii, zalozené na stanoveni kritického rozdilu
pozadovaného pro urceni toho, zda dva priméry znékolika populaci se lisi. V mnoha
piipadech jsou tyto testy mnohem efektivnéjsi, nez LSD metoda, pro tucely nalezeni
podskupin ptivodnich populaci, které jsou homogenni co do rovnosti prameért.

Ptedchozi postup ANOVA, vyuzivajici pro rozhodovani popsany F-pomér je velmi citlivy na
prredpoklad o normalité rozdéleni pivodnich ndhodnych vybéri. Pro piipady, kdy tomuto
predpokladu nelze uplné vyhovét, existuje Kruskal-Wallistiv potadovy test.
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Kruskal-Wallisuv test je tedy neparametrickou obdobou jednofaktorové ANOVY. Na rozdil
od parametrického testu nepiedpokladd normalitu rozdéleni, jeho nevyhodou je mensi
citlivost. Tak jako je ANOVA vicevybérovym testem stfednich hodnot, Kruskal-Wallisiv test
je vicevybérovym testem mediani.

Necht' tyto nahodné vybéry pochazi ze spojitych rozdéleni stejného typu a stejnych
rozptyli (homoskedasticita):

(X11’ Xz oo Xlnl)

(Xon Xpp s XZn2 )

Kiwr Xz +oos ank )
kde n; je rozsah jednotlivych vybéru.

Testujeme hypotézu Ho: X5 =Xy5, =-..=Xg5,,
Oproti alternativé Ha: neplati Ho

K
VSechny veli€¢iny Xjj dohromady tvoti sdruzeny ndhodny vybér o rozsahu N = Z n, . Z tohoto
i-1
vybéru vytvofime uspofadany vybér (rostouci posloupnost) a ur¢i se poradi Rj; kazdé
veliCiny Xjj. Tato pofadi uspofdddme do tabulky a ur¢ime tzv. soucty poradi pro jednotlivé
vybéry (Ti).

ﬂ:i&
j=1

Vybér | Poradi veli¢in v usporddaném sdruZzeném ndhodném vybéru | Soucty poradi
1 Rll R12 i R1n1 Tl
2 RZl R22 i R2n2 T2
k Rkl sz ... Rknk Tk
k N-(N+1
Celkovy soucet vSech portadi: T= ZTi = (2 )
i-1
k T 2
Testova statistika: Q= - N + 1 —> 2
N +1 i N,
P-value: p—value=1-F(Q)
ReSeny priklad:

Proved'te Kruskal-Wallistv test pro vyse uvedeny datovy soubor 3.
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ReSeni:

Vybér
Ll
67| 20]106]13
22 |-13]127] 49
10111 13 |97
551 5] 79|85
94138 37 |46

-17] 53] 31 |31
3715|2237
28 70 [ 61
76 | 10
55 | 1
91
25
Poradi ve sdruZeném vybéru:
Vybér
| I 1 Y,
28 11 36 9,5
12,5 2 37 23
6,5 8 9,5 35
255 | 45 31 32
34 21 19 22
1 24 16,5 | 16,5
19 45 | 125 19
15 29 27
30 6,5
25,5 3
33
14
Rozsah vybéru n; 8 7 12 10
Soucty pofadi Ti | 145 75 293 193,5
T 20022,3 | 5625,0 | 85849,0 | 37442,3
T /n, 2502,8 | 803,6 | 7154,1 | 3744,2
i i s , , s
[
i —
Q= N Y 21: " 3(N +1)
-2 (2502,8 +803,6 + 7154,1+ 3744,2)-3-(37 +1)= 7,24
37-(37+1)

Q—x.,, p-value=1-F(Q)=0,0645

P-value pro tuto Q testovou statistiku je o néco vétsi, nez dava F-pomér (0,0549), ale zavéry
jsou v obou ptipadech stejné. Nulova hypotéza neni zamitnuta.
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Na zavér si shrneme zjisténé poznatky.

Vstupem pro analyzu rozptylu je tabulka obsahujici pro jednotlivé sloupce (tfidy, resp. urovné
sledovaného faktoru) vzdy n; pozorovani Xj; ((i=1, ..., k), kde k je pocet tfid; j=1, ..., nj).

Je tieba testovat hypotézu  Hol = o= ... = = u
vuci alternative : Ha: neplati Ho

Postup obsahuje nasledujici kroky:

1. Priprava dat: Uz piipravou dat lze zajistit vétSi vérohodnost dosazenych vysledkd.

a) Velikost vybéru je pocet plnych fadka (miin {n, }) ANOVA byla ptivodné navrzena pro
stejnou Cetnost V jednotlivych vybérech. V praxi byva tento ptfedpoklad malokdy
splnén — plati vSak, ze ¢im tésnéji je toto pravidlo splnéno, tim vérohodnéjsi jsou
vysledky. Lze analyzovat i malé vybéry (ni=4, 5). Mame-li vSak testovat vSechny
vybérové predpoklady, je tfeba mit alespon 30 hodnot ve vybéru (ni > 30).

b) Chybéjici hodnoty mohou zptisobit vychyleni vysledk.

C) Odlehlé hodnoty obecné zpisobuji nefunkcnost F-testu. Je tieba analyzovat data
metodami exploratorni analyzy (EDA) — pro identifikaci odlehlych pozorovani pouzit
napiiklad krabicovy graf. Pokud se odlehla pozorovani vyskytuji v datech pouze
jednou, je tieba je odstranit. Jestlize je v datech ponechdme, dame prednost
neparametrickému testu (Kruskal-Wallisav test), F-test by mohl selhat.

2. Ovéfeni vybérovych predpokladi: Nestaci se soustfedit na vysledky uvedené v tabulce
ANOVA. Je tteba peclivé overit splnéni zakladnich predpokladii o vybéru. Mnohdy data
nemaji ve vSech vybérech normalni rozd€leni a je tfeba pouzit vhodnou transformaci
(mocninnou, logaritmickou). Po transformaci data vykazuji normalni rozdéleni, coz
prinese vétsi divéryhodnost vysledki.

a) Nahodnost: Metoda sbéru dat by méla zajistit, ze porovnavame prosté nahodné
vybéry.

b) Normalita: V kapitole Testovani hypotéz jsme se seznamili s n¢kolika testy normality.
Jejich sila roste s velikosti vybéra.

c) Homoskedasticita: Homoskedasticita (rovnost rozptyll) je piedpokladem pro fadu
testd. Numericky Ize homoskedasticitu ovéfit napt. pomoci modifikovaného Levenova
testu, popt. pomoci dalSich testi nabizenych vyspélym statistickym softwarem. Pokud
rovnost rozptyld neni splnéna, mluvime o heteroskedasticite.

3. Volba statistickych testi vyznamnosti sledovaného faktoru v tabulce ANOVA:

Naucili jsme se zpracovavat pouze vybery u nichz je splnéna:

a) Normalita a homoskedasticita — uzijeme F-test.

b) Nenormalita a homoskedasticita — uzijeme Kruskal-Wallistv test

Pokud homoskedasticita splnéna neni, pokusime se pomoci vhodné transformace o

stabilizaci rozptylu.

c) Normalita a heteroskedasticita — nelze pouzit ani F-test, ani Kruskal-Wallistv test,
nebot’ homoskedasticita je ptredpokladem pro oba tyto testy. Pokusime se rozptyl
stabilizovat pomoci vhodné transformace (mocninné, logaritmické). Pokud dojde ke
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stabilizaci rozptylu, pouzijeme F-test na transformovana data. Pokud se nam rozptyl
stabilizovat nepodafi, nelze analyzu rozptylu provést (vysledky nejsou divéryhodné).

d) Nenormalita a heteroskedasticita — opét nelze pouzit ani F-test, ani Kruskal-Wallistv
test, nebot’ homoskedasticita je pfedpokladem pro oba tyto testy. Pokusime se rozptyl
stabilizovat pomoci vhodné transformace (mocninné, logaritmické). Pokud dojde ke
stabilizaci rozptylu, doSlo-li zaroven k normalizaci dat, pouZijeme F-test na
transformovana data, nedoslo-li k normalizaci dat, pouzijeme Kruskal-Wallisuv test na
transformovana data. Pokud se nam rozptyl stabilizovat nepodaii, nelze analyzu
rozptylu provést (vysledky nejsou divéryhodné).

Post hoc analyza (vicenasobné porovnavani): Pokud pii analyze rozptylu doslo
k zamitnuti nulové hypotézy, pokousSime se pomoci vicenasobného porovnavani nalézt
homogenni (srovnatelné¢) populace. Vicendsobné porovnavani piedpokladd normalitu a
homoskedasticitu vybéri. Neni-li splnén pfedpoklad normality, je tfeba uzit Kruskal-
Wallistiv test vicenasobného porovnavani.
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2 Shrnuti:

Rozsitenim dvouvybérovych testi pro stfedni hodnoty je analyza rozptylu neboli ANOVA,
kterda umoZznuje srovnavat n€kolik stfednich hodnot nezavislych ndhodnych vybéri. Analyza
rozptylu ve své parametrické podobé predpokladd normalitu rozdélni a tzv.
homoskedasticitu (identické rozptyly).

Testovou statistikou je pfi analyze rozptylu F-pomér , ktery byl odvozen na zakladé analyzy
variability vstupnich datovych soubori. Statistika F-pomér je citliva na platnost hypotézy Ho,
ktera je formulovana jako rovnost stfednich hodnot zkoumanych ndhodnych vybéru.

Jednotlivé mezivysledky, ziskané v pribéhu analyzy rozptylu, jsou pribézné a systematicky
zaznamenavany v tabulce ANOVA.

Druhym krokem pii analyze rozptylu je post hoc analyza, kterd spociva v porovnavani
vybérovych primérii vSech dvojic populaci s cilem vybrat homogenni (srovnatelné) populace.
Kritériem pro zafazeni do homogennich skupin miize byt naptiklad LSD-statistika. Post hoc
analyza se provadi pouze v piipadé zamitnuti Ho. Pouzijeme-li ji v ptipadé, kdy Hg
nezamitneme, mizeme dostat faleSné vysledky.

Popsany postup ANOVA, vyuzivajici pro rozhodovani F-pomér, je citlivy na ptfedpoklad o

normalité¢ rozdéleni ptivodnich ndhodnych vybéra. Pro ptipady, kdy tomuto predpokladu
nelze Gplné vyhovét, se pouziva Kruskal - Wallistv pofadovy test.
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()

* | Otazky

Co je to ANOVA?

Popiste konstrukei a stochastické chovani statistiky F-pomér.
Co je to vnitini a mezitfidni vybérovy rozptyl ?

Jaky je obvykly vystup z analyzy rozptylu ?

Co je to post hoc analyza a LSD-statistika ?

Co je to Kruskal-Wallisuv test, kdy se pouziva?
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= | Ulohy k FeSeni

1. Byl proveden prizkum zavislosti pfijmu na vzde€lani lidi. V tabulce jsou uvedeny pifijmy
Vv tisicich K¢ u ndhodn¢ vybranych sedmi muzi na kazdé urovni vzdélani. (Z - zékladni, S
- sttedoskolské, V - vysokoskolské).

Z S|V
10,91 8,9 |11,2
9,8 110,3| 9,7
6,4] 75158
43169189
75]14,1112.2
12,31 9,3 |17,5
5111251101

Rozhodnéte, zda vzdélani ma vliv na piijem.

2. Zvelkého souboru domécnosti bylo nahodné vybrano 5 jednoClennych domadcnosti, 8
dvouclennych, 10 tficlennych, 10 ¢tyf¢lennych a 7 péticlennych domacnosti, dohromady
tedy 40 domacnosti a byly sledovany jejich mésicni vydaje za potraviny a napoje
ptipadajici na jednoho ¢lena domécnosti (v K¢). Ovéfte pomoci analyzy rozptylu, zda se
mési¢ni vydaje za potraviny (na osobu) li§i podle poctu ¢leni domacnosti. {PouZijte
vhodny programovy balik, nezapomente ovéfit predpoklady testu}

Vydaje na jednoho ¢lena doméacnosti (v K¢)
Pocet ¢lenii 1 2 3 4 5
domacnosti
3,440 2,350 2,529 2,137 2,062
4,044 3,031 2,325 2,201 2,239
4,014 2,143 2,731 2,786 2,448
3,776 2,236 2,313 2,132 2,137
3,672 2,800 2,303 2,223 2,032
2,901 2,565 2,433 2,101
2,656 2,777 2,224 2,121
2,878 2,899 2,763
2,755 2,232
3,254 2,661

3. Pii rozboru efektivnosti bytové vystavby byly u nahodné vybranych dokoncenych
mimoprazskych bytd tiech typti X,Y a Z zaznamenany naklady na 1m? bytové plochy.
Vysledky Setfeni:

Typ X (K& 6825] 7100] 7555] 6890] 7175] 7300] 6905
Typ Y (K& 6405| 6570| 6325| 6895| 6905| 6550 6750 6965
Typ Z (K% 7050 | 7355| 6810] 6910| 6700

Pokuste se prokazat existenci rozdilti v nakladech mezi jednotlivymi typy byti.

(Pouzijte vhodny programovy balik, nezapomente ovéfit predpoklady testu)
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2

ReSeni:

adl)
Ovéreni prredpokladii:

Homoskedasticita:

Normalita:

arfance Check

ochean’'s € test: #,59921%
artlett's test: 1,0149¢
artley s test: 1,56264
owene’s test: #,761124

F-Ualue =~ 0, 951000
P-%alue = 0868376

P-lalue = 9,852500

Ihe Statadviser

Ihe four statistics displaged i Inis Lable Test the oull
ypethesls 1At the standard deviatioss within sach of the 3 coluens
re the same.  OF particular interest are Ihe Iheee Povalues.  Sioce
he smallvst of the Foualsen is greater than or equel ts 8,15, Where
i mat & statistically significant differrscy smangst the standerd
puiations at the 95,0 confidence lewel,

fests for Wermallity tor ¢

OMUTES Chl-Square gaodeess of -FIL statistio «
“Halur = B 900544

Daglre-wiins M statistic = 0 ,90000
“Walue - B .0000

AOre Tur shvssess ot sunpetivd,

wtare for surbesls wat u-pohm.l

Tests Far Warnality for & Fests For Bormality Foar U
Corguted Chl-Sguire gootsess-ef-Fit statistic = 1,0

“we
“Walue = B 967546

F-Value =~ 2,350
Shaplro-wilks ¥ statistic «
P -Value = @, 20987

haglre-Wiles M statistic = 0 9A2as LR LBl

Caluw = 0 4N0102
SEOre for skmess not computed. [ seare far skeweess sal canpuled.

seore fur Muctusis not conputed. i weary far urtesis sal cenpuled.

Normalita 1 homoskedasticita potvrzena, tzn. miZzeme pouzit F-test.

Noalysis uf Warbance

(T Senaf Syuerey B Wean Lgdare Fohatin Ll P P
VW g e LI ? LR LN LA L
sk woups "ne,m " "M

futal (Carrvy) neaen m

Ho: 11z = us =11y
Ha: neplati Ho

Rozhodnuti: Nezamitame

Ho, tzn. na zdklad€ predloZenych dat musime fici, ze s 95% ni

spolehlivosti vzdélani nema vliv na vysi platu.

ad2)
Ovéreni predpokladii:

Homoskedasticita:

Normalita:

OEle For Mormallty fer 10

o lancn Uhech

e L T LI LU
e PV NTATA Pk -
artieg's teats §, 058

P PN N LT R

o e
o, 5 -

LR

e Ltstnbleer

Vhe fomae AEALARESER @hophaped A6 RIS Talile ToAt Dhe
Apetimels 1Al Ehe staneied 4

e U . 0
b il lest of
& bt g ATatiAtratly

odat lane 4 the 00 S Condldeace Level.

unputed Ghi-Syquacw geadness ol FlE statistis = 18,0
Ualuw = B, 051184

Napiro Whiks W statistic « s auan

Uslup = 8, 280010

seave For sheusess « 8, R10AS7

Ualue = B, N1200

il
e

stave far surtesis sot conputed
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Pro 4. vybér byla normalita zamitnuta, homoskedasticita byla potvrzena, tzn. mizeme pouzit
Kruskal-Wallistv test.

Ho:)%ﬁ,zzxaalz)%5m =Xo5,, = Xo5,
Ha: neplati Ho

¥
hruu.ﬂ 1-Wollis Teat

Saeple Slee Auerage Rank
| s am.o
) L) 23,715
i " 120
v L 15,25
d ? e

Tosl statistie = 20,6004 FValur = 8, eassarm

The Staladuiser

The Kruskel Uallis test testy the null hypnthesis that the medisns
eithin sach of the & colums is the nane,.  The data fron all the
polesns i85 Firat conbined and ranked from smallest te largest, The
aurrage rank {s then computed far the data in each column, Since the
Poualue 15 Jess than 0,85, there 15 o statistically significest
MifFerence amnyst the pedlans at the 95,8 confidence level, To
etermine which medions are significantiy aiiferent From shich others,
elect Box-and-Wmlaker Plet Fram the 105t of Graphical Dptions ane
pielect the medion noteh option,

Rozhodnuti: Zamitame Hy, tzn. na zékladé piedlozenych dat mizeme fici, ze s 95% ni
spolehlivosti ma pocet ¢lentt domacnosti vliv na velikost primérnych (na osobu) mési¢nich
vydaji domacnosti za potraviny.

Zamitli jsme Hy, proto provedeme post hoc analyzu (pouzili jsme Tukey HSD test):

Itiple Rasge Tests

thud: 95 0 pereent Tukey 5
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Tukeyho test ndm ukazal, Ze data miZeme povaZovat za vybéry ze tii populaci. Do jedné
skupiny miizeme zafadit jednoclenné domécnosti, vnichZz jsou primérné naklady na
potraviny nejvyssi, do druhé skupiny zatfadime napf. dvou az ¢tyiclenné domacnosti a jako
treti skupinu budeme uvazovat péti¢lenné domacnosti, jejichz primérné mésicni vydaje za

Vv

potraviny jsou nejnizsi. (viz. obr.)
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Normalita i homoskedasticita potvrzena, tzn. miiZeme pouzit F-test.

Ho: ux = pv =pz
Ha: neplati Hp
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Rozhodnuti: Zamitame Hy, tzn. na zdkladé predlozenych dat mizeme ftici, ze s 95% ni
spolehlivosti ma tyb bytd vliv na naklady na 1m?
Zamitli jsme Hy, proto provedeme post hoc analyzu:

1tiple Range Tests

thad: 9% .0 percent Lsb
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o Senntes & statistically sigsificant @htrerwnce.

Je ziejmé, ze pticinou rozdild jsou rozdily mezi byty typu X a byty typu Y. Rozdéleni muze
vypadat napiiklad takto: Samostatnou skupinou jsou byty typu X, jejichz naklady na 1m?

jsou vyznamng (spravn&ji statisticky vyznamn&) vyssi nez naklady na 1m? bytu typu Y, resp.
Z. Naklady na na 1m? bytu typu Y a bytu typu Z miizeme povaZovat za totozné. (viz. obr.)

Box-and-Whisker Plot

~N

£300 0o rex




