10 ODHADY PARAMETRU ZAKLADNIHO SOUBORU

@ Cas ke studiu kapitoly: 90 minut

Cil: Po prostudovani tohoto odstavce budete:

rozumét pojmim: bodovy odhad, intervalovy odhad
znat vlastnosti bodového odhadu

umét zkonstruovat intervalové odhady pro vybrané parametry
normalniho rozdéleni: stiedni hodnotu, rozptyl, smérodatnou odchylku,
relativni Cetnost (podil), rozdil dvou stfednich hodnot a rozdil
relativnich Cetnosti (podili)
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Vyklad:

Nahodnou veli¢inu X, jejiz hodnoty pii realizaci ndhodného pokusu pozorujeme, mizeme
popsat pomoci riznych ¢iselnych charakteristik (v souvislosti s ndhodnou veli¢inou hovoiime
Castéji o parametrech zakladniho souboru (populace), popt. o parametrech rozdéleni
nahodné veli¢iny). K parametrim zékladniho souboru patii: stfedni hodnota p, rozptyl o’
smerodatnda odchylka o, relativni Cetnost m, atd... Parametry populace jsou konstantni
hodnoty (pro ur¢itou nahodnou veli¢inu).

Ve vybérovém souboru (vybéru ze zakladniho souboru (populace)) lze najit pfisluSne
protéjSky parametru populace. Rika se jim vybérové charakteristiky a jejich hodnoty se
méni podle aktudlniho vybéru.

Piehled nejpouzivanéjSich parametri populace a ptisluSnych vybérovych charakteristik,
vcetné jejich znaceni je uveden v nasledujici tabulce:

Zakladni soubor | stiedni hodnota | rozptyl | smérodatna odchylka podil
(populace) u (EX) o o (relativni Cetnost)
T
Vybérovy soubor pramér vybérovy vybérova vybérova
(vybér) X rozetyl smérodatnd odchylka | relativni ¢etnost
S S P

Z pravdépodobnostniho hlediska maji vybérové charakteristiky charakter ndhodnych veli¢in
(na zaklad€ rtznosti jednotlivych vybért, nelze hodnoty vybérovych charakteristik urcit
predem). Kazda vyberova charakteristika mé tedy svoje rozdéleni pravdépodobnosti, které se
nazyva vybérové rozdéleni. Zname-li vybérové rozdéleni, dokazeme odhadnout prislusny
parametr zakladniho souboru.

\4 Pruvodce studiem

Nyni se pokusime vyse uvedenou terminologii propojit s praxi. Na ndsledujicim konkrétnim
prikladu se pokusime ukazat rozdil mezi vybérem (parametry vybéru) a populaci (parametry
populace). Dale bychom si na tomto prikladu méli ujasnit, pro¢ potrebujeme parametry
populace odhadovat:

Mejme napr. denni produkci tyci (o daném primeru) ocelarské firmy - 600 ocelovych tyci.
Nasim cilem je urcit stredni hodnotu taznosti téchto tyci.

Populace je vtomto pripadé tvorena vsemi tycemi z denni produkce a stiedni hodnota
taznosti je jeden z parametru této populace. Je ziejmé, ze pozadovany ukol je neresitelny —

-239 -



k jeho splnéni bychom museli urcit taznost vSech tyci (destruktivni zkouska) a z namérenych
hodnot urcit prumeér. To je v praxi neproveditelné. Jediné mozné reseni je — pokusit se 0
odhad tohoto parametru.

Jestlize vybereme nahodné napriklad 10 tyci (10 tyci miZeme ,,obétovat*) a urcime jejich
prumérnou taznost, urcujeme prumeér a je ziejmé, zZe jeho hodnota zavisi na konkrétnim
vyberu (vybereme-li jinych 10 tyci, jejich prumérna taznost bude jina nez v predchazejicim
pripadeé). Priimeér je vybérovou charakteristikou denni produkce tyci a je tedy nahodnou
veli¢inou. Proto mu mizeme piriradit néjaké rozdéleni (viz. Limitni véty). Zname-Ii rozdéleni
priumeéru, miizeme vytvaret riizné usudky o stredni hodnoté. Napr. dokazeme urcit jaka je
pravdépodobnost, Ze stiredni hodnota leZi v nami zvoleném intervalu.

Vyklad:

V této podkapitole se dozvite, jak na zdéklad¢ znalosti vybérového souboru (a jeho
charakteristik) najit co nejlepsi odhad parametrii zakladniho souboru.

Nejdfive si musime ujasnit, co si pod pojmem ,,nejlepsi odhad* predstavujeme.
Z metodického hlediska pouzivame dva typy odhadt parametra:
e bodovy odhad, kdy parametr zékladniho souboru aproximujeme jedinym ¢islem

e intervalovy odhad, kdy tento parametr aproximujeme intervalem, v némz s velkou
pravdépodobnosti dany parametr lezi

O tom, ktery z vySe uvedenych odhadli pouzijeme, rozhoduje konkrétni situace, v niz se
nachdzime. Pokud potiebujeme hledany parametr vyjadfit jedinou hodnotou (vétSinou
v piipadech, kdy jej budeme pouzivat v dalSich vypoctech), pouzijeme bodovy odhad.
Potiebujeme-li pfesnéjsi odhad, pouZijeme intervalovy odhad, tzn., Ze najdeme tzv. interval
spolehlivosti.

Interval spolehlivosti (konfiden¢ni interval) je interval, v némz hledany parametr lezi
s danou pravdépodobnosti. Této pravdépodobnosti se fika spolehlivost odhadu.

Priklad:
90%-ni interval spolehlivosti pro stredni hodnotu je interval, v nemz stredni hodnota lezi
S pravdépodobnosti 90%.

Je ziejmé, ze ¢im vyssi spolehlivost odhadu poZadujeme, tim S$irsi interval spolehlivosti bude
(hledané hodnota se v ném musi nachézet s vyssi pravdépodobnosti). Bohuzel to v§ak ubira na
jeho vypovidaci schopnosti, jeho vyznamnost klesa. (Uvédomte si jakd je vypovidaci
schopnost informace, ze pramérny veék vSech lidi na zemi lezi se 100%-ni spolehlivosti
vintervalu (0; 142) let.) Proto v praxi vzdy hledame kompromis mezi spolehlivosti a
vyznamnosti.
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Oznacime-li spolehlivost odhadu (1-a), pak a se nazyva hladinou vyznamnosti. S rostouci
spolehlivosti odhadu klesa hladina vyznamnosti. V technické praxi se spolehlivost odhadu se
voli nejcastéji 95% nebo 99% (hladina vyznamnosti tedy byva 5% nebo 1%).

Pti konstrukci bodovych a intervalovych odhad budeme pouzivat nasledujici pojmy:

Necht’ mame nahodny vybér (X, ... , X,) z rozdé€leni s distribu¢ni funkci F(x,6) S neznamym
parametrem @ . Mnozinu vSech uvaZovanych hodnot parametru 6 nazyvame parametricky
prostor. Statistiku &=T(X1, ... , Xn), kterd bude slouzit pro ucely odhadu nezndmého

parametru 8, budeme nazyvat odhadem parametru 6, jeji pozorovanou hodnotu pak bodovym
odhadem 6.

,Dobry* (vérohodny) odhad musi spliovat uréité vlastnosti. Mezi zakladni vlastnosti
vérohodnych odhadil patii:

e nestrannost (nevychylenost, nezkreslenost)
e vydatnost (eficience)

e konzistence

e dostate¢nost

10.3.1 Nestranny odhad

Rekneme, Ze odhad je nestranny, jestlize se jeho stfedni hodnota rovna hledanému parametru

(Eé =6). Znamena to, ze tento odhad systematicky nenadhodnocuje ani nepodhodnocuje
odhadovany parametr.

Slabsi formou nestrannosti je asymptoticka nestrannost. Rikame, Ze odhad je asymptoticky
nestranny pokud: lim EO =0

n—oo

Priklady nestrannych odhadi:

e X je nestrannym odhadem stfedni hodnoty (limitni véty)

e Vybérova relativni ¢etnost p je nestrannym odhadem relativni ¢etnosti (podilu) n

e V piipadé nihodného vybéru z normalniho rozd&leni je vybérovy rozptyl s® nestrannym
odhadem rozptylu o

Je tfeba fici, Ze existuje mnoho dobrych odhadi, které nejsou nestranné.

10.3.2 Vydatny (eficientni) odhad

Nestrannost sama o sobé nezarucuje, ze je odhad ,,dobry*. Radi bychom dosahli také toho,
aby bodové odhady byly rozlozeny co nejtésnéji kolem odhadovaného parametru. Pokud

budeme mit dva nestranné¢ odhady é’l a éz, vybereme si ten, ktery bude mit mensi rozptyl.
Tato vlastnost se nazyva vydatnost (eficience).
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Jestlize pro dva nestranné odhady 6, a 6, plati D6, < D6,, potom je relativni eficience
odhadu 6, vzhledem k odhadu 6, déna podilem D6,/ D8, , co je &islo mezi 0 a 1.

Nestranny odhad, jehoz rozptyl je nejmens$i mezi vSemi nestrannymi odhady ptislusného
parametru, se nazyva nejlepsi nestranny (eficientni) odhad.

Piiklady nejlepsich nestrannych odhadii:

e X je nejlepSim nestrannym odhadem stfedni hodnoty (limitni véty)

e Vybérova relativni ¢etnost p je nejlepsim nestrannym odhadem rel. ¢etnosti (podilu) ©

e V piipadé nahodného vybéru z normalniho rozd&leni je vybérovy rozptyl s nejlepsim
nestrannym odhadem rozptylu o

10.3.3 Konzistentni odhad

Dalsi zadouci vlastnosti dobrého odhadu je konzistence. Odhad je konzistentni pokud se
S rostoucim rozsahem vybéru (n) zpiesiuje, k cemuz dochazi pokud:

a) 0 je asymptoticky nestranny, tj. EQ— 0
b) limD&=0

n—o0

Vlastnost b) tika, Ze se s rostoucim n (rozsahem vybéru) rozdéleni 0 zuzuje kolem hledaného
parametru.

Piiklady konzistentnich odhadu:

2
V- . , v , ¥ v _ O

e X je konzistentnim odhadem stfedni hodnoty, protoze DX =— — 0 pro n—»owo
n

e Vybérova relativni Cetnost p je konzistentnim odhadem rel. Cetnosti (podilu) m, protoze

_ll-7)

Dp —>0 pron—o

10.3.4 Dostate¢ny (postacujici) odhad
Odhad parametru je dostateCny, jestlize obsahuje veSkerou informaci o sledovaném
parametru, kterou mize vybérovy soubor poskytnout. Znamena to, ze zadny jiny parametr

neobsahuje vétsi mnozstvi informace o vybérovém souboru.

Priklady dostate¢nych odhadii:

e X je dostate¢nym odhadem stfedni hodnoty, protoze pro jeho vypocet jsou pouzity
vSechny hodnoty vybérového souboru (nese nejvetsi informaci, srovnejte naptiklad
s medianem)

e Vybérova relativni Cetnost p je konzistentnim odhadem rel. Cetnosti (podilu) =, protoZe
pro jeji vypocet jsou pouzity vS§echny hodnoty vybérového souboru
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10.3.5 Chyba bodového odhadu

Bodovy odhad je ndhodna veli¢ina. I v pfipadé, kdy bude bodovy odhad spliiovat vSechny
vyse uvedené pozadavky je ziejmé, Ze jeho hodnota, vypoctena na zdklad¢ jednoho vybéru,
bude odlisnd od skute¢né hodnoty parametru populace. Dusledkem této odliSnosti je tzv.

vybérova chyba (@ ), ktera urCuje velikost chyby pii odhadu na zdkladé¢ jednoho
vybérového souboru. Je-li bodovy odhad & nezkreslenym odhadem parametru 0, pak

méfitkem piesnosti odhadu je jeho smérodatna odchylka v D@, pro niz se &asto pouziva
nazev stiedni chyba. Stfedni chyba udava ,,primérnou” chybu odhadt uréenych z rtiznych
vybérovych souboru daného rozsahu.

V praktickych aplikacich Castéji uréujeme odhad piisluSného parametru pomoci intervalového
odhadu. Tento odhad je reprezentovan intervalem (Tp; Tn), V némz hledany parametr lezi
S predem urcenou pravdépodobnosti (spolehlivosti), kterou oznacujeme (1-a).

Intervaly spolehlivosti konstruujeme jako jednostranné (ddlezita je pouze jedna mez,
odhadujeme-1i naptiklad délku zivota néjakého zafizeni, je pro nas dilezita pouze dolni mez)
nebo dvoustranné.

10.4.1 Jednostranné intervaly spolehlivosti

U jednostrannych intervalti se udava pouze dolni mez (Tp) nebo pouze horni mez (Ty)
odhadu.

Je-li dana pouze dolni mez odhadu Tp (Ty = <), mluvime o levestranném intervalu
spolehlivosti a plati pro néj:
PO>T,))=1-a

Interval (TD;oo) se pak nazyva 100.(1-0)%-ni levostranny interval spolehlivosti pro
parametr 0.

Je-li dana pouze horni mez odhadu Ty (Tp = -»0), mluvime o pravostranném intervalu
spolehlivosti a plati pro néj:
PO<T,)=1-«a

Interval (— o0; T, H) se pak nazyva 100.(1-a)%-ni pravostranny interval spolehlivosti pro
parametr 0.

10.4.2 Oboustranny interval spolehlivosti

Zajimaji-li nds obé meze odhadu (dolni 1 horni), konstruujeme oboustranny interval
spolehlivosti. VE&tsinou tyto meze uréujeme tak, aby platilo, ze pravdépodobnost, ze parametr
populace lezi pod dolni mezi byla stejné jako pravdépodobnost, Ze lezi nad horni mezi a byla
rovna o/2:
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P(6?<TD):P(6?2TH):%

Tyto dvé podminky zarucuji, Ze:
P(T,<0<T,)=1-«

Interval (T,,T,) se pak nazyva 100.(1- ) %-ni interval spolehlivosti pro parametr 0.

Obecné metody konstrukce intervalll spolehlivosti jsou znaéné naro¢né. Pro naSe ucely se
omezime na intervaly spolehlivosti pro parametry normalniho rozdéleni, které jsou dobie
prozkoumané (i proto se tak Casto setkdme s pozadavkem na normalitu zpracovavanych dat).
V ptipadé, ze zékladni soubor nema normalni rozd€leni, musime pfistoupit k tzv.
neparametrickym metodam odhadu (ty vSak nejsou obsahem téchto materialit).

Nejlepsim (nestrannym, vydatnym, konzistentnim a dostatecnym) bodovym odhadem stfedni
hodnoty p je primér x . Nyni si ukdZzeme jak najit intervalovy odhad stfedni hodnoty.

10.5.1 Odhad stiedni hodnoty p, zname-li smérodatnou odchylku o

v ’ . v ’ , , ) I3 r 17 v s v 2
Predpokladejme, Ze sledovanid ndhodna veli¢ina X ma normalni rozdé€leni, jehoz rozptyl o
zname. Zvolme vybérovy soubor z dané populace. Necht’ ma tento vybérovy soubor rozsah n

a primeér x .

Vyuzijeme poznatku o asymptotickém rozdé€leni praméru (viz. Lindebergova-Lévyho véta
(kap. 7.4.1)). Vime, ze pro dostateéné velky rozsah vybéru (n —>oo) je rozdéleni priméru
asymptoticky normalni se sttedni hodnotou p a rozptylem o°/n:

o 2
X—)N(y;a—j
n

Definujeme-li nahodnou veli¢inu Z jako:

Z=X_”=X_“.\/Z,
o’ o

n

vime, Ze Z ma normované normalni rozdéleni: Z — N(0;1)

Necht z, a z , jsou 100.[%) %-ni a 100.1—(%) %-ni kvantily normovaného normalniho

=z -=
2 2

rozdéleni. Pak mizZzeme tvrdit, Ze:

P(za <Z<z anl—a
1-=
2

2
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a @
2 o 2

X —
P[za< Hodn<z j=1—a
Upravou tohoto vztahu, pfi vyuziti vlastnosti symetrie normovaného normalniho rozdéleni

a

(za =—z J pak dostaneme pozadovany oboustranny interval:
=z 1-=
2 2

P(Y—i-za<y<f+i-zJ 1a

Jn g Jn g

Obdobn¢ bychom mohli ukéazat, Ze levostranny interval spolehlivosti je vymezen vztahem:

P()_(—i-zl_a <,uJ:1—a

Jn

a pravostranny interval najdeme podle vztahu:

- O
Pluy<X+—=-z_, |=l-«
[ Jn j

Vsimnéte si, Ze S rostoucim rozsahem nahodného vybéru (n) Sitka intervalu klesa, takze se
odhad zpresnuje (pfi konstantni spolehlivosti). Naopak, pfi konstantnim rozsahu vybéru se
s rostouci spolehlivosti §itka intervalu zvétSuje.

Vyse uvedené intervalové odhady pouzivame nejen v piipadech, kdy zname smérodatnou
odchylku o, ale i v pripadech, kdy mame dostate¢né velky vybér (n > 30) a smérodatnou
odchylku ¢ nezname. V téchto piipadech lze ve vySe uvedenych vzorcich nahradit

smerodatnou odchylku ¢ vybérovou smérodatnou odchylkou s, aniz by tim vznikla vyznamna
chyba. (viz. 8.5.2)

\4 Pruvodce studiem:

V tomto priivodci studiem najdete podrobné odvozeni oboustranného intervalu spolehlivosti
pro stiedni hodnotu (zname-li o):
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R

[UES]
Q
R

Pl-X--Z.7 " <—,u<—Y+i-z " =l-«o
n 3 n 3
Pl X +-Z .2 a>ﬂ>Y—i z =l-«
n 1—5 n 1-=
Pl X --Z .z <,u<Y+i-Z u =l-«a
n - n 1—E

Vyklad:

10.5.2 Odhad stiedni hodnoty p, nezname-li smérodatnou odchylku ¢

V praxi se vétSinou setkdvame s tim, ze smérodatnou odchylku ¢ nezname. Pokud nemame
ani dostateCny rozsah vybéru (n230), nemiZeme pouZzit vySe odvozené intervaly
spolehlivosti pro stfedni hodnotu. Je i v takovém piipadé¢ mozné najit intervalovy odhad
stitedni hodnoty?

S ohledem na zadéni vezmeme op¢t vhodné vybérové rozdéleni — ted’ to bude takové, které

neobsahuje ¢ a pfitom z n¢j) mizeme ziskat interval spolehlivosti pro u: z kapitoly 6.10. vime,

ze nahodna veli¢ina definovana jako.

Z toho plyne, ze mizeme zapsat nasledujici pravdépodobnost:
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kde ¢ ;t ,  jsou pfislusné kvantily Studentova rozdéleni s n-1 stupni volnosti.

[ R T |
2 2

Upravou tohoto vztahu, pifi vyuziti vlastnosti symetrie Studentova rozdéleni

(ra =—t , J pak dostaneme poZadovany oboustranny interval:
—, n—1 1-—, n—1
2 2
Pl X ——=-t < <Y+i-t =l-a
Jn -.n1 # N 1—E n-1 B

Vime, ze pro n—>o (vysoky pocet stupiili volnosti, v praxi pro n>30) se Studentovo t
rozdéleni blizi normovanému normalnimu rozdéleni. Pro n>30 tedy mulzeme kvantily
Studentova rozdéleni nahradit kvantily normovaného normalniho rozdé€leni a pak vztahy pro
urceni intervalli spolehlivosti stfedni hodnoty v ptfipadé¢ nezndmé smeérodatné odchylky
ptechdzeji ve vztahy pro urceni intervalii spolehlivosti stiedni hodnoty v pfipadé znadmé
smérodatné odchylky, v nichz smérodatnou odchylku aproximujeme vybérovou smérodatnou
odchylkou.

Reseny priklad:

Utvar kontroly podniku Edison testoval Zivotnost Zarovek. Kontrolofi vybrali z produkce
podniku ndhodné 50 zarovek a dosli k zadvéru, ze primérnéa doba zivota téchto 50-ti Zarovek je
950 hodin a pfislusnd vybérova smérodatna odchylka doby zivota je 100 hodin. Uréete 95%-
ni interval spolehlivosti Zivotnosti Zarovek firmy Edison.
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ReSeni:

Chceme najit 95%-ni interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu Zzivotnosti zarovek firmy
Edison, pti¢emz nezname smérodatnou odchylku zivotnosti téchto Zarovek. Mame k dispozici
informace pochézejici z vybéru o rozsahu 50 zarovek, tj. rozsah vybéru je vyssi nez 30 a proto
K nalezeni pfislusného intervalového odhadu mulzeme pouzit nasledujici vztah (jde o
intervalovy odhad stfedni hodnoty pro zndmé o, kde jsme polozili 6=s) :

< S )
PIX—-—7 <u<X+—-12 =l-«a
( N N J
Spolehlivost intervalového odhadu: 1—a =0,95
= Hladina vyznamnosti: a=1-0,95=0,05
-  Z_0025 1-%-0975
2 2
= Zy975 = 1,96  (viz. Tabulka 1)
Vybgrovy soubor: X =950 hodin
S =100 hodin
n=>50
Dosadime: P[950 _100, 1,96 < 11 <950 + 100, 1,96} =0,95
J50 J50

Po upravé dostavame: P(922,3 <u< 977,7) =095

Tzn., ze s 95%-ni spolehlivosti miizeme tvrdit, Ze Zivotnost zdrovek firmy Edison se pohybuje
vV rozmezi 922 hodin 18 minut az 977 hodin 42 minut.

k.

Reseny priklad:

Obchodni fetézec TETO si v dubnu 2006 zadal studii tykajici se po¢tu zakazniku v prodejné
TETO Poruba v patek odpoledne (od 12:00 do 18:00) hodin. Po jednom mésici sledovani
prodejny jsme ziskali tyto tidaje:

Datum Pocet zakazniku v TETQ Poruba
(12:00-18:00) hodin
2.5.2006 3756
9.5.2006 2987
16.5.2006 3042
23.5.2006 4206
30.5.2006 3597

a) Objasnéte, pro¢ jsme neziskali vybérovy soubor o rozsahu alespon 30 hodnot a jaké jsou
disledky volby vybéru o malém rozsahu.
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b) Urcete pro managment fetézce TETO 95%-ni interval spolehlivosti poc¢tu zakazniku v
prodejné TETO Poruba v patek odpoledne.

ReSeni:

ada) Pro ziskani vybéru o rozsahu minimaln¢ 30 hodnot bychom museli danou prodejnu
sledovat minimalné 30 patku (tj. déle nez pul roku), coz by vedlo jednak k zvySeni
finan¢ni naro¢nosti studie, jednak bychom museli dlouho ¢ekat na vysledky. Z téchto
divodu jsme zvolili mensi rozsah vybéru (n=5) odpovidajici mési¢nimu sledovani
prodejny. Nevyhodou malého rozsahu vybéru je nizkd ptesnost odhadu (pomérné
Siroky interval).

adb) UrcCujeme intervalovy odhad stfedni hodnoty s neznamou smérodatnou odchylkou a
malym rozsahem vybéru, proto pro jeho vypocet pouzijeme nasledujici vztah:

Spolehlivost intervalového odhadu: 1—a =0,95
= Hladina vyznamnosti: a=1-095=0,05

—  Z_-0025 1-%-0975
2 2
= tyg154 =2,78 (viz. Tabulka 2)

Vybérovy soubor:
5
2%
Lo T 3756+2987+3042+4206+3597 _ 1 ¢
5 5
u -\2
Z(X" - (3756 —3517,6) +...+ (3597 — 3517,6)’
st =L = ’ /- =2611913 = s=5111
n-—1 4
n=>5
11,1 11,1
Dosadime: P(3517,6 _o1L 2,78 < 1 <3517,6 + o1 -2,78) =0,95
J5 J5
Po upravé dostivame: P(2882,2 < 11<4153,0) =095

Tzn., ze s 95%-ni spolehlivosti mizeme tvrdit, Ze navstévnost TETO Poruba se v libovolny
patek v odpolednich hodinach bude pohybovat v rozmezi 2882 az 4153 zakaznikd.
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Vyklad:

NejlepSim (nestrannym, vydatnym, konzistentnim a dostateénym) bodovym odhadem
rozptylu ° je vyb&rovy rozptyl s°.

Intervalovy odhad rozptylu ¢ se hled4 jinak v pfipadé Ze zname stfedni hodnotu populace
(zakladniho souboru) a jinak, kdyz tuto stfedni hodnotu nezndme. Protoze znalost stfedni
hodnoty p p¥i neznalosti rozptylu 6” neni pfilis realna, omezime se pouze na druhy piipad.

Predpokladejme, ze sledovand ndhodnd veli¢ina X ma normalni rozdéleni. Zvolme vybérovy
soubor z dané populace. Necht’ ma tento vybérovy soubor rozsah n a vybérovy rozptyl s2.

Z vlastnosti rozdéleni Chi-kvadrat (kap. 6.9) vime, ze definujeme-li si nahodnou veli¢inu
jako:
(n-1)s?
X="o2
o

pak ma tato nahodna veli¢ina rozdéleni Chi-kvadrat s (n-1) stupni volnosti: y — y2 |

Z toho plyne, Ze miizeme zapsat nasledujici pravdépodobnost:

Px, <y<x , )=l-«a
E’ n—1 1—5, n—1
(n-1)s?
P( - = < X1—3 n_l) =l-a,

kde x, ;x
1

g, n—1 -, n—
2 2

jsou piislusné kvantily y° rozdéleni s n-1 stupni volnosti.
1

Upravou tohoto vztahu (pozor, rozdéleni XZ neni symetrické) pak dostaneme pozadovany
oboustranny interval:

Obdobné bychom mohli ukazat, ze levostranny interval spolehlivosti je vymezen vztahem:

P{(n—_l)-s2 <02J:1—a

leoc ,n-1

a pravostranny interval najdeme podle vztahu:
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Nejlepsim (nestrannym, vydatnym, konzistentnim a dostatenym) bodovym odhadem
smérodatné odchylky o je vybérova smérodatna odchylka s.

Intervalovy odhad smérodatné odchylky ¢ najdeme snadno uvédomime-li Si, ze smérodatna
odchylka je odmocninou z rozptylu. Staci tedy upravit intervalové odhady pro rozptyl.

Opét predpokladejme, ze sledovand nahodnéd veli¢ina X mé normalni rozd€leni. Zvolme
vybérovy soubor z dané populace. Necht ma tento vybérovy soubor rozsah n a vybérovou

smerodatnou odchylku s.

Oboustranny interval spolehlivosti ur¢ime jako:

Obdobné¢ je levostranny interval spolehlivosti vymezen vztahem:

pl Y s sloig
Xl—a,n—l

a pravostranny interval najdeme podle vztahu:

Reseny priklad:

Automat vyrabi pistové krouzky o daném priméru. Pfi kontrole kvality bylo ndhodné vybrano
80 krouzkii a vypoctena smérodatnd odchylka jejich priméru 0,04mm. Odhadnéte 95%-ni

levostranny interval spolehlivosti pro rozptyl a smérodatnou odchylku priméru pistovych
krouzkd.
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ReSeni:
Nejdiive najdeme 95%-ni levostranny interval spolehlivosti pro rozptyl. Pro jeho nalezeni

pouzije nasledujici vztah:
P[M-SZ < 0'2] ~1-a

Xl—a ,n-1

Spolehlivost intervalového odhadu: 1—a =0,95
= X570 =100,7 (viz. Tabulka 3)

Vybérovy soubor:  $% =(0,04) =0,0016 mm?
n=80

Po dosazeni: P . 0,0016 < 0% |=0,95
100,7

P(0,0013< 6%)=095
Jednoduchou upravou pak ziskdme 95%-ni levostranny interval spolehlivosti pro smérodatnou
odchylku:

P(,/0,0013 < &)=095
P(0,035<)=0,95
S 95%-ni spolehlivosti tedy mtizeme tvrdit, Ze rozptyl pruméru pistovych krouzki je vétsi nez

2,2.10° mm? (resp., Zze s 95%-ni spolehlivosti je smérodatna odchylka priméru pistovych
krouzkil vétsi nez 4,6.10% mm).

Vyklad:

Nejlepsim (nestrannym, vydatnym, konzistentnim a dostatecnym) bodovym odhadem
relativni Cetnosti m je vybérova relativni Cetnost p.

Jsou-li splnény podminky Moivreovy-Laplaceovy véty (n>30, popt. n-p- (1 — p)> 9), pak
zname rozd¢leni relativni Cetnosti (podilu) (viz. kap. 7.5.1):

Je-li nahodna veli¢ina X definovana jako:
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o \/ﬁ(l—fr) -~ all-7)

n

pak ma ndhodna veli¢ina X normované normalni rozdéleni: P, — N (0;1)

Necht z, a z , jsou 100.(%) %-ni a 100.1—(%} %-ni kvantily normovaného normalniho

udl 1-=
2 2

rozdé€leni. Pak muzeme tvrdit, Ze:

P[z Sﬁ-\/ﬁ<zl aJ=1—a

a
2 T (1 - ) 2
Upravou tohoto vztahu, pii vyuziti vlastnosti symetrie normované¢ho normalniho rozdé¢leni

[z =—z J pak dostaneme pozadovany oboustranny interval:

P p-— M'Z <mT<p+ M'Z =1l-«
\  n -2 \ n -

a %
2 2

Uvazime-li, ze pro dostate¢né velké vybéry mtizeme relativni Cetnost aproximovat vybérovou

relativni Cetnosti (viz. Bernoulliho véta), mizeme tvrdit, ze:

P[p_ M'Z o ST P+ M.Z GJ =1-«
\/ n -2 \/ n -2

Obdobn¢ bychom mohli ukazat, Ze levostranny interval spolehlivosti je vymezen vztahem:

P[p_ M.Zl_a<7z} =l_a
n

a pravostranny interval najdeme podle vztahu:

(1=
p[mH u} a
n
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Reseny piiklad:

Pti kontrole data spotfeby urcitého druhu masové konzervy ve skladech produktii masného
pramyslu bylo ndhodné vybrano 320 konzerv a zjisténo, ze 59 z nich ma proslou zarucni
lhtitu. Stanovte 95% interval spolehlivosti pro odhad procenta konzerv s proslou zaru¢ni
lhitou.

ReSeni:

Pro nalezeni 95%-niho intervalu spolehlivosti pro relativni Cetnost pouzijeme nésledujici

vztah:
Pp_ u.z a<7z'<p+ u.z o zl_a
n 1—5 n 1—5

Spolehlivost intervalového odhadu: 1—a =0,95
= Hladina vyznamnosti: a=1-0,95=0,05

= 2005 1-%-0975
2 2
= Zy975 =196  (viz. Tabulka 1)

59
Vybérovy soubor: =—=0,18
\ y P=3
n=2320
Po dosazeni:
P 0,18—\/w-1,96<ﬁ<0,18+\/w-1,96 =0,95
320 320
P(0,138<7<0,222) =095

S 95%-ni spolehlivosti mizeme tvrdit, Ze mezi masovymi konzervami se v daném skladu
nachdzi mezi 13,8% a 22,2% konzerv S proslou zaru¢ni lhiitou.
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Vyklad:

Jesté pfed zahdjenim vyberového Setieni musime stanovit velikost vybérového souboru.
Ukazali jsme si, ze velikost vybéru mé ptimy vliv na piesnost odhadu parametrti zékladniho
souboru: ¢im vétsi rozsah vybéru, tim presnéjsi je intervalovy odhad. V feSeném piikladu
vénovaném studii pro obchodni fetézec TETO jsme si vSak také ukdzali, Ze ekonomické a
casové divody nas mnohdy nuti volit rozsah vybéru co nejmensi. V praxi proto hledame
kompromis, ktery pro pozadovanou piesnost vypoctu povede k co nejmenSimu rozsahu

vybéru.
Pozadovanou pfesnost vypoctu vyjadifujeme pomoci tzv. maximalni pripustné chyby
odhadu A. Jde o hodnotu, o kterou jsme ochotni se zmylit oproti skute¢né hodnoté

odhadovaného parametru pti dané spolehlivosti odhadu (hladin€¢ vyznamnosti). Piipustna
chyba odhadu je rovna poloving Sitky oboustranného intervalu spolehlivosti.

10.9.1 Rozsah vybéru pii odhadu stiedni hodnoty

Obdobn¢ jako pii hledani intervalu spolehlivosti pro stfedni hodnotu, musime 1 zde rozlisit
dva pfipady: situaci kdy zndme smérodatnou odchylku populace a situaci, kdy tuto
smérodatnou odchylku nezname.

a) Zname o

Oboustranny intervalovy odhad je dan vztahem:

Jn 1*% n

p(;—(_i.z cu<T+ ] a
1-=

Ptislusny intervalovy odhad tedy miizeme vyjadrit ve tvaru:

o O

— o — —
X-——z 3 X+—z ,|=|Xt—=-2z ,
[ Jn = Jn 1‘2) ( Jn I‘ZJ

Polovina sitky oboustranného intervalu spolehlivosti a tedy ptipustnd chyba odhadu A je:

A=—z

a
n

Pozadujeme-li, aby pfipustnd chyba odhadu A dosahovala pifi dané¢ spolehlivosti odhadu
maximalné urcité ptipustné hodnoty, pak rozsah vybéru urc¢ime jako funkci této chyby:



b) Nezname o

Obdobn¢ jako v predchazejicim ptipadé bychom mohli ukazat, ze ptipustnd chyba odhadu je:

Ptipustnd chyba odhadu je v tomto ptipadé¢ nejen funkci hladiny vyznamnosti a rozsahu
vybéru, ale zavisi také na vybérové smérodatné odchylce, kterou v ptipad¢, Ze jeSt€é nemame
stanoveny vybér, nezndme. Jeji hodnotu tedy musime odhadnout. Obvykle se za timto
ucelem provadi tzv. predvybér, tj. vybér o malém rozsahu ni, Z né¢hoz vypocteme vybérovou
odchylku s;, kterou povazujeme za odhad vybérové smérodatné odchylky s. Pak ur¢ime
minimalni rozsah vybéru Gpravou piislusného vztahu:

S
AZ_I.Z‘ o
J; =501

Po zjisténi poZzadovaného rozsahu n pak staci doplnit pfedvybér o chybéjicich (n-n;) prvka a
intervalovy odhad pak provést z vybéru o rozsahu n.

10.9.2 Rozsah vybéru pii odhadu relativni ¢etnosti (podilu)

Oboustranny interval spolehlivosti je dan jako:

[p-(1-p) [p-(1-p)
p_ u.z a9p+ uz «
n 1_5 n l—z

Polovina §itky oboustranného intervalu spolehlivosti a tedy ptipustnd chyba odhadu A je:

Ao |2(1=p)

*Z

a

Vidime, ze pfipustnd chyba odhadu zavisi tentokrat na vybérové relativni Cetnosti, kterou
nezname. Nemame-li zddné informace o vyberové relativni ¢etnosti, miizeme dale postupovat
dvéma zplsoby:
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a) Provedeme piedvybér, zn€hoz vypolteme vybérovou relativni Cetnost pi, Kterou
povazujeme za odhad vybérové relativni Cetnosti p. Pak ur¢ime minimalni rozsah vybéru
upravou piislusného vztahu:

A> [P '(l_pl)_z

a
1-Z
n 2

n> P '(l_p])‘ZZ

2 _z
A 2

Po zjisténi pozadovaného rozsahu n pak sta¢i doplnit pfedvybér o chybéjicich (n-n;)
prvki a intervalovy odhad pak provést z vybéru o rozsahu n.

b) Druhou moznosti je odhadnout vybérovou relativni ¢etnost nejhorsi moznou variantou, tj.
maximalni hodnotou rozptylu p.(1-p), které je dosazeno pro p =0,5.

Reseny piiklad:

Vybérovym Setfenim bychom chtéli odhadnout primérnou mzdu pracovnikii urcitého
vyrobniho odvétvi. Z vycerpavajiciho Setieni, které probihalo pied n€kolika mésici, vime, ze
smérodatnad odchylka mezd byla 750,-K¢. Odhad chceme provést s 95% spolehlivosti a jsme
ochotni pfipustit maximalni chybu ve vysi 50,-K¢&. Jak velky musime provést vybér, abychom
zajistili poZadovanou piesnost a spolehlivost?

Reseni:

Chceme odhadnou rozsah vybéru pro intervalovy odhad stfedni hodnoty zname-li
smérodatnou odchylku o (vyCerpavajici Setteni = zkoumdani celého zdkladniho souboru

(populace)).
l—a=O,95:>a=0,05:>1—%=0,975

Zoo75s =1,96  (Tabulkal)
o =750 K¢
A<50 K¢

Rozsah vybéru odhadneme v tomto piipad¢ podle vztahu:

2
nZ EZ o
A 1*5
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Po dosazeni:
2
n> [@ . 1,96}
50
n>864,4

Chceme-li dosahnout ptipustné chyby ve vysi maximalné 50,- K&, musime pro nalezeni 95%-
niho intervalového odhadu provést vybérové Setfeni na souboru o rozsahu minimaln¢ 865
pracovnikd.

Vyklad:

Na zéavér této kapitoly si jesté ukdzeme jak najit intervalové odhady pro rozdil stiednich
hodnot dvou populaci a pro rozdil relativnich ¢etnosti dvou populaci.

Obdobn¢ jako u odhadu stfedni hodnoty jedné populace musime i v tomto ptipad¢ rozlisit
situace, kdy zname a kdy nezndme smérodatné odchylky.

10.10.1 Intervalovy odhad pro rozdil stifednich hodnot dvou populaci, zname-li jejich
smérodatné odchylky o, a o,

Predpokladejme, ze sledované ndhodné veli¢iny X; a X; maji normalni rozdéleni, jejichz
rozptyly 61° a 6,° zndme. Zvolme vybérové soubory z danych populaci. Necht' maji tyto

vybérové soubory rozsahy nj a n; a pruméry XiaXs.

Definujeme-li si nahodnou veli¢inu Z; jako:

; _ (X, = X,)~ (s~ 41,)
2 2 2
o',
\/nl n2

Pak Z, ma normované normalni rozdé&leni ( Z, — N(0;1)) a miizeme tvrdit, Ze:

P(za <Z,<z a)zl—a
=z 1-=

2

[\
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Upravou tohoto vztahu pak dostaneme pozadovany oboustranny interval:

— O'2 O'2 — O'2 0'2
P(Xl—Xz)— L2 <(,ul—,uz)<(X1—X2)+ L +2 .z |=l-a

1< =<
n, n, 2 n, n,

Obdobn¢ bychom mohli ukéazat, Ze levostranny interval spolehlivosti je vymezen vztahem:

A¥ - 7)- “_ﬁ

"Zlea <(;u1 _ﬂz)}l_a

a pravostranny interval najdeme podle vztahu:

10.10.2 Intervalovy odhad pro rozdil stfednich hodnot dvou populaci, nezname-li jejich

smérodatné odchylky o, a o,

Obdobn¢ jako v piipadé odhadu stiedni hodnoty pro jednu populaci i zde se v praxi

setkavame prakticky pouze s pripady, kdy nezndmé smérodatné odchylky o3 a o2,

Predpokladejme, ze sledované ndhodné veli¢iny X; a X; maji normalni rozdéleni, jejichz
rozptyly 61° a 65> zndme. Zvolme vybérové soubory z danych populaci. Necht' maji tyto

vybérové soubory rozsahy nj a n, , praméry X aX:a vybérové smérodatné odchylky s; a

So.

V tomto piipad€ volime jako vhodnou vybérovou statistiku ndhodnou veli¢inu T, ktera ma

Studentovo t rozdéleni s (n;+n,-2) stupni volnosti (T2 —>t . T2 je definovana jako:

ny+ny,—2 )

T, = (Z_X_z)_(ﬂl_ﬂz), kde S, :\/(nl_l)slz +(nz _1)822

n-+n,—2
Sp'\/1+1 1 2
nl n2

Pak muzeme tvrdit, ze:
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’

Upravou tohoto vztahu pak dostaneme pozadovany oboustranny interval:

— 1 1 — — 1 1
Pﬂxl—xzysp.hi+ﬁz¢1;mmz2<Qﬁ—y9<(x,—x)+sr ki+ﬁzdijwm2j=1_a

Obdobn¢é bychom mohli ukazat, ze levostranny interval spolehlivosti je vymezen vztahem:

— - 1 1
P[(Xl_xz)_sp' n_+n_ Uog a2 < (!’1_,“2)] =l-a

1 2

a pravostranny interval najdeme podle vztahu:

1

S 1
P((:ul_zuz)<(xl_x2)+sp' n_+n_'t1—a,n1+n2—2]:1_a
1 2

Ptedpokladejme, ze sledované nahodné veli¢iny X; a X, maji normalni rozdéleni. Zvolme
vybérové soubory z danych populaci. Necht maji tyto vybérové soubory rozsahy n; a n; a
pocty prvki se sledovanou vlastnosti x; a X, Pak vybérové relativni ¢etnosti urcime jako:

Xy, X,
=" Py =—
n, n,

Definujeme-li si nahodnou veli¢inu P, jako:

:(p1_pz)_(”1_”2) kdep:x1+x2
1 1 n, +n,
pll-p) —+—
n,n

Pak P, m4 normované normalni rozdéleni ( P, — N(0;1)) a miizeme tvrdit, Ze:

2

P{za <P <z a]=1—a
z -=
2

2

Pl <(p1—p2)—(72'1—72'2)<z —l-g

B 11 -3
nyn,

Upravou tohoto vztahu pak dostaneme pozadovany oboustranny interval:
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Obdobn¢ bychom mohli ukazat, Ze levostranny interval spolehlivosti je vymezen vztahem:

P[(Pl— pz)—\/p(l— p)(nll+n—12] ‘7, < (ﬂl—nz)J =l-«a

a pravostranny interval najdeme podle vztahu:

P[(ﬂl—ﬂz)<(p1— p2)+Jp(1— p)(nll+nij-z1a] “1-a

Reseny priklad:

Diskety dvou velkych vyrobct - Sonik a SM byly podrobeny zkousce kvality. Diskety obou
vyrobcil jsou baleny po 20-ti kusech. Ve 40-ti baliccich fy Sonik bylo nalezeno 24 vadnych
disket, ve 30-ti bali¢cich 5SM bylo nalezeno 14 vadnych disket. Urcete 95%-ni interval
spolehlivosti pro rozdil v procentu vadnych disket v celkové produkei firem Sonik a SM.
Reseni:

Ozname si procento vadnych disket v produkci fy Sonik m; a procento vadnych disket
v produkci fy 5M .

Pro uréeni pozadovaného intervalu pouzijeme vztah:

L e LN

=l-«a

Spolehlivost intervalového odhadu: 1—a =0,95
= Hladina vyznamnosti: a=1-0,95=0,05

=  Z-00s5 1-%-0975
2 2
= Zy975 = 1,96  (viz. Tabulka 1)

- 261 -



Vybérové soubory:

Sonik:
x, =24
n, =40-20=800
24 . , , . .
P, = % =0,030 (vyberovy podil vadnych disket fy Somk)
5M:
x, =14
n, =30-20=600
P, = % =0,023 (vybérovy podil vadnych disket fy SM )
R CE2 T Ry
800 + 600

Po dosazeni:
P((0,007)-0,017 < (z, — 7, ) < (0,007)+0,017) = 0,95
P(-0,010 < (7, —7,)<0,024)=0,95
P(=1,0% < (7, —7,)< 2,4 %)=0,95

S 95%-ni spolehlivosti mtizeme tvrdit, ze rozdil mezi podilem vadnych disket firmy Sonik a
podilem vadnych disket firmy 5M je v rozmezi —1,0 % a 2,4%. Tzn., ze nemiizeme fici, které
diskety jsou kvalitn&jsi.

V piipadé, Ze by rozdil mezi podilem vadnych disket firmy Sonik a podilem vadnych disket
firmy 5M byl zadporny (7T1 -7, < O), znamenalo by to, Ze diskety firmy Sonik jsou kvalitng;si
(obsahuji mensi podil vadnych) nez diskety firmy 5SM (72'1 < 72'2). Obdobné¢ v ptipadé, ze by
rozdil mezi podilem vadnych disket firmy Sonik a podilem vadnych disket firmy 5SM byl
kladny (7[l — 7T, > O), znamenalo by to, Ze diskety firmy Sonik maji hor$i kvalitu (obsahuji
vetsi podil vadnych) nez diskety firmy SM (7z1 > 7T, ) V nasSem ptipad¢ vime, ze rozdil mezi
podilem vadnych disket firmy Sonik a podilem vadnych disket firmy 5M miize byt jak

kladny, tak i1 zaporny a proto nemlizeme fici, které diskety jsou kvalitn€jsi. Ale to uz jsme se
dostali k testovani hypotéz, jimz se budeme zabyvat v nasledujici kapitole.
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2 Shrnuti:

V praktickych ptipadech vétSinou nedokdzeme presné urCit parametry zakladniho souboru
(populace). K jejich odhadu pouzivame charakteristiky pfislusnych vybérovych souboru —
vybérové charakteristiky.

Z metodického hlediska pouzivame dva typy odhadu parametri:
e bodovy odhad, kdy parametr zdkladniho souboru aproximujeme jedinym ¢islem

intervalovy odhad (konfiden¢ni interval), kdy tento parametr aproximujeme intervalem,
vnémz parametr lezi sdanou pravdépodobnosti. Této pravdépodobnosti fikame
spolehlivost odhadu a oznacujeme ji (1-a), o nazyvame hladinou vyznamnosti.

,Dobry“ (vérohodny) odhad musi spliovat urc¢ité vlastnosti. Mezi zakladni vlastnosti
veérohodnych odhadt patii:

e nestrannost (nevychylenost, nezkreslenost)
e vydatnost (eficience)

e konzistence

e dostatecnost

V praktickych aplikacich, ¢astéji nez bodovy odhad, ur¢ujeme intervalovy odhad ptislusného
parametru. Tento odhad je reprezentovan intervalem (Tp; Ty), V némz hledany parametr lezi
s pfedem urcéenou pravdépodobnosti (spolehlivosti), kterou oznacujeme (1-a).

Intervaly spolehlivosti konstruujeme jako jednostranné nebo dvoustranné. V nasledujici
tabulce najdete piehled intervalovych odhadti pro parametry normalniho rozdéleni véetné

pouzitych vybérovych charakteristik.

Intervaly spolehlivosti pro parametry normalniho rozdéleni

Odhadovany Vhodna Rozdéleni | Meze oboustranného intervalu Dolni mez Horni mez
parametr vybérova vybérové spolehlivosti levostranného | pravostranného
charakteristika char. intervalu intervalu
spolehlivosti spolehlivosti
Tp Ty Tp Ty
I, znime ¢ _X-u Y_° .. Y+2 ., -2 .. Y+ 2.
5 New w o ot | X Vi
u, X-—u x-S Xoo . x-S, X
| T =2"77.n X t, X+ t, X P X+ | PR
nezname ¢ T g v ths n 5. n 4o n Tent N
—~1)52 2 - - - -
, - 12)5 P (n-1) o (n-1) o (n-1) o (-1 .
c o Xl,ﬂ n1 Xg n1 lea‘ n-1 Xa‘ n-1
, 2‘
intervalovy odhad je odvozen (n-1) (n-1) n-1 n-1
. . 2 -S -S -S -S
c Z intervalového odhadu 6 X, X, Xy o X, o1
17 n-1 2 n-1
p—x p-(1-p) p(i-p (1-p) p-(1-p)
P = n p- 2, | p+ z _|p p) ]+ .
n Y Jzli-7) N(0:1) nog no L | P P R no




Velikost vybéru mé pfimy vliv na ptesnost odhadu parametri zadkladniho souboru: ¢im vétsi
rozsah vybéru, tim ptfesnéjsi je intervalovy odhad. Ekonomické a casové divody nas vsak
mnohdy nuti volit rozsah vybéru co nejmensi. V praxi proto hleddme kompromis, ktery pro

pozadovanou presnost vypoctu (pFipustnou chybu odhadu A) povede Kk co nejmensimu
rozsahu vybéru.

Odhadovany parametr

Rozsah vybéru

U, zndme ¢

2

nz|—-z

"
2

L, nezname

n>| 2t
A 1—%,n—l

n>p1 '(l_pl) 2

. Zl_g
2

AZ

Intervalové odhady mizeme pouzit také ke srovnavani stiednich hodnot, resp. relativnich
cetnosti dvou populaci:

Odhadovany Vhodna Rozdé- Meze oboustranného intervalu Dolni mez Horni mez
vztah mezi vybérova leni spolehlivosti levostranného | pravostranného
parametry [charakteristika | vybérové intervalu intervalu
char. spolehlivosti spolehlivosti
Tp Th Tp Th
P Py, g (%) 2 o N AT [ N (Z-Z)+J"' L
Zname 6;; 6, ZZ:(XrX:l)*(ﬂ.;ﬂ) N(O;l) mooomy g oo 2 om oo
0,0
- _ x-x)os . [t. L i P ESY s, [F L X)es, [ L
M- My, R ) S (% -%)-s, e e (KXo, A KT s | RRes, et
nezname 2 s L.t 1
Eet
G1; G "An
(0= po)- ol pf 2oL, NN PR YN TS [ PP
— Pz:(p‘_pz)_(lm_:rz) N(0:1 ’[ ) | )<
p(lfp{*+*]
n n,
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(?

* | Otazky

Objasnéte rozdil mezi zakladnim souborem (populaci) a vybérovym souborem.
Jaké znate zpisoby odhadu parametra zékladniho souboru ?

Vysvétlete co je to ,,dobry* odhad (vysvétlete pojmy: nestrannost, konzistence, vydatnost,
dostatecnost).

Popiste obecné oboustranny (levostranny, pravostranny) 100.(1-« )%-ni interval
spolehlivosti pro né&jaky parametr 0.

Najdéte oboustranny interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu x pii zvolené hladiné

vyznamnosti o, pro zadany nahodny vybér z normalniho rozdéleni, jehoz rozptyl o
zname (resp. nezname).

Najdéte oboustranny interval spolehlivosti pro rozptyl o’ pii zvolené hladin€ vyznamnosti
a, pro zadany ndhodny vybér z normalniho rozdéleni.

Najdéte oboustranny interval spolehlivosti pro smérodatnou odchylku o pifi zvolené
hladiné vyznamnosti a, pro zadany ndhodny vybér z normalniho rozdé€leni.

Najdéte oboustranny interval spolehlivosti pro relativni cetnost (podil) m pifi zvolené
hladin€ vyznamnosti a, pro zadany ndhodny vybér z normalniho rozdéleni.

Najdéte oboustranny interval spolehlivosti pro rozdil stfednich hodnot (p-p2) pii zvolené
hladiné vyznamnosti o, pro zadané ndhodné vybéry znormadlnich rozdéleni, jejichz

2 2 __. .
rozptyly 61°, 62° zndme (resp. nezname).

Najdéte oboustranny interval spolehlivosti pro rozdil relativnich Cetnosti (m1-mp) pfi
zvolené hladin€ vyznamnosti a, pro zadané nahodné vybéry z normalnich rozdé€leni.
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Nahodny vybér péti stath USA ma nasledujici rozlohy (v 1000 ¢tvere¢nich mil):
147, 84, 24, 85, 159
Vypoctéte 95% interval spolehlivosti pro stiedni rozlohu kazdého z 50-ti statlh USA.

Z jedné paralelni skupiny byli ndhodné vybrani 4 studenti. Jejich vysledky u zkousky
byly: 64, 66, 89 a 77 bodi. Z druhé paralelni skupiny byli vybrani 3 studenti a jejich
vysledky byly: 56, 71 a 53 bodl. Vypocitejte 95% interval spolehlivosti pro rozdil mezi
sttednimi hodnotami vysledk® obou skupin u zkousky.

V ndhodném vybéru Cipli vyrabénych velkou svétovou spolecnosti 10% cCipii nevyhovuje
novym pozadavkiim na kvalitu. Sestrojte 95% interval spolehlivosti pro podil ¢ipt (v celé
produkci spolecnosti), které nevyhovuji dané normé, jestlize rozsah vybéru je:

a) n=10

b) n=25
c) n=50
d) n=200

Firma Sunoil se na vas obratila s prosbou, zda byste nemohl(a) odhadnout, ktery z jeho
benzini dava lepsi vykon (ujeta vzdalenost v km), zda A nebo B. Vybral(a) jste tedy
nahodn¢ 4 vozy a jel jste s kazdym 2x po téze trase, jednou se 41 benzinu A v nadrzi a
podruhé se 41 benzinu B. Pocet ujetych km je v nasledujici tabulce

Benzin A | Benzin B
23 20
17 16
16 14
20 18

Vypocitejte 95% interval spolehlivosti pro stfedni rozdil vykonu.

V roce 1954 byla provadéna fada pokusii pro odzkouSeni ucinnosti nové vakciny proti
détské obrné. Ze 740 000 déti z celych USA 400 000 souhlasilo s pokusem. Polovina
téchto dobrovolnikli byla ndhodné vybrana jako pokusnd pro ockovani skutecnou
vakcinou, kontrolni polovina byla naockovana pouze fyziologickym roztokem. Vysledky
byly nésledujici:

Skupina Pocet déti Pocet vyskytu obrny
Ockovani 200 000 58
Kontrolni 200 000 142
Odmitli se pokusu zcastnit 340 000 152
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11.

12.

a) Pro kazdou ze tii skupin vypoditejte miru onemocnéni obrnou (pocet ptipadi na
100.000 déti).

b) Odhadnéte snizeni vyskytu obrny vlivem ockovani, vcetné 95% intervalu
spolehlivosti. (navod: uréete konfidenéni interval pro rozdil relativnich pocti vyskytu
obrny mezi ockovanou a kontrolni skupinou a meze intervalu pak piepoctéte na
absolutni hodnoty)

Pro realizaci rozséhlého Setfeni o diferenciaci mezd ve velkém primyslovém podniku
musime velmi rychle ziskat ur¢itou pfedstavu o praimérné odchylce mezd. Z celkového
poctu 5.000 zamé&stnanctli jsme jich ndhodné vybrali 30 a urcili primérnou mzdu 9.450,-
K¢ a smérodatnou odchylku ve wvysi 1.200,-K¢. V jakém intervalu lze s 95%
pravdépodobnosti  oc¢ekavat smérodatnou odchylku mezd vcelém podniku?
Ptedpokladame, ze rozdéleni mezd v zakladnim souboru vSech pracovnikii podniku je
normalni.

Jaky minimalni rozsah vybéru pro odhad podilu chybné zactovanych polozek musime
navrhnout, chceme-li pii 90% spolehlivosti zajistit pfipustnou chybu +3 %. O mozném
podilu chybnych poloZek neméame pti provadéném auditu zddnou informaci

Hypermarket Hyper chce pro zkvalitnéni sluzeb poskytovanych zdkazniklim zkratit dobu

jejich ¢ekani u pokladen. Ndhodné bylo vybrano 10 zékazniki a byla zmétena doba jejich

¢ekani u pokladny (pfedpokladame normalitu rozd€leni dob ¢ekani). Vysledky Setteni (v

sekundach): 310, 225, 390, 265, 358, 255, 170, 265, 150, 240.

a) Vjakych mezich lze s pravdépodobnosti 0,95 ocekavat primérnou dobu c¢ekani
zékaznika na obsluhu (v minutach)?

b) Jaka je horni hranice doby ¢ekani, ktera nebude s pravdépodobnosti 0,95 piekrocena?

Agentura provadéjici prizkum vetejného minéni planuje Setfeni, na zakladé kterého chce
odhadnout, kolik procent voli¢ii podporuje soucasnou vladni koalici. Pfedpokladejme (v
praxi tomu tak ovSem neni), Ze jsou dotazovani vybirani zcela ndhodné. Kolik
dotazovanych by mélo byt do vybéru zarazeno, jestlize si vedeni agentury pteje, aby se
odhad z vybéru nelisil od skute¢ného podilu pfiznivcl koalice o vice nez 3%? (Volte
hladinu vyznamnosti 0,05.)

Z 90 zkousek meze kluzu konstrukéni oceli z produkce urcité ocelarny byl vypocten
vybérovy prumér 251,34 MPa a vybérovy rozptyl 319,48 MPa?. Najdéte 80% intervaly
spolehlivosti pro stfedni hodnotu a smérodatnou odchylku meze kluzu. (za pfedpokladu
normality dat)

Tabakova firma TAB prohlasuje, ze jejich cigarety maji niz§i obsah nikotinu nez cigarety
NIK. Pro ovéfeni tohoto prohlaseni bylo ndhodné vybrano z produkce TAB 20 krabi¢ek
cigaret (po 20-ti kusech) a vnich bylo zjisténo (42,6 +3,7) mg nikotinu (v jediné
cigaret¢). Ve 25-ti krabickach cigaret NIK (po 20-ti kusech) bylo zjisténo (48,9 +4,3) mg
nikotinu na cigaretu. Naleznéte 95% interval spolehlivosti pro rozdil obsahu nikotinu
v cigaretaich TAB a NIK.

Agentura STAT udava, Ze v lednu 1999 byla v populaci Ceské republiky 30%-ni podpora
CSSD (1000 respondentt) a pii prizkumu v kvétnu 1999 (1600 respondenttl) zjistili
pouze 25%-ni podporu této strany. Na zdkladé¢ kvétnového prizkumu uciiite 90%
intervalovy odhad ohledné procentualniho zastoupeni voli¢t CSSD v celé populaci.
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P(3L9 < 1 <167,7)=0,95

P(—7,2 <y —u, < 35,2)= 0,95 , tzn. Ze s95%-ni spolehlivosti miiZzeme tvrdit, Ze
studenti z obou skupin dosahli rovnocennych vysledku

a) P
by P
c) P
d P

—0,086 < 7 < 0,286)=0,95
—0,018 < 7 <0,218)=0,95
0,017 < 7 <0,183)=0,95
0,058 < 7 <0,142)=0,95

N N N AN

Vsimnéte si, ze rostouci rozsah vybéru vede k zptesiiovani konfiden¢niho intervalu

P(—3,0< 14 — 11, <7,0)=0,95, tzn. Ze s 95%-ni spolehlivosti mizeme tvrdit, Ze benziny
A a B jsou z daného hlediska rovnocenné

a)
Skupina Vyskyt obrny na 100.000 déti
Ockovani 29
Kontrolni 71
Odmitli se zacCastnit 45

b) P(-0,00056 < 7, — 7, <—0,00028)=0,95 = P(-559<x —X, <-281)=0,95,
tzn. Ze s 95%-ni spolehlivosti miizeme tvrdit, ze ockovani vedlo ke snizeni vyskytu

obrny
P(955,70K¢ < o <1613,2K¢)=0,95
n>751.7 =n=752

a) P(2091< u<316,5)=0,95
b) P(3019< 1)=0,95

n>1067,1= n=1068
P(248,91< 1 < 253,77)=0,80, P(16,34 < o <19,81)=0,80

P(—6,83< 14 — 1, <-577)=0,95, tzn. e s95%-ni spolehlivosti mizeme tvrdit, Ze

------

P(0,23< 7 <0,25)=0,95
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