8 DALSI SPOJITA ROZDELENI PRAVDEPODOBNOSTI

@ Cas ke studiu kapitoly: 60 minut

Cil: Po prostudovani tohoto odstavce budete umét:

e charakterizovat dalii typy spojitych rozd&leni: ¥* , Studentovo, Fischer-
Snedocorovo
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Vyklad:

Kapitolu o spojitych rozdélenich vénujeme tfem dualezitym rozdélenim nachazejicim
uplatnéni zejména pii odhadech a testovani statistickych hypotéz.

M¢jme nezavislé ndhodné veli¢iny Z1; Zy; ... ; Zn, Z nichz kazdd ma normované normalni
rozdéleni. Pak soudet &tvercli téchto ndhodnych veli¢in ma rozdéleni y’ (chi-kvadrat) sn
stupni volnosti (degree of freedom, DF).

n
X =Y 27
i=1
To, 7e ma néhodn4 veli¢ina X rozdéleni y oznacujeme:

Xy

Pocet stupna volnosti tedy oznacuje pocet sCitanych nezavislych ndhodnych veli¢in a je
jedinym parametrem tohoto rozdé&leni. Zaroven je definice rozdéleni y. zfejmé, Ze ndhodna
veli¢ina s timto rozdélenim mize nabyvat pouze kladnych hodnot.

Hustotu pravdépodobnosti v obecném tvaru (pro n stupiiti volnosti) nebudeme pro znac¢nou
komplikovanost vztahu uvadeét.

Stfedni hodnota:  E ()(5 )= n

Rozptyl: D(;(2 ): 2n

100p%-ni kvantily:

Pro né&kterd vyznamna p (0,01; 0,05; 0,10; ...) a pro n&ktera n jsou kvantily y’ rozdéleni

tabelovany (viz. pfiloha — Tabulka 3). Bézn¢ lze také kvantily tohoto rozd€leni stanovit
pomoci statistického software.

Grafické znazornéni hustoty pravdépodobnosti pro rizné stupné volnosti
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8.1.1 Vlastnosti rozdéleni y

1. Pro nezavislé nahodné veli¢iny s y”rozdélenim se da dokazat, Ze jejich soucet méa opét
y’rozdéleni a pocet stupiiti volnosti je roven souétu stupiiti volnosti jednotlivych veli¢in
v souctu.
Necht’ X, —>;(§i , X :ZZri , pak X —>;(ini :
(i) o)

2. Pokud nahodné veliCiny Xi1,Xj,...,X, maji normélni rozdéleni N(p,csz) a jsou navzajem
nezavislé, pak vybérovy rozptyl s* vynasobeny (n-1) a vydéleny 6* méa rozdéleni 72,
(Plyne to bezprostiedné z toho, Ze tento vyraz se da pievést na soucet Ctvercd (n-1)
nahodnych veli¢in s rozdélenim N(0,1))

Diikaz: S :il Zn:(x —x) :>— (n D= Z(X ) Z”:[Xi—x]’

i=1 o

Pomoci dalsich tprav (zdlouhavé), které vedou na nahrazeni priméru stiedni hodnotou,
bychom zjistili, Ze:

%.(n-n:i(x ”j =izf

(Nahrazeni priimeéru stfedni hodnotou vede na ztratu jednoho stupné volnosti.)

Tuto skute¢nost mliizeme stru¢né¢ zapsat takto:

(n-1)s
2 - Zj—l
o
8.1.2 Poutiti rozdéleni
1. Vlastnosti, Ze:
(n—1)s’
2 - Zj—l
o

(vyb&rovy rozptyl s vynasobeny (n-1) a vydéleny 6% ma rozdéleni 72, ) se vyuzivé pfi
testovani toho, zda rozptyl zékladniho souboru s normalnim rozd&lenim je roven o°. (Viz.
Testovani hypotéz)

2.y} rozdéleni se pouziva pro ovéfeni nezéavislosti kategorialnich proménnych (test
nezavislosti v kombinac¢ni tabulce)
3. Pokud testujeme, zda nahodné veliiny (naméfena data) pochazeji z urcitého rozdéleni,

muzeme také s uspéchem pouzit chi-kvadrat rozdéleni. Tento test je znam pod nazvem
"test dobré shody".
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Reseny piiklad:

Odvod'te distribu¢ni funkci a hustotu pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X, kterd ma
rozdéleni y sjednim stupném volnosti.

ReSeni:
X =2
Z->N0L) = X4
Néhodna veli¢ina X je funkci nahodné veli€¢iny Z a proto budeme pii hledani jeji distribucni
funkce dale postupovat jiz zndmym zptisobem (pouze vezmeme v Uvahu, Ze ndhodna veli¢ina

s rozdélenim y’ nabyva pouze kladnych hodnot):

prox>0:

F(x)=P(X <x)=P(z2 <x)= P[- VX < Z < +/x )= 0(vx )~ (- V¥ )= d(vx)- .- &[vx ] =

= ZCD(\/;)—lz %fe_;dt ~1= \/%-fe_;dt -1

prox<0:
F(x)=0

Hustotu pravdépodobnosti pak uré¢ime jednoduse jako derivaci distribu¢ni funkce:

Vyklad:

Uvazujme dvé nezavislé nahodné veliciny Za y.. Néhodna veli¢ina Z ma normované

normélni rozdéleni, nahodna veli¢ina y’ ma rozdéleni XZ S n stupni volnosti. Potom ndhodna
veli¢ina t;
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ma Studentovo t rozdéleni s n stupni volnosti. Pocet stupiili volnosti je jediny parametr tohoto
rozdéleni.

Pro n— o (vysoky pocet stupiili volnosti, v praxi pro n>30) se Studentovo t rozdéleni blizi
normovanému normalnimu rozdéleni.

Hustotu pravdépodobnosti nebudeme ani v tomto piipad¢ pro jeji slozitost uvadét.

Stredni hodnota: E(T,)=0

Rozptyl: D(r,)=—"

100p%0-ni kvantily - t,:

Pro vybrana p a pro vybrané stupné volnosti n jsou 100p%-ni kvantily tabelovany (viz.
ptiloha — Tabulka 2). Vé&tSinou je tato tabelace provedena pouze pro p<0,5. Kvantily t, pro
p>0,5 ziskdme pomoci vztahu:

t,=—t,_,

BéZné se pii urovani kvantilli vyuziva rovnéz statisticky software.

Grafické znazornéni hustoty pravdépodobnosti pro rizné stupné volnosti
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8.2.1 Vlastnosti Studentova t rozdéleni

Nahodna veli¢ina definovana jako:
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Y-
H \/;
S
ma Studentovo t rozdéleni s (n-1) stupni volnosti.

X -
Eon>t,,
S

Odvozeni bude provedeno v nasledujicim Privodci studiem.

8.2.2 Pouziti Studentova t rozdéleni

Studentovo t rozdéleni ma Siroké uplatnéni. Uvedeme alespon nékteré moznosti pouZiti.

1. Uzivé se k testovani hypotéz o stfedni hodnoté nahodného vybéru, pokud je rozptyl
neznamy. Mé&lo by platit, Ze tento ndhodny vybér pochédzi z normalniho rozdé¢leni, ale
tento predpoklad je vétSinou alespon piiblizné splnén, jak dale pozname.

2. Uziva se k testovani hypotéz o shod¢ stfednich hodnot dvou ndhodnych vybéri, se
stejnymi predpoklady jako v ptredchéazejicim pfipadé - navic musi byt tyto vybéry

nezavislé.

3. Rozdéleni je vhodnym prostiedkem pro analyzu vysledki regresni analyzy.

\4 Pruvodce studiem:

Pivod nazvu Studentovo ma zajimavou historii. Irsky statistik W. S. Gosset poprvé publikoval
toto rozdéleni anonymné pod pseudonymem "Student”, protoZe jeho zaméstnavatel, pivovar
Guiness v Dublinu, zakazal svym zaméstnanciim publikovat pod svym viastnim jménem
z obavy, zZe konkurence by odhalila tajemstvi jejich excelentniho piva. Ve svém piivodnim
Clanku, Gosset pouzil oznaceni "t" pro svoji statistiku. Odtud Studentovo t rozdeleni
pravdepodobnosti. Na praci Gosseta navazalo mnozZstvi dalsich statistikii; jmenujme alespon
R. A. Fishera, jehoz jméno miizeme najit témer ve vsech smérech dalstho vyvoje statistiky.

Nasledujici odvozeni je opét urceno zajemciim o matematické pozadi pouzivanych vztahii.

X-—u
B L. An—>t
e Odvozeni viastnosti, Ze: s Vn -

Pokud ndhodné veliciny X1,Xa,...Xn maji normdlni rozdéleni N(u,0°) a jsou navzdjem
nezavisle, pak Ize snadno ukazat (viz. Centralni limitni véta), Ze

2

X > N(u, )
n

a dale po standardizaci (transformaci normalni na normovanou normalni nahodnou velicinu)
plati:
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X —u

— N(0,1)
O_2
n
Dale vime, ze:
(n-1s’
- X 571

(o}

Protoze Studentova nahodna velicina je definovana jako:

T, = z
2
n
VA
Proto: T, =
2
Zn—l
n-1
Jako ndhodné veliciny Za y?_, tedy méjme:
Z:X_ﬂ 2 _(n_l)S2
5 s n—-1 2
o
n
Pak:
X—u
0_2
Po uprave:
X—u
o8 _ _
X — _
n _ H o _ H '\/;_)tn—l
(n—-1)s> \/0'2 s s
o’ n
n—1
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Vyklad:

Poslednim spojitym rozdélenim, kterym se budeme zabyvat, je F rozdéleni. Mé&me dvé
nezavislé ndhodné veli¢iny y> a y. Obé& maji rozdéleni chi-kvadrat. Prvni z nich ma podet

stupiit volnosti m, druhd ma pocet stupiii volnosti n (obecné maji rizny pocet stupni
volnosti). Pak ndhodna veli¢ina Fpy -

ma Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni o m a n stupnich volnosti. Toto rozdéleni ma tedy dva
parametry- nam.

Ani v tomto pifipadé nebudeme uvadeét vztah pro hustotu pravdépodobnosti (zna¢né slozity).

Stiedni hodnota: E(F )= "

2n2(1+”_2j
Rozptyl: D(F = n
py ( m,n) (}’1—2)2 (n_4)

100p%0-ni kvantily - Fp:
Pro praktické aplikace jsou pro vybrané pravdépodobnosti (p>0,5) a vybrané stupné volnosti

n a m tabelovany kvantily F, (viz. pfiloha — Tabulka 4). Pro p>0,5 se kvantily F, urc¢i ze
vztahu:

f(x)

Grafické zobrazeni hustoty pravdépodobnosti pro riizné hodnoty m a n
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8.3.1 Vlastnosti Fischerova-Snedecorova rozdéleni

Je zteyjmé pouziti tohoto rozdéleni — jako rozdéleni vybérovych rozptylt dvou nezévislych
nahodnych vektort, se stejnou smérodatnou odchylkou .

Necht’ mame dva ndhodné vektory: Z; )?2
le — N(w,0); j=1,n,

Xy — N(u,,0); j=1,n,

S1; Sy jsou ndhodné velic¢iny definované jako:

Z(le_)?l)z ‘i (XZJ_X_2)2
Slz _ J= : S22 _ /A
n, —1 n, —1
Pak:
S
2 0y
2

8.3.2 Pouziti Fischerova-Snedecorova rozdéleni

Toto rozdéleni ma opét Siroké uplatnéni, predevSim pii hodnoceni vysledkl statistickych
analyz. Pouzivé se pfedevsim:

1. ktestu o shodnosti rozptylti dvou ndhodnych vybérii

2. k testim o shodé¢ sttednich hodnot pro vice nahodnych vybért, v analyze rozptylu.
3. ktestim v regresni analyze.
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Z Shrnuti:

Spojita rozdéleni, s kterymi jsme se V této kapitole seznamili nachazeji uplatnéni zejména pti
odhadech a testovani statistickych hypotéz. Jejich 100p%-ni kvantily jsou pro vybrané p a

vybrané parametry tabelovany
Nazev rozdéleni Definice NV Parametry Vlastnosti
S danym
rozdélenim
2 n 2
Zn 2 _ 2 (n B 1) S 2
Zn - Z Zi n - 5 - Zn—l
i=1 o
Studentovo 7
T, = Y
> _
Zn n ’Ll n— tn 1
s
n
Fischerovo-Snedecorovo 2
m Slz
Fn,m = 2 m, n o2 - ny 51y
An 2
n

Y,

* | Otazky

1. Definujte ndhodné veli¢iny: y, Studentovu a Fischer-Snedecorovu (prokaZte orientaci

Vv tabulkach kvantila téchto rozdéleni)
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