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8 LIMITNÍ V�TY 
 

Limitní v�ty jsou tvrzení, která jsou d�ležitá pro popis pravd�podobnostních model� 
v p�ípad� rostoucího po�tu náhodných pokus�.. 
 
Pro orientaci v této problematice jsme se seznámili s n�kolika novými pojmy: 
 
Jestliže posloupnost náhodných veli�in Xn konverguje podle pravd�podobnosti k náhodné 
veli�in� X, pak:  

( ) 1lim:0 =<−>∀
∞→

εε XXP nn
 

 
Jestliže posloupnost náhodných veli�in {Xn} konverguje k náhodné veli�in� X v distribuci, 
pak: 

)()(lim xFxFnn
=

∞→
, 

 
F(x) v tomto p�ípad� nazýváme asymptotickou distribu�ní funkcí. 
 
Velice hrubý odhad pravd�podobnosti odchylky náhodné veli�iny X od její st�ední hodnoty 
nám umož�uje �ebyševova nerovnost: 
 

( ) 2:0
ε

εε DX
EXXP ≤≥−>∀  

 
Chceme-li odhadnout pravd�podobnost, že odchylka náhodné veli�iny X od její st�ední 
hodnoty je k násobkem sm�rodatné odchylky ( )σ⋅k , pak použijeme upravenou verzi 
�ebyševovy nerovnosti, kdy za � dosadíme k.�: 
 

( ) 2

1
:0,

k
kEXXPk ≤⋅≥−>∀ σσ  

 
Konvergenci pr�m�ru v posloupnosti nezávislých veli�in se zabývá zákon velkých �ísel, 
který �íká, že pr�m�r nezávislých náhodných veli�in se stejnými st�edními hodnotami 
konverguje podle pravd�podobnosti k jejich st�ední hodnot�. 
 
D�sledkem zákona velkých �ísel je Bernoulliho v�ta. Bernoulliho v�ta �íká, že relativní 
�etnost sledovaného jevu konverguje podle pravd�podobnosti k jeho pravd�podobnosti. To 
nám umož�uje experimentáln� odhadovat neznámou pravd�podobnost pomocí pozorované 
relativní �etnosti (viz. klasická definice pravd�podobnosti). 
 
Konvergencí rozd�lení k normálnímu rozd�lení se zabývá centrální limitní v�ta, která má 
dv� díl�í formulace: Lindebergovu-Lévyho v�tu a Moivreovo-Laplaceovu v�tu. 
 
Lindebergova-Lévyho v�ta �íká, že pro dosti velké n má sou�et i pr�m�r náhodných veli�in 
se stejným rozd�lením, stejným pr�m�rem a stejným rozptylem p�ibližn� normální rozd�lení: 
 
Jestliže X1, X2, …, Xn jsou nezávislé náhodné veli�iny se stejným (libovolným) rozd�lením, 
stejnými st�edními hodnotami µ==== nEXEXEX �21  a se stejnými (kone�nými) rozptyly 

2
21 σ==== nDXDXDX � , pak platí: 
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Moivreova-Laplaceova v�ta vyjad�uje konvergenci binomického rozd�lení k normálnímu 
rozd�lení: 
 
Nech	 ( )pnBiX ;→ , pak: pro dostate�n� velká n: ( )( )pnpnpNX −→ 1;  
 
P�i�emž pom�rn� dobré výsledky dává tato aproximace v p�ípad�, že: 
 

( ) 91 >− pnp  nebo ( ){ } 51;min >− pnnp  
 
Mezi d�ležité aplikace centrální limitní v�ty pak pat�í možnost aproximace výb�rové 
relativní �etnosti normálním rozd�lením: 
 

( )
�
�

�
�
�

� −⋅→
n

Np
πππ 1

; , 

 
možnost aproximace Poissonova rozd�lení rozd�lením normálním: 
 
Nech	 ( )tPoX λ→ , pak pro dostate�n� velké t m�žeme X aproximovat normálním 
rozd�lením s parametry: ( )ttNX λλ ,→  
 
a možnost aproximace pr�m�rného po�tu události za �asovou jednotku normálním 
rozd�lením: 

Nech	 Y je pr�m�rný po�et výskytu události za �asovou jednotku, pak: �
�

�
�
�

�→
t

NY
λλ,  

 
Na záv�r zbývá p�ipomenout, že chceme-li dostat co nejlepší výsledky p�i aproximaci 
diskrétního rozd�lení rozd�lením spojitým, nezapomeneme p�i výpo�tech na opravu na 
spojitost.  
 
 
8.1. Odhadn�te pravd�podobnost, že náhodná veli�ina je od své st�ední hodnoty 
vzdálená o více než 3�. 
 
�ešení: 

( ) )1,0(
3
1

3:0 2 =≤⋅≥−>∀ σσ EXXP  

 
Hledaná pravd�podobnost nep�ekra�uje 11%. (Je to opravdu hrubý odhad, srovnejte si 
s pravidlem 6 sigma platným pro normální rozd�lení.) 
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8.2. Pravd�podobnost vyrobení zmetku je 0,5. Odhadn�te pravd�podobnost, že p�i 
vyrobení 1000 výrobk� bude 400 – 600 zmetk�.  
 
�ešení: 
 
X ... po�et zmetk� v 1000 výrobcích, proto: 
 

( ) ( ) 250;2501..;500.5,0;1000 ===−===�→ DXppnDXpnEXBiX Xσ  
 
Pravd�podobnost, že po�et zmetk� bude v rozmezí 400 až 600 lze vyjád�it ve tvaru: 
 

( ) ( ) ( )1005001100500600400 ≥−−=<−=<< XPXPXP  
 
Vyjád�íme-li si povolenou odchylku od st�ední hodnoty (100) jako násobek sm�rodatné 
odchylky ( 250 ), m�žeme z �ebyševovy nerovnosti zjistit, že: 
 

( ) 025,0
10000

250

250

100

1
250

250

100
500100500

2
==

��
�

�
��
�

�
≤��
�

�
��
�

�
⋅≥−=≥− XPXP ,  

 
z �ehož lze jednoduše odvodit, že: 
 

( ) 975,0600400 ><< XP  

 
(Je-li ( ) 025,0100500 ≤≥−XP , pak ( ) )025,01(975,01005001 −=>≥−− XP ). Znovu si 
p�ipome�me, že jde o velice hrubý odhad. 
 
 
8.3. Dlouhodobým pr�zkumem bylo zjišt�no, že doba pot�ebná k objevení a odstran�ní 
poruchy stroje má st�ední hodnotu 40 minut a sm�rodatnou odchylku 30 minut. Jaká je 
pravd�podobnost, že doba pot�ebná k objevení a opravení 100 poruch nep�ekro�í 70 
hodin? 
 
�ešení: 
 
Xi  ... doba pot�ebná k objevení a odstran�ní i-té poruchy 
 
Víme, že: EXi = 40 minut a DXi =302 minut2, rozd�lení náhodné veli�iny Xi neznáme 
 
X ... celková doba do objevení sté poruchy  
 

�
=

=
100

1i
iXX  

 
Na základ� Lindebergovy-Lévyho v�ty víme, že sou�et n náhodných veli�in se stejným 
rozd�lením (nemusíme v�d�t jakým), stejnými st�edními hodnotami a stejnými rozptyly 
m�žeme aproximovat normálním rozd�lením s parametry: iEXn ⋅=µ , iDXn ⋅=2σ , proto: 
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( )230100;40100 ⋅⋅→ NX  

 
Nyní již není problém ur�it hledanou pravd�podobnost (nesmíme jen zapomenout na užívání 
stejných jednotek, v našem p�ípad� minut (70h = 4200 minut): 
 

( ) ( ) ( ) 749,067,0
90000

40004200
42004200 =Φ=��

�

�
��
�

� −Φ==< FXP  

 
 
8.4. Životnost elektrického holícího strojku Adam má exponenciální rozd�lení se 
st�ední hodnotou 2 roky. Ur�ete pravd�podobnost, že pr�m�rná životnost 150-ti 
prodaných strojk� Adam bude vyšší než 27 m�síc�. 
 
 
�ešení: 
 
Xi ... životnost i-tého holícího strojku Adam 
 

2
2

1 4
1

2
1

2
1

2
1

rokDXrokrokyEXExpX iii ==�=�==��
�

�
�
�

�→ −

λ
λ

λ
 

X  ... pr�m�rná životnost 150-ti strojk� Adam 
 

�
�

=

= ==
150

1

150

1

150
1

150 i
i

i
i

X
X

X  

 

Z Lindebergovy-Lévyho v�ty víme, že:  ��
�

�
��
�

�
→=

�
=

n
N

n

X
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n

i
i 2

1 ;
σµ  

V našem p�ípad�: �
�

�
�
�

�→= �
= 150

4
;2

150
1 150

1

NXX
i

i  

 
Nyní, když známe rozd�lení pr�m�rné životnosti 150-ti strojk� Adam, m�žeme �ešení 
dokon�it (27 m�síc� = 2,25 rok�): 
 

( ) ( ) ( ) 063,0937,0153,11

150
4

225,2
125,2125,2 =−=Φ−=

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�

−Φ−=−=> FXP  

  
 
8.5. Na telefonní úst�ednu je napojeno 3000 ú�astník�. Každý z nich bude volat 
telefonní úst�ednu b�hem hodiny s pravd�podobností 10%. Jaká je pravd�podobnost, že 
b�hem následující hodiny zavolá úst�ednu: 
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a)  práv� 300 ú�astník�? 
b)  více než 310 ú�astník�? 
c)  mezi 200 a 450 ú�astníky(v�etn�)? 
 
�ešení: 
 
X … po�et ú�astník� volajících úst�ednu b�hem následující hodiny (z 3000) 
 
Z definice náhodné veli�iny X je z�ejmé, že X má binomické rozd�lení: ( )1,0;3000BiX → , 
jehož pravd�podobnostní funkce je: 

( ) ( ) knk pp
k

n
kXP −−⋅⋅��

�

�
��
�

�
== 1  

 

ada) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )27003003003000300 9,01,0
300!2700!
!3000

1,011,0
300
3000

300 ⋅⋅
⋅

=−⋅⋅��
�

�
��
�

�
== −XP  

 
Zde narážíme na problém. S pomocí kalkula�ky nedokážeme ur�it žádný z výše 
uvedených faktoriál�. Proto v tomto p�ípad� provedeme alespo� p�ibližný výpo�et 
(aproximaci). 
 
Z Moivreovy-Laplaceovy v�ty víme, že binomické rozd�lení m�žeme aproximovat 
rozd�lením normálním: 
 
Moivreova-Laplaceova v�ta: 
 
Nech	 ( ) ( )p-1npDXnp;EX;; ==→ pnBiX , pak dostate�n� velká n: 

( )( )pnpnpNX −→ 1;  
 
 
V našem p�ípad�: 
 

( ) 2709,01,00003DX;3001,00003EX;1,0;3000 =⋅⋅==⋅=→ BiX , 
 
proto X mohu aproximovat normálním rozd�lením s parametry 
=300; �2=270  
 

)270;300(NX →  
 
Nyní musíme vy�ešit ješt� jednu komplikaci. P�i aproximaci diskrétní náhodné 
veli�iny spojitou dochází k tomu, že výpo�et pravd�podobnostní funkce nelze 
jednoduše provést (pravd�podobnostní funkce spojité náhodné veli�iny je nulová).  
 

( ) 0300 ==XP  
 

Proto se provádí tzv. oprava na spojitost. 
 
Je-li X definováno jako po�et ú�astník� volajících b�hem následující hodiny úst�ednu, 
m�žeme tvrdit, že pravd�podobnost, že p�íští hodinu bude volat 300 ú�astník� je 
stejná jako pravd�podobnost, že bude volat alespo� 299,5 a mén� než 300,5 ú�astník�. 
(V intervalu )5,300;5,299 je pouze 300 ú�astník�.) 
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( ) ( )5,3005,299300 <≤== XPXP  
 

( )5,3005,299 <≤ XP  již není pro spojitou náhodnou veli�inu nulová a tak m�žeme 
provést aproxima�ní výpo�et. Této úprav� se �íká oprava na spojitost.  
 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )
024,01512,02

103,0203,0103,003,003,0
270

3005,299
270

3005,300
5,2995,300

5,2993005,3005,299300

=−⋅=
=−Φ⋅=Φ−−Φ=−Φ−Φ=

=�
�

�
�
�

� −Φ−�
�

�
�
�

� −Φ=−=

=<−<=<≤==

FF

XPXPXPXP

 

 
 

adb) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )��
=

−

=

− −⋅⋅��
�

�
��
�

�
=−⋅⋅��

�

�
��
�

�
=>

310

0

3000
3000

321

3000 1,011,0
3000

-11,011,0
3000

310
k

kk

k

kk

kk
XP  

 
I zde nastává problém. Vidíme, že vy�íslení p�íslušných sou�t� (sum) by nám zabralo 
spoustu �asu (pokud bychom to v�bec s pomocí kalkula�ky dokázali). Proto i v tomto 
p�ípad� p�istoupíme k p�ibližnému výpo�tu (aproximaci). 
 

)270;300(NX →  
 
Nyní m�žeme provést p�ibližný výpo�et: 
 

( ) ( )3101310 ≤−=> XPXP  
 
Znovu nastává problém zp�sobený aproximací diskrétního rozd�lení spojitým a proto i 
zde p�istoupíme k oprav� na spojitost: 
 

( ) ( ) ( )5,31013101310 <−=≤−=> XPXPXP  
 

( ) ( ) 261,0739,0164,01
270

3005,310
1)5,310(1310 =−=Φ−=�

�

�
�
�

� −Φ−=−=> FXP  

 
 

adc) ( ) ( ) ( )�
=

−−⋅⋅��
�

�
��
�

�
=≤≤

450

200

30001,011,0
3000

450200
k

kk

k
XP  

 
Op�t máme ve výše uvedeném vztahu velký po�et s�ítanc� a vysoké faktoriály, proto 
hledáme p�ibližný výsledek pomocí centrální limitní v�ty (Moivreovy-Laplaceovy 
v�ty). Zárove� i zde budeme provád�t opravu na spojitost:  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )
1111
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300200
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200450,5F
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=−+=
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�

� −Φ−�
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�
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F
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Použitá aproximace nám dává velmi dobré výsledky (velmi blízké skute�ným), protože je 
spln�na podmínka, že: ( ) 91 >− pnp ( )927 > . 
 
8.6. Sekretá�ka Petra píše na stroji rychlosti 250 úhoz� / min. P�i této rychlosti ud�lá 
pr�m�rn� 3 chyby za 10 minut. Jaká je pravd�podobnost, že p�i 30-ti minutovém 
diktátu ud�lá více než 10 chyb? 
 
�ešení: 
 
Definujme si náhodnou veli�inu X jako po�et chyb v diktátu (za 30 minut). Tato náhodná 
veli�ina (po�et události v �asovém intervalu) má Poissonovo rozd�lení s parametrem �t = 9 
(pr�m�rný po�et chyb za 30 minut, = EX = DX). 
 

( )9PoX →  
 

( ) ( ) 294,0706,01
!10

9
!1

9
!0

9
1

!
9

110110
1010

9
10

0

9 =−=��
�

�
��
�

�
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−� �ee
k

XPXP
k

k

 

 
Tento výpo�et byl pon�kud pracný. Prove�me srovnávací výpo�et pomocí centrální limitní 
v�ty: 
 
Víme, že Poissonovu náhodnou veli�inu s parametrem �t m�žeme aproximovat pro 
dostate�n� velká 	t normálním rozd�lením s parametry: 
 = �t , �2 = �t. 
 

( )9;9NX →  
 
Pak: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

309,0691,01

5,01
9

95,10
15,1015,10110110

=−=

=Φ−=�
�

�
�
�

� −Φ−=−=<−=≤−=> FXPXPXP
 

 
 
Vyhodnocení aproximace pro tento p�ípad: 
 
Aproxima�ní postup byl mnohem rychlejší, výsledky obou postup� se nám liší o 1,5%, což je 
asi 5% -ní chyba (0,015/0,294).  
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8.7. Výletní �lun má nosnost 5000kg. Hmotnost cestujících je náhodná veli�ina se 
st�ední hodnotou 70kg a sm�rodatnou odchylkou 20kg. Kolik cestujících m�že �lunem 
cestovat, aby pravd�podobnost p�etížení �lunu byla menší než 0,001? 

 
�ešení: 
  
X … celková hmotnost všech cestujících 
 

( )2

1

; σµ nnNXXX
n

i
i →�=�

=

 �  ( )400;70 ⋅⋅→ nnNX  
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�lunem m�že cestovat maximáln� 64 osob. 
 
 


