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8 LIMITNI VETY

Limitni véty jsou tvrzeni, kterd jsou dileZitd pro popis pravdépodobnostnich modell
v ptipad¢ rostouciho poctu ndhodnych pokust..

Pro orientaci v této problematice jsme se sezndmili s n¢kolika novymi pojmy:

Jestlize posloupnost ndhodnych veli¢in X, konverguje podle pravdépodobnosti k nahodné
veli¢iné X, pak:
ve>0: limP(X, - X|<e)=1

n—oo

Jestlize posloupnost ndhodnych veli¢in {X,} konverguje k nahodné veli¢iné X v distribuci,
pak:
limF, (x) = F(x),

F(x) v tomto pfipadé nazyvame asymptotickou distribuéni funkci.

Velice hruby odhad pravdépodobnosti odchylky nahodné veli¢iny X od jeji stfedni hodnoty
nam umoziuje CebySevova nerovnost:

Ve>o: P(]X—EX|28)SZ—)2(

Chceme-li odhadnout pravdépodobnost, Ze odchylka ndhodné veli¢iny X od jeji stfedni
hodnoty je knasobkem smérodatné odchylky (k-o), pak pouZijeme upravenou verzi
Cebysevovy nerovnosti, kdy za € dosadime k.o:

Vok>0: P(X-EX|>k-0)<—

k
Konvergenci priméru v posloupnosti nezdvislych veli¢in se zabyva zakon velkych ¢isel,
ktery fikd, Ze prumér nezavislych ndhodnych veli¢in se stejnymi stfednimi hodnotami
konverguje podle pravdépodobnosti k jejich stiedni hodnoté.

Dusledkem zakona velkych ¢isel je Bernoulliho véta. Bernoulliho véta tika, Ze relativni
cetnost sledovaného jevu konverguje podle pravdépodobnosti k jeho pravdépodobnosti. To
ndm umoZznuje experimentalné odhadovat nezndmou pravdépodobnost pomoci pozorované
relativni Cetnosti (viz. klasickd definice pravdépodobnosti).

Konvergenci rozdéleni k normalnimu rozdé¢leni se zabyva centralni limitni véta, kterd ma
dve diléi formulace: Lindebergovu-Lévyho vétu a Moivreovo-Laplaceovu vétu.

Lindebergova-Lévyho véta tikd, Ze pro dosti velké n ma soucet i primér nahodnych veli¢in
se stejnym rozdélenim, stejnym prumerem a stejnym rozptylem ptiblizn€ norméalni rozdéleni:

Jestlize X, Xy, ..., X, jsou nezavislé ndhodné velic¢iny se stejnym (libovolnym) rozdélenim,
stejnymi sttednimi hodnotami EX, = EX, =...= EX = u a se stejnymi (konecnymi) rozptyly
DX,=DX,=...=DX, =0, pak plati:
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X =YX, = X - Nup:no?)

i=1

D%
X === eN(,u;—j
n

n

Moivreova-Laplaceova véta vyjadiuje konvergenci binomického rozdéleni k normalnimu
rozdéleni:

Necht X — Bi(n; p), pak: pro dostateéné velkd n: X — N(np;np(1-p))
PticemZ pomérn€ dobré vysledky dava tato aproximace v piipadé, Ze:
np(l—p)>9 nebo min{np;n(l-p)}>5

Mezi dulezité aplikace centrdlni limitni véty pak patii moZnost aproximace vybérové
relativni ¢etnosti normalnim rozdélenim:

pﬁN(ﬂ;@j,

moznost aproximace Poissonova rozdéleni rozdélenim normalnim:

Necht X — Po(At), pak pro dostatend velké t muZeme X aproximovat normalnim
rozd&lenim s parametry: X — N(Ar, Ar)

a moznost aproximace primérného poctu udalosti za ¢asovou jednotku normalnim
rozdélenim:

o e e o PP . A
Necht' Y je primérny pocet vyskytu udélosti za casovou jednotku, pak: ¥ — N (/1, —j
t

Na zdvér zbyva pfipomenout, Ze chceme-li dostat co nejlepsi vysledky pii aproximaci
diskrétniho rozdéleni rozdélenim spojitym, nezapomeneme pii vypoctech na opravu na
spojitost.

8.1. Odhadnéte pravdépodobnost, Zze nahodna veli¢éina je od své stiedni hodnoty
vzdalena o vice nez 3c.

ReSeni:
1

== 0,1)

Vo>0: P(X-EX|>3-0)<

Hledand pravdépodobnost nepiekracuje 11%. (Je to opravdu hruby odhad, srovnejte si
s pravidlem 6 sigma platnym pro normdlni rozdéleni.)
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8.2. Pravdépodobnost vyrobeni zmetku je 0,5. Odhadnéte pravdépodobnost, Ze pri
vyrobeni 1000 vyrobkii bude 400 — 600 zmetki.

ReSeni:

X ... pocet zmetktl v 1000 vyrobcich, proto:

X — Bi(1000;0,5) = EX =n.p=500; DX =n.p(l- p)=250; o, =~/DX =+/250
Pravdépodobnost, Ze pocet zmetkll bude v rozmezi 400 az 600 Ize vyjadrit ve tvaru:
P(400 < X <600)= P(X —500]<100)=1- P(X —500/>100)

Vyjadiime-li si povolenou odchylku od stfedni hodnoty (100) jako ndsobek smérodatné
odchylky (/250 ), miizeme z CebySevovy nerovnosti zjistit, Ze:

P(]X—500|2100):P(|X—500|2 109 -stojs ! 20 _ 0025,

V250 ( 100 jz 10000
V250

z ¢ehoz Ize jednoduse odvodit, Ze:

P(400 < X <600)> 0,975

Je-li P(X —500/>100)<0,025, pak 1- P(X —500/>100)> 0,975 (=1-0,025)). Znovu si
pripomenme, Ze jde o velice hruby odhad.

8.3. Dlouhodobym prizkumem bylo zjisténo, Ze doba potiebna k objeveni a odstranéni
poruchy stroje ma sti‘edni hodnotu 40 minut a smérodatnou odchylku 30 minut. Jaka je
pravdépodobnost, Ze doba potiebna k objeveni a opraveni 100 poruch neprekroci 70
hodin?

ResSeni:

Xj ... doba potiebna k objeveni a odstranéni i-té poruchy

Vime, ze: EX; = 40 minut a DX =30? minutz, rozdéleni ndhodné veli¢iny X; nezndme

X ... celkova doba do objeveni sté poruchy

Na zdklad¢ Lindebergovy-Lévyho véty vime, Ze soucet n ndhodnych veliin se stejnym
rozdélenim (nemusime védét jakym), stejnymi stfednimi hodnotami a stejnymi rozptyly
miiZeme aproximovat normélnim rozd&lenim s parametry: g =n-EX,, 6> =n- DX, proto:
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X — N(100- 40;100-30°)

Nyni jiz neni problém urcit hledanou pravdépodobnost (nesmime jen zapomenout na uZivani
stejnych jednotek, v nasem pripadé minut (70h = 4200 minut):

= ®(0,67)=0,749

490000

P(X < 4200)= F(4200)= q{wj

8.4. Zivotnost elektrického holiciho strojku Adam ma exponencidlni rozdéleni se
stfedni hodnotou 2 roky. Urcete pravdépodobnost, Ze primérna Zzivotnost 150-ti
prodanych strojki Adam bude vyssi nez 27 mésici.

ReSeni:
X ... Zivotnost i-tého holiciho strojku Adam

1 1 1 1
X, > Exp(;j: EX, === 2 roky = /1=5r0k_1 = DX, =— =4 rok’

2

X ... prumérnd Zivotnost 150-ti strojkit Adam

150
— ZXI' 1 o
_ =l

== - Mx,
150 1505

n

S,

_ 2
Z Lindebergovy-Lévyho véty vime, Ze: X==L— 5N [ ,u;O-—J

. 1 L0 4
V naSem piipadé: X=—>» X > N|2;—
prp 150; ’ ( 150)

Nyni, kdyZ znidme rozd€leni primérné Zivotnosti 150-ti strojki Adam, miZeme feSeni
dokoncit (27 mésict = 2,25 roki):

2,25-2
4

150

=1-®(1,53) =1-0,937= 0,063

P(X >225)=1-F(225)=1-@

8.5. Na telefonni ustfednu je napojeno 3000 ucastniki. Kazdy z nich bude volat
telefonni Gstiednu béhem hodiny s pravdépodobnosti 10%. Jaka je pravdépodobnost, Ze
béhem nasledujici hodiny zavola dstifednu:
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a) pravé 300 ucastniku?

b) vice nez 310 ucastnika?

¢) mezi 200 a 450 ucastniky(vcetné)?
ReSeni:

X ... pocet tcastnikl volajicich ustfednu béhem nésledujici hodiny (z 3000)

Z definice ndhodné veli¢iny X je ziejmé, Ze X ma binomické rozdéleni: X — Bi(3000;0,1),
jehoz pravdépodobnostni funkce je:

P(X =k)= (:).pk (= p)

3000 300 3000-300 3000‘ 300 2700
da)  P(X =300)= (0,1)-(1-0,1 =——_(0,1)"-(09
ada) P ) (300) .- 1-01) 27003001 O (09)

Zde nardZzime na problém. S pomoci kalkulacky nedokdZeme urcit Zadny z vySe
uvedenych faktoridlii. Proto v tomto pfipad¢ provedeme alesponi pfiblizny vypocet
(aproximaci).

Z Moivreovy-Laplaceovy véty vime, Ze binomické rozdéleni miZeme aproximovat
rozdélenim normalnim:

Moivreova-Laplaceova véta:

Necht X — Bi(n; p); EX =np; DX = np(l - p), pak  dostatecn¢ velkd n:
X — N(np;np(1-p))

V naSem pripadé:

X — Bi(3000;0,1); EX =3000-0,1 =300; DX =3000-0,1-0,9 =270,

proto X mohu aproximovat normélnim rozdélenim s parametry p=300; 6°=270
X — N(300;270)

Nyni musime vyfeSit jest¢ jednu komplikaci. Pii aproximaci diskrétni nahodné
veli¢iny spojitou dochdzi k tomu, Ze vypocet pravdépodobnostni funkce nelze
jednoduse provést (pravdépodobnostni funkce spojité ndhodné veli€iny je nulova).

P(X =300)=0
Proto se provadi tzv. oprava na spojitost.
Je-li X definovéno jako pocet tcastnikd volajicich béhem nasledujici hodiny dstfednu,

mizeme tvrdit, Ze pravdépodobnost, Ze pfisSti hodinu bude volat 300 ucastnika je
stejnd jako pravdépodobnost, Ze bude volat alespoii 299,5 a mén¢ nez 300,5 tucastnikd.

(V intervalu (299,5;300,5) je pouze 300 t¢astniki.)
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P(X =300)= P(299,5< X <300,5)

P(299,5< X <300,5) jiz neni pro spojitou ndhodnou veli¢inu nulovd a tak miZeme
provést aproximacni vypocet. Této dprave se fika oprava na spojitost.

P(X =300) = P(299,5 < X <300,5)= P(X <300)-P(X <299,5)=

3005 300} ~ q{ 2995 300} _
V270 V270

= ®(0,03) - ®(-0,03) = ®(0,03) - [1- ®(0,03)] = 2- ®(0,03) -1 =

=2.0,512—1=0,024

= F(300,5)— F(299,5) = c1>(

3000 3000 310 3000
adb)  P(X >310)= > ( J.(o,l)k (1=0,1)* =1-Z( j.((),l)" (1=0.1)

k=321 k=0 k

I zde nastava problém. Vidime, Ze vyc¢isleni pfislusnych soucti (sum) by ndm zabralo
spoustu ¢asu (pokud bychom to viibec s pomoci kalkulacky dokazali). Proto i v tomto
piipadé pristoupime k pfibliZnému vypoctu (aproximaci).

X — N(300;270)
Nyni mZeme provést piiblizny vypocet:
P(X >310)=1-P(X <310)

Znovu nastdva problém zptsobeny aproximaci diskrétniho rozdéleni spojitym a proto i
zde pfistoupime k opravé na spojitost:

P(X >310)=1-P(X <310)=1- P(X <310,5)

=1-®(0,64)=1-0,739 = 0,261

310,5-300
P(X >310)=1-F(310,5) =1-®| ———
PIX > 310)=1-F( )

450 (3000
adc) P(200 <X< 450) = Z ( j_(o’l)k '(1_0’1)3000_1(

k=200
Opét mame ve vyse uvedeném vztahu velky pocet s¢itanct a vysoké faktoridly, proto

hleddme pfiblizny vysledek pomoci centrdlni limitni véty (Moivreovy-Laplaceovy
veéty). Zarovei i zde budeme provadét opravu na spojitost:
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P(200 < X <450)= P(X <450)— P(X <200)= P(X < 450,5)—P(X <200)=

= F(450,5)—- F(200) = q{ 450,5— 300) _ q{ 200 - 3ooj _

V270 V270
= (9,16) - ®(-6,09) = ®(9,16) - [1 - D(6,09)] = ©(9,16) + ®(6,09) -1 =
=1+1-1=1

Pouzitd aproximace ndm dava velmi dobré vysledky (velmi blizké skutecnym), protoZe je
splnéna podminka, Ze: np(l— p) >9 (27 > 9).

8.6. Sekretaika Petra piSe na stroji rychlosti 250 uhozi / min. Pri této rychlosti udéla
primérné 3 chyby za 10 minut. Jaka je pravdépodobnost, Ze pii 30-ti minutovém
diktatu udéla vice nez 10 chyb?

Reseni:

Definujme si ndhodnou veli¢inu X jako pocet chyb v diktitu (za 30 minut). Tato ndhodnd
veli¢ina (pocet uddlosti v ¢asovém intervalu) ma Poissonovo rozdéleni s parametrem At = 9
(prumérny pocet chyb za 30 minut, = EX = DX).

X — Po(9)

10 91( 90 91 910
P(X>10)=1-P(X <10)=1-Y ¢ =1—¢’| —+ —+...+— |=1-0,706= 0,294
—_— iz k! o 10!

Tento vypocet byl pon¢kud pracny. Proved’'me srovndvaci vypocet pomoci centrdlni limitni
véty:

Vime, Ze Poissonovu ndhodnou veli¢inu s parametrem At mulZeme aproximovat pro
dostate¢né velka At normdlnim rozdélenim s parametry: g = At , o” = At

X — N(99)
Pak:

P(X >10)=1-P(X <10)=1-P(X <10,5)=1-F(10,5) = 1—@(1055_9j =1-9(0,5) =

=1-0,691= 0,309

Vyhodnoceni aproximace pro tento pripad:

Aproximacni postup byl mnohem rychlejsi, vysledky obou postupti se nam lisi o 1,5%, coz je
asi 5% -ni chyba (0,015/0,294).
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8.7. Vyletni ¢lun ma nosnost 5000kg. Hmotnost cestujicich je nahodna veli¢ina se
stiedni hodnotou 70kg a smérodatnou odchylkou 20kg. Kolik cestujicich mizZe ¢lunem
cestovat, aby pravdépodobnost pretizeni ¢lunu byla mensi nez 0,001?

ReSeni:

X ... celkova hmotnost vSech cestujicich

X=YX =X > Numno?) = X - N(n-70:n-400)

i=1

P(X > 5000) < 0,001

1— F(5000) < 0,001
- @(Mj < 0,001
\400n
0.999 y @(5000_70”J
\J400n
3 5000 — 70n

< e —
A/400n

60-/n < ~70n + 5000
3600n < 49001 — 7000001 + 25000000
0 < 49n* —7036n + 250000

n<645 U n>7 =n =64

Clunem muzZe cestovat maximalné 64 osob.
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