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7 VYBRANA ROZDELENI SPOJITE NAHODNE VELICINY

Pro nezdpornou ndhodnou veli¢inu X se spojitym rozdélenim definujeme pro F(t)=1 (4.
F(t)<1) intenzitu poruch A(t) :

Predstavuje-li ndhodna veli¢ina X dobu do poruchy néjakého zafizeni, pak intenzita poruch
vyjadiuje, Ze pokud do casu ¢ nedoslo k Zddné poruse, tak pravdépodobnost, Ze k ni dojde
v ndsledujicim okamZiku malé délky At, je pfiblizné A(z). At :

Pll<X <i+MX >1) = r1) At = Alt).At

1-F(¢)

Intenzita poruch md pro vétSinu vyrobkl z technické praxe charakteristicky tvar vanové
krivky.

Jednim ze zédkladnich spojitych rozdéleni pravdépodobnosti je rozdéleni rovnomérné
(rektangularni) na intervalu (a;b).

Nazev Popis Hustota pravdépodobnosti EX DX
rozdéleni
Rovnomérné f(x) je na (ab) 1 a+b ( _ b)z
;b konstantni, jinde nulov4 _ x€ (a;b e
na (a;b) onstantni, jinde nulova f(x)_b—a < > ) B
0 Jjinde

Nasledujici tfi rozdéleni jsou zaloZena na Poissonovském procesu, tj. na predpokladu, Ze
jednotlivé udalosti nastdvaji nezdvisle na sobé, s konstantni rychlosti vyskytu. Tato rozdéleni
se pouZzivaji vétSinou pro popis ndhodné veli¢iny definované jako doba do k-t€ udalosti
(poruchy), popt. doba mezi udalostmi (poruchami).

Nazev Popis Hustota pravdépodobnosti, | EX DX
rozdéleni Distribuéni funkce,
intenzita poruch
Exponencialni | doba do prvni udalosti, — ., .
doba mezi udalostmi floy=dee seiliast 1 1
(popisuje pouze obdobi | F(t)=1-e™*; t>0;4>0 - -
stabilniho Zivota) AW)=A=konst;  t>0:450 | % A
Erlangovo doba do k-té udalosti ( 1 t)k—l
f@=21-e*. . 1>0
(k —1)
k=1 j k k
_ it (A) — —
Flt)=1—-¢*. > 1 7
j=0 J:
At) = 2

k-1 1
k—1)! —
( >Z (k—1- pi(a)
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Weibullovo doba do prvni uddlosti st (1Y
(poruchy) fo) = ﬁ(ij 67[5]
(vhodnd volba B umoz- (SINC)

fuje pouziti v libovol- {é}ﬁ
ném obdobi intenzity | F(1) =1-e

poruch) 5ol
olo)
At) == —
() ole

t>0,0>0,6>0

vvvvvv

ndhodnych jevl v technice, ekonomii i v pfirodnich védach je rozd€leni normaélni, jehoz
parametry jsou stfedni hodnota p a rozptyl o, a jeho specidlni typ rozdéleni normované
normdlni s parametry u=0 a o’=1.

Nazev Vlastnosti Hustota pravdépodobnosti, | EX | DX

rozdéleni Distribu¢ni funkce

Normované distribu¢ni funkce ®(z) 2

normalni je tabelovand, hustota - o 2 o o
Jpravdépodobnosti je %) \/ﬂ ¢ =T 0 1
suda funkce (,,Gaussiv
klobouk®) )

P(x) = L Je_7dt

N2 Y

Normalni distribuéni funkci 7[ v )2
uréujeme pomoci f(x)= 1 e ). —oo< x <00
standardizace normalni o2
nahodné veliCiny n o’
L i AR
¥— =
F(x)= c1>(—”j F(x)= : j e V) gy
(o o2

V SPC (spolehlivost a jakost, statistickd kontrola jakosti) se pak velmi €asto pouZivd metoda
6 sigma.

Pii popisu ndhodnych velicin nabyvajicich pouze kladnych hodnot a to zejména v ptipadech,
kdy hustota pravdépodobnosti je asymetrickd pouZivame logaritmicko-normélni rozdéleni.

Nazev Vlastnosti Hustota pravdépodobnosti EX DX
rozdéleni
Logaritmicko- | distribu¢ni funkci
normalni urCujeme prevodem na " (nxop)
dlstrlbuém'/ funkci — e 2 prox >0 P
normovaného f(x)= XON27 e 2 S, ( - )
Py i’ e e’ —1
normdlniho rozdéleni
0 prox <0
@[MJ; prox >0
F(x)= &
0 pro x <0
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7.1. Seznamte se s moZnostmi zpracovani spojité nahodné veli¢iny ve Statgraphicsu.

UkédZeme si jaké informace nam Statgraphics nabizi pro spojité nahodné veli¢iny
(konkrétné pro exponencidlni).

Obdobne¢ jako v ptipadé diskrétniho rozdé€leni volime:

Menu Describe\Distributions\Probability  Distributions a v okné Probability
Distributions zaskrtneme typ rozdéleni (Exponential).

£ STATGRAPHICS Plus - Untitled StatFolio
File Edit Plot BsE=s:=8 Compare Relate Special SnapStats!! View Window Help

Numeric Data »
Categorical Data

Distributions Probal

Life Data | Probability Plots...

Hypothesis Tests. .. Distribution Fitting (Uncensored Data)...
Sample-Size Determination. .. Distribution Fitting {Censored Data)...

Distributions
- Distribution
 Bernouli ™ Extreme Value e 1
" Binomial  F [Variance Ratio)
" Discrete Uniform  Gamma -M
 Geomehic  Laplace
 Hypergeametric  Logistic
" Megative Binomial  Logromal
" Poigson © Normal
" Beta  Pareto
" Cauchy 7 Student's t
" Chi-Square 1 Triahgular
" Erlang ©° Urifarrm
i Exponential  Weibull

Provedeme RC na textovy vystup (levé dolni okno) a v menu Analysis Options nastavime
parametry daného rozdéleni. (V piipadé exponencidlniho rozdé€leni zaddvame jako parametr

stfedni hodnotu (%) ).

Mean: 0K

Cancel

;
ol

Help

Vsimnéte si, Ze Statgraphics umoZnuje soucasné studovat informace o 1 az 5 rlznymi
ndhodnymi veli¢inami daného typu rozd¢leni.

Grafické vystupy:
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V pravém hornim rohu se zobrazi hustota pravdépodobnosti ( daného (danych) rozd¢lent,
v pravém dolnim rohu najdeme distribu¢ni funkci tohoto (téchto) rozd€leni. Nastaveni
grafickych parametrti obou grafi provadime pfes menu Graphics Options (zobrazi se po

provedeni RC na oblast piislusného grafu.)

Hustota pravdépodobnosti

Distribuéni funkce

(X0,0001?7 5 Gl Tp iy Stfed. hodl
| s 1 — 10000

08l . 08 ]

08 — 06 ]

= = ]
04 04
0,2 ’ 0,2
0 )

o} 1 2 3 5 6
N (X 10000) (o] 1 2 3 4 6
(X 10000)

Dalsi funkci, kterd popisuje spojitou ndhodnou
funkce). Jeji graf ziskdme tak, Ze klikneme na
Hazard Function.

veli¢inu je intenzita poruch (hazardni
ikonu Graphical Options a zaSkrtneme

oI
"

B ESET -

imimB] Fls) | DR

: “| Lblk ]— E Row: [

Graphical Options

I Survivor Function
™ Log Survivor Function

¥ Hazard Function

Graphical Options E]

W Denziy/Mass Function
¥ COF

Lad]

Ok Cancel All Help
Intenzita poruch (Hazardni funkce)
X 0,000013
12F - EX
7 — 10000
10 al
sl 1
X el 2
=
4L 1
2
0 . 4
0 1 2 3 4 6
x (X 10000)

Ve vsech ptipadech grafického vystupu mizeme pouZzivat funkci Zoom.

Provedeme RC na oblast ptislusného grafu a zvolime polozku Zoom In.
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Analysis Options...

Graphics Options...
Undo

w Select
Locate

Zoom In

Reset Scaling/Viewpoint

Copy Ctrl+C
Print... F+

Print Preview... shift+3

Copy Pane to Gallery...
Copy Analysis to StatReporter...

Save Graph...

Obecné znamym zptisobem nyni mtizeme zobrazit vytez grafu.

Distribuéni funkce
Distribuéni funkce

0,83 1 EX
1F EX ’
X 000 — 10000
08+ 0,73 1
—_ 061 —_
x
£ oal 20,631 1
02l 0,53 1
0
0 1 2 3 4 5 6 0,43 L . . . |
. (X10000) 4 6 8 10 12 14 16
(X 1000)

Statgraphics ndm rovnéZ umoziuje pomoci osového kriZe odecitat hodnoty na grafu.

Provedeme RC na oblast pifisluSného grafu a zvolime polozku Locate. Na grafu se objevi
osovy kiiZ a soufadnice stfedu tohoto kiize. MyS$i miZeme osovym kiiZem pohybovat a
zdroven odecitat souradnice bodu.

Distribuéni funkce

083F EX
— 10000
0.73
Zoeat
053+
043b .~
X7557 45 10 12 14 16
¥:0,529363 < (X1000)

Textovy vystup:
V levé dolnim rohu najdeme v textovém vystupu hodnoty distribuéni funkce ( P(X < x)),
hustoty pravdépodobnosti f(x) a hodnotu dopliiku distribuéni funkce ( P(X > x)). To vie

pro x=0. Jak jiz vime, konkrétni hodnotu, v niZ chceme uvedené funkce urcit, nastavime
v menu Pane Options (RC na oblast levého dolniho okna).

Statgraphics ndm ddle umoziuje najit hodnoty kvantili nahodnych veli¢in. Mame-li
zobrazeno rozdéleni ndhodné veliCiny, jejiZ kvantily nds zajimaji, sta¢i klinout na ikonu
Tabular Options (Zlutd ikona) a zvolit Inverse CDF. (VSichni pfece vime, Ze kvantily jsou
inverzni funkc{ k funkci distribuéni ©.)
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B4 STATGRAPHICS Plus - <recovered=.sgp
File Edit Plot Describe Compare Relate Special SnapStats!! View Window Help

w@lnE »E?

Tabular Options

Tabular Options (=]

™ Analysis Summary

I Cumulative Distibution
¥ Inverse COF

I Random Mumbers

oK. Cancel | &l | Help

Inverse CDF

istribution: Exponentiall

COF Dist. 1
0,03 504,532
0,1 1053,861
0.5 6331,47
0,9 23025,9
0,33 46051,7

Hodnoty vybranych kvantili se ndm zobrazi v textovém vystupu. Jejich zménu (nastaveni
pozadovaného p) provedeme v okn¢ Pane Options (RC na piislusny textovy vystup).

Na zavér seznameni se zpracovanim spojité ndhodné veli¢iny si ukdZzeme jak ve
Statgraphicsu generovat nahodna ¢isla podléhajici urcitému rozdéleni.

Mame-li zobrazeno rozdéleni piislusné ndhodné veli¢iny, klikneme na ikonu Tabular
Options (Zlutd ikona) a zvolime poloZzku Random Numbers.

Tabular Options g

I Analysiz Summary
[ Curnulative Distribution
I Inverse COF

¥ Random Mumbers

ok | Cancel | a | Help |

V textovém vystupu vztahujicimu se k této problematice najdeme informaci o tom, Ze pro
vygenerovani 100 ndhodnych ¢isel podléhajicich danému rozdéleni mame kliknout na ikonu
Save Results (ikona na niZ je zobrazena disketa s ¢ervenou Sipkou)
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Save Results

¥4 STATGRAPHICS Plus - <recovered >.sgp - [Probability Distributions]
EF"E Edit Flot Descrbe Compare Relate Specal SnapStats!! View Window Help

S mEE 2wl BRl #laEEgRy e E e 8
\:\How:l D

T
"

_~Nro generate random mumbers from the selected distribution,

use the save button on the analysis toolbar.

mbers tc be generated: 100

V okné¢ Save results Options zaskrtneme pozadavek na generovani dat s poZadovanym
rozdélenim a zvolime nazev pro tato data. Po odsouhlaseni (OK) najdeme generovana data
pod zvolenym ndzvem v tabulce (datovy vstup), kterou praveé pouZivame.

i Save Results Options m
E Save Target Variables 0K
¥ Fiandom Numbers for Dist. 1 [Exp_gert
= Cancel
Help

I~ Autosave

7.2. Vyrobce zarovky XX vi, Ze primérna Zivotnost Zarovek XX je 10.000 h. V ramci

své propagaéni kampané chce garantovat dobu T, do niz se nespali vice nez 3% Zarovek.
Urdete tuto dobu.

ResSeni:

X ... Zivotnost zarovky (doba do poruchy) ma exponencidlni rozdéleni

X > E(1)

Urcime parametr A:

EX =l
A
EX =10.000

= A=10"*n"

Na zaklad¢ zadané pravdépodobnosti najdeme dobu T:

P(X <T) <0,03
F(T) <0,03
- <003
0,97 <e M
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_In(0,97) o7

A
T <-10*-1n(0,97) =T =304 h
Vyrobce muze tvrdit, Ze vice nez 97% zarovek ma Zivotnost delsi nez 304 hodin.
Reseni ve Statgraphicsu:

Postup feSeni zlstdvd naprosto stejny, pouze k vypoctu pouzijeme Statgraphics, nikoliv
kalkulacku.

Statgraphics pouZijeme ve chvili, kdy mame fesit nerovnici: F(T') <0,03

Zobrazime si vystupy pro X — E(0,0001). Distribuéni funkce spojité ndhodné veliiny je

funkce rostouci a proto uvedenou nerovnici mizeme upravit: T <F _1(0,03)

Distribucéni funkce

1F ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ - Stfed. hodnc
1 — 10000

F(x)

02F 1

0 L/ ) ) ) ) ) B
0 1 2 3 4

° (X 160000)
Potiebujeme tedy najit 3% ni kvantil ndhodné velic¢iny X. Postup pfi hledani kvantilt je
popsan v piikladé 7.1. (ikona Tabular Options)

Inverse CDF

Distribution: Exponential

COF Dist. 1
0,03 304 532
0,1 1053, 61
0,5 6231 ,47
0,3 23025,3
0,53 46051 .7
ReSeni odecteme z textového vystupu: T <304,6

7.3. Predpokladejme, Ze doba do poruchy uréitého systému je modelovana
Weibullovym rozdélenim s linearné rostouci intenzitou poruch. (® =50)

a) Jaka je intenzita poruch systému po deseti hodinich funkce?

b) Jakd je pravdépodobnost, Ze systém bude pracovat bez poruchy béhem pocatecnich 100
hodin?

-94 -



Ing. Martina Litschmannova Statistika 1., cviceni
Reseni:
X ... doba do poruchy, (X — W(50; )

Hodnotu parametru § ur¢ime na zakladé poznamky, Ze intenzita poruch je linearn¢ rostouct.
Obecny tvar intenzity poruch Weibullova rozdéleni je:

B(1)"
/1(t)=6.(6j ; t>0,0>0; >0

_z ¢ehoZ vyplyva, 7e p = 2.
X - w(50;2)

ada) Hledanou intenzitu poruch uré¢ime dosazenim do obecného vztahu:

2-1
/1(10)22. 10 =0,008
—— 50\50

Intenzita poruch daného systému je po 10 hodinach provozu 0,008. Tj. pokud byl
systém po 10 hodin bezporuchovy, pak pravdépodobnost, Ze v néasledujicim velmi
kratkém Casovém intervalu At dojde k poruse, je 0,008 .At.

adb) Pravdépodobnost, ze systém bude prvnich 100 hodin bezporuchovy ur¢ime pfes jev
opacny, jehoZ pravdépodobnost uddva distribu¢ni funkce.

G
F(t)zl—e_[ej L 1>0,0>0;8>0

100

100\’ 2
P(X >100)=1- F(100) =1~ 1—e_[5j :e_[”] =e*=0,018

Pravdépodobnost, Ze dany systém bude prvnich 100 hodin bezporuchovy je 1,8%.
ReSeni ve Statgraphicsu:
Zacneme opét tim, Ze si dané rozdéleni zobrazime.

X - w(50;2)

Y2

Pii nastavovani parametru Weibullova rozd¢€leni musite védét, Ze @ je parametr méritka
(scale) a B je parametr tvaru (shape).

| Weibull Options X]

Ok

[ o ]
Cancel
I

Help

TTTTT
i
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ada)

Nabizi se nam dvé moznosti reseni:

1) Alt)= 0
1-F(r)
funkce v ptislusném bodé (10).

, staci tedy urcit hodnotu hustoty pravdépodobnosti a hodnotu distribu¢ni

Postup, jak tyto udaje ziskat jiZ nebudeme opakovat. Nevite-1i, vrat'te se k piikladu 7.1.

istribution: Weibull

Lower Tail Area (<)
ariable Dist. 1 Dist. 2
1o 0,0332106

Probability Density
ariable Dist. 1 Dist. 2
1o 0,00768632

Upper Tzil Area (>}

A10)= LU0 _ 000768632 o

L 1-F10) 1-0,0392106 ——
2.) Muzeme zkusit odecist pozadovanou hodnotu z grafu intenzity poruch:
(Postup je uveden opét v pitfkladu 7.1.)

Weibull Distribution

X 0,001g
58 g g i — ™~ Shape,Scal¢
e 1 —250

8- ]
-e . ,/ ]
S 18- b
[\ 1
< A ]
2L 1
22k, ‘ ‘ ‘ ‘ g
x:9,97872 27 47 67 87

y:0,00791453
X

adb) Hledanou pravdépodobnost odecteme piimo z textového vystupu pro danou nidhodnou
veli¢inu, pro x = 100.

[Distribution: Weibull

Lower Tail Area (<)
Variable Dist. 1 Dist. 2
100 0,981684

Probability Density
[Variable Dist. 1 Dist. 2
100 0,00146525

Upper Tail Area ()
[Variable Dist. 1 Dist. 2
100 0,0183156

P(X >100)= 0,018
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7.4. Urcete:

a) @©(0,54)
b) ®(-2,42)
©) Zoj7s
d) zo2s
ResSeni:
ada) PrisluSnou distribuéni funkci nalezneme v Tabulce 1:
V prvnim sloupci je uveden argument distribu¢ni funkce s pfesnosti na jedno desetinné
misto (0,5), identifikator druhého sloupce udava druhé desetinné misto argumentu (4).
$(0,54) =0,705
adb) Pro nalezeni distribu¢ni funkce zdporného argumentu musime pouZit pfevodni vztah:
P(z2)=1-P(-z); —oo<z<eo
V naSem piipadé:
D(-2,42) =1-P(2,42)
$(-2,42) =1-0,992
D(-2,42) = 0,008
adc) Pro urceni 100p%-niho kvantilu se musime pokusit najit p v jadru tabulky a ur¢it pro né
piisluSnou hodnotu z,.
P(z,)=p
V nasem piipadé:
D(z445)=0,75
Zo0s =067
add) V Tabulce 1 nalezneme hodnoty (50 azZ 100)%-nich kvantild. Pro nalezeni (0 az 50)%-

nich kvantil musime pouZit pfevodni vztah mezi kvantily, ktery si timto odvodime:

P(z,)=p; D(z,_,)=1-p

1-®(z,)=1-p
D(-z,)=D(z, ,)
_Zp =Zl—p

V nasem piipadé:

» 27025 v Tabulce 1 nenalezneme.
>

» Nalezneme z(7s:

Zp,25 = TZ1-025 = ~<0,75
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q)(ZOJS ): 0,75
2025 = 0,67

» Urcime zo2s. 24,5 = —2075=—0,67

ReSeni ve Statgraphicsu:

Jde o ureni hodnot distribu¢ni funkce a hodnot kvantili ndhodné veli¢iny s normovanym
normdlnim rozdélenim.

Opét zaCneme tim, Ze si zobrazime rozdéleni této ndhodné veli¢iny (X — N (O;l)):

Zvolime si menu: Describe\Distributions\Probability Distributions a vybereme rozdéleni
normdlni (Normal). Vystupem je popis normované normalni nidhodné veli¢iny (u=0; o’=1),
proto nemusime parametry rozdéleni ménit.

ada, adb)
Hodnoty distribuéni funkce ur¢ime tak, Ze v menu Pane Options (RC na textovy vystup)
nastavime poZadované x:

Distribution: Normal
Lower Tail Area (<)
ariable Dist. 1 Dist. 2
0,54 0,705403
-2, 42 0,00776023
Probability Density
ariable Dist. 1 Dist. 2
0,54 0,344818
-2, 42 0,0213407
Upper Tail Area (>)
arizable Dist. 1 Dist. 2
0,54 0,294597
-2, 42 0,33224

Je ztejmé, Ze:
®(0,54) = 0,705

®(-2,42) = 0,008

adc, add)
Hodnoty kvantild ziskdme pomoci ikony Tabular Options (zasSkrtneme Inverse CDF). Pomoci{
menu Pane Options navolime poZadované p.

istribution: Normal

CDF Dist. 1
0,25 -0,674432
0,75 0,674432
0,5 1]
0,3 1,28155
0,33 2,32635
Odecteme:
%95 = 0,674
25 = 0,674
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7.5. Necht’ nahodna veli¢ina X ma normalni rozdéleni se stfedni hodnotou 10 a
smérodatnou odchylkou 5. Urcete:

a) F(7)

b) xo75

€) Xo30

Reseni:
X - N(10;25)= £ =10;6% =25

ada) Distribu¢ni funkci normdlni ndhodné veli¢iny uréime pomoci standardizace:

F(x):CD(x_’uj
(o2

7-10
F(T)=®| —— |=®(- 0,6

) ( JEJ (-06)
F(7)=1-®(0,6)
F(7)=1-0,726 (viz. Tabulka 1)

F(7)=0274

adb) Postup pfti urceni horniho kvartilu je nasledujici (opét vyuZijeme standardizace):

F(xy45)=0,75

Xoq5 —10
b —— |=0,75
[ V25 j

Xo75 —10 .

2o 77 =0,67 (VlZ. Tabulka 1)
V25

X075 =5.0,67+10

X075 =13,35

adc) Poné¢kud odlisny postup musime pouZzit pro nalezeni 30%-niho kvantilu:

F(xy5)=0,30

Xo30 — 10
b ——— |=0,30
( J25 j

V této fazi vSak jest¢ nemuzZeme pouzit Tabulku 1, protoZe v jadru tabulky se nachazeji
pouze hodnoty (0,50 az 1,00). A proto rovnici upravime do vhodnéjsiho tvaru:
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Xo3 —10
cp(—“() =030
V25

Xoa —10
1—¢(L] =1-0,30

V25

cp( Yo ~101_ 670
J2s )

A nyni jiz tabulky miZzeme pouZzit:

Xy50 —10
S ————|=0,70
( V25 J

Xo30 —10 .
_0 — 20,525 (viz. Tabulka 1)
J25
Xo0 =-5-0,525+10
Xo 0 =7375

ReSeni ve Statgraphicsu:

Jde o urceni hodnoty distribu¢ni funkce a hodnot kvantili ndhodné veli¢iny s normdlnim
rozdélenim, X — N(10;25)= 1 =10;0% =25.

Zobrazime si  rozdéleni této  ndhodné  veliCiny. Zvolime si  menu:
Describe\Distributions\Probability Distributions a vybereme rozdéleni normalni (Normal).

Vystupem je popis normované normélni nihodné veligéiny (u=0; o°=1), proto musime
parametry rozdéleni zménit v Analysis Options.

b Normal Options

A Mean
L=
10

|
_ Coreal |
_ b

Help

Cancel

1
LN

Vsimnéme si, Ze jako parametry tohoto rozdéleni nastavujeme sttedni hodnotu a smérodatnou
odchylku (nikoliv rozptyl).

ada)
Hodnotu distribucni funkce ur¢ime tak, Ze v menu Pane Options (RC na textovy vystup)

nastavime pozadované x:

Je ziejmé, Ze:
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[Distribution: Hormal

Lower Tail Area (<)

Variable Dist. 1 Dist. 2
7 0,274252

Probability Density
[fariable Dist. 1 Dist. 2
7 0,0666443

Upper Tail Area (>}
[Varizble Dist. 1 Dist. 2
7 0,725748

F(7) =0274

adb, adc)
Hodnoty kvantili ziskdme pomoci ikony Tabular Options (zaskrtneme Inverse CDF). Pomoci
menu Pane Options navolime pozadované p.

istribution: Normal

COF Dist. 1
0,75 13,3725
0,2 7,3779%
0,5 10
0,3 16,4078
0,332 21,6318
Odecteme:
Xoq5 = 13,37
Xo30 = 7,38

7.6. Stanovme pravdépodobnost, Ze niahodna veli¢ina X majici rozdéleni N (/1,0'2)
nabude hodnoty z intervalu (1 —k-o; £+ k-o) pro dané kladné k.

Reseni:

Pro k>0:

P(,U—kO'< X <ﬂ+ko‘):F(lu+ko-)_F(lu_kO.):(D((ﬂ"‘ko')—ﬂj_q)((,u—ko')—laj:
o} (o3

=®(k)-D(-k)=D(k)-[1-D(k)]=2-P(k)-1

Nésledujici tabulka uvadi hodnoty této pravdépodobnosti pro n€které hodnoty k:

k Plu—ko <X < pu+ko)
1 0,683

1,64 0,900

1,96 0,950

2,58 0,990
3 0,998
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7.7. Firma ziska z kaZzdého prodaného vyrobku 100,-K¢&. Za vyménu béhem zaruéni
lhiity zaplati 300,-K¢. Zivotnost vyrobku v letech ma normalni rozdéleni N(3;1). Jakou
zaruc¢ni dobu v mésicich ma firma stanovit, aby stiedni (priamérny) zisk byl alespon 60,-
K¢/vyrobek?

ResSeni:

X ... pocet reklamovanych vyrobki (z jednoho prodaného)

Y ... zisk z jednoho prodaného vyrobku

Z ... Zivotnost vyrobku

Ty ... zaruCni doba

Je zfejmé, Ze X m4 alternativni rozdé€leni, jehoZ parametr p je roven pravdépodobnosti, Ze
dojde k reklamaci vyrobku béhem zarucni doby:

X - Alp); p=P(Z<T,)
Zisk z jednoho vyrobku (Y) je din jako:
Y =100-300- X

A tedy: EY =100-300- EX

EX =p=P(Z<T,),kde Z— N(3;1) aproto EX :F(TZ):¢(TZ;3):®(TZ -3)

Nyni stac¢i vyfesit nerovnici popisujici poZadavek na zaru¢ni dobu:

EY > 60
100 -300- EX > 60

100 -300- (T, —3)> 60
4

&1, -3)<—

(r,-3)s 5

®(T, -3)<0,133

ReSeni této nerovnice nelze najit v tabulkdch, proto nerovnici upravime:

1-®(T, -3)>1-0,133
&(—(1, -3))= 0867

viz. Tabulka 1.:

—(1,-3)>111
T, <189 let
T, < 22,68 méé.

Firma by mé¢la stanovit zaru¢ni dobu na 22 mésici.
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7.8. Necht’ X je nahodna veli¢ina s logaritmicko-normalnim rozdélenim s parametry:
n=2; 6°=9. Ur&ete:

a) pravdépodobnost, Ze nahodna veli¢ina X je z intervalu (0;30)
b) median daného rozdéleni
¢) stiredni hodnotu a rozptyl nahodné veli¢iny X
Reseni:
X — LN(2,9)
ada) Pravdépodobnost, Ze ndhodna veli¢ina X je z intervalu (0;30) miZeme uréovat rovnéz
jako pravdépodobnost, Ze ndhodnd velicina X je mens$i nez 30, nebot’ log.-normalni

ndhodna veli¢ina mlze nabyvat pouze kladnych hodnot.

Pfipomenme si postup pfi urCovani distribu¢ni funkce log.-normélni ndhodné veliciny:

CID(IHX_’UJ; prox >0
F(x)= ?

0 prox <0

A nyni jiz pfejdéme k urceni hledané pravdépodobnosti:

—0=®(0,47)=0,681

Mﬂ@o)—m:@(wj

J9

nebo

=®(0,47)= 0,681

P(0< X <30)=P(X <30)=F(30)= q{wj

V9

adb) Pro urfeni medidnu mlzeme pouzit vztah pro 100p%-ni kvantil, ktery byl odvozen
v Privodci studiem:

205 =0 (viz.Tabulka 1) = x,5=e""""=¢*=7,

~

I

adc) Stiedni hodnotu a rozptyl uréime na zakladé vyse uvedenych vztaht:

2
o
2

Ut
EX =e = EX=e¢

DX =7 e —1) = DX =e(* —1)=36-10°
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Reseni ve Statgraphicsu:
Pozor!!! Opcét se setkite snestandardnim pfistupem ve Statgraphicsu. Parametry

lognormélniho rozdéleni ve Statgraphicsu nejsou stfedni hodnota p a rozptyl o’ (resp.
smérodatna odchylka) piislu§né normalni ndhodné veli¢iny Y (Y= In X), ale stfedni hodnota a

0.2

smérodatnd odchylka ndhodné veli¢iny X (EX = & ,DX = **7 (e”2 - 1)).
Chceme-li tedy pomoci Statgraphicsu urCovat pro ndhodnou veli¢inu X, kterd ma lognormaln{

rozdéleni s parametry p a ¢, ur€ovat pravdépodobnosti vyskytu X na néjakém intervalu,
musime si nejdiive urcit parametry, které pro tuto ndhodnou veli¢inu poZaduje Statgraphics.

0_2
ar—
Mean: EX =¢ 2

Std. Deviation: o, =+/e** (= 1)

V nasem piipadé vyuZijeme vysledky, které jsme ziskali v bod¢ c).

EX =665,1; 0, =+/3.6-10° =6-10°

Nyni muZeme jiZ zndmym zpisobem zobrazit vystupy pro ndhodnou veli¢inu s danym
rozdélenim.

Menu Describe\Distributions\Probability Distributions ...

ZaSkrtneme Lognormal a v menu Analysis Option (RC na oblast textového vystupu)
zadame pozadované parametry (viz. vyse).

Lognormal Options _

Mean: Std. Dev K
4 [gesa 60000 >
Cancel
Help
[ | [
: [
[ | [

ada) Zobrazime si hodnoty distribu¢ni funkce v bodech 0 a 30 (Pane Options) a dosadime:

istribution: Lognormal

Lower Tail Area (<}

ariable Dist. 1 Dist. 2
0 ]
30 0,680006

Probability Density
ariable Dist. 1 Dist. 2
0 ]
30 0,00337245

Upper Tail Area (¥}
ariable Dist. 1 Dist. 2
0 1.0
30 0,313334
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P(0 < X <30)=F(30)— F(0) = 0,680—0 = 0,680

adb) Pro ureni medianu (obecné pro urceni kteréhokoliv kvantilu) pouZijeme ikonu
Tabular Options (ZIutd ikona) a zaskrtneme Inverse CDF.

V generovaném vystupu piimo najdeme hodnotu medidnu (50%-ni kvantil). Pokud bychom
chtéli ziskat hodnotu kvantilu, ktery nebyl automaticky vygenerovan, provedeme RC na
textovy vystup a v Pane Options nastavime pozadované p.

istribution: Lognormal

COF Dist. 1
0,01 0,00&885301
El o lE7Es
5 i | 721 I
(] 344 325
0,53 7330,68

7.9. Urcete median a 10%-ni kvantil nahodné veli¢iny s exponencialnim rozdélenim se
stiedni hodnotou 10s.

ReSeni:

X — Exp(A)

EX=%=IOS = A1=01ls"
Ft)=1-¢*;, 1>0;t>0

Pro kvantily spojité ndhodné veliCiny plati: F (xp): p . Vzhledem k tomu, Ze musime urcit
jak medidn, tak i 10% ni kvantil, ur¢ime si obecny vztah pro 100p% ni kvantil exponencidlni
NV:

F(xp)=p
| -
l-p=e s
ln(l—p)zln(e “ﬂ)
In(l-p)=-1 X,
_—In(l-p)
’ A

A nyni jiZ sta¢i dosadit:
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Median xg5:

_—In(1-0.5) _ln@j ~m(2") m2

Xo5s = = = =

A A A A

Pro X — Exp(0,1): x,,=10-1n2= 6,93

Xo,1+
~In(1-0,1) -1In(0,9)

Xog = =

A A

Pro X — Exp(0,1): x,, =—10-1n(0,9)= 1,05

ReSeni ve Statgraphicsu:
Zobrazime piislu§nou ndhodnou veli¢inu.
Menu Describe\Distributions\Probability Distributions ...

Zaskrtneme Exponential

V menu Analysis Options (RC na textovy vystup) zaddme jako parametr exponencidlni NV
jeji sttedni hodnotu. (V nasem piipadé nemusime provadet, prednastavena stiedni hodnota je
10.)

Klikneme na ikonu Tabular Options (Zlutd ikona) a zaSkrtneme Inverse CDF, odecteme
medidn a 10%-ni kvantil.

istribution: Exponential

COE Dist. 1
0,01 0,100503
0.1 1,05361
0,5 6,33147
L) T, 0259
0,33 46,0517

X5 = 6,93
X, =1,05

Nastroje ovéieni normality

Normalita je hlavnim pfedpokladem o datech v drtivé vétSin¢ analyz a testli (parametrické
testy, Shewhartovy regulacni diagramy, indexy zpusobilosti...). Jde o ptedpoklad, Ze data
pochazeji z normalniho rozdéleni. Ovéieni normality je nezbytny krok pied kazdou
zodpovédnou analyzou jednorozmérnych dat.

Grafické znazornéni a vizualni posouzeni
(uzivatel musi mit alespoii minimélni znalosti o konstrukci a pouzivani diagnostickych

exploratornich grafii). Nejcastéji se pouziva Q-Q graf, jaddrové odhady hustoty, popt. kruhovy
graf.
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Q-Q graf

Jde o graf pro diagnostiku normality a odlehlych
pozorovani. Na ose x jsou vyneseny teoretické kvantily
normalniho rozdé€leni, na ose y jsou vybérové kvantily
konstruované piimo z dat (viz. Exploratorni analyza). Pro
normdlni data bez odlehlych pozorovani md graf tvar
piimky; pro normdlni data s odlehlymi pozorovanimi ma
tvar ptimky skoncovymi body leZicimi mimo tuto y
piimku; pro systematicky zeSikmend data s kladnou otk 7 |
Sikmosti (napf. rozdéleni lognormalni, exponencidlni) ma 1380 1400 1420 1440 1460 1480
nelinedrni konvexni tvar . Pro systematicky zeSikmend data se zdpornou Sikmosti ma
nelinedrni konkdvni tvar . Pro data s vyssi Spicatosti neZ odpovidd normalnimu rozdéleni, tedy
s vysokou koncentraci dat kolem stfedni hodnoty (napf. Laplaceovo rozdéleni) md tvar
konkdvné-konvexni . Pro data s niz8i Spicatosti neZ odpovidd normélnimu rozdéleni, tedy
s malou koncentraci dat kolem stfedni hodnoty (naptf. rovnomérné rozdéleni) ma tvar
konvexng-konkdvni . Proti statistikdm md QQ-graf vyhodu v moZnosti vizudlné posoudit, zda
je nelinearita zptisobena jen n¢kolika body, nebo vSemi daty.

Q-Q graf pro promennou Véha
lambda1 = -0,5375, lambda2 = 0,0

percentage

Odhad hustoty
Porovnani pribéhu hustoty pravdépodobnosti normdlniho | ‘! R
rozdéleni (plnd cara) sjadrovym odhadem hustoty e
vypoéitanym na zdkladé dat (pferuSovana cédra). V o

vz W . Vv v , . . . om-
ptipad¢ normality a vétstho mnozZstvi dat jsou si ob¢ o
kf'ley blizké. I

IJJ:I:I:IMII O 1 R . O = T < B =1 s 1 Elml

Kruhovy graf

SlouZzi ke komplexnimu vizudlnimu posouzeni normality na
zaklad¢ kombinace Sikmosti a SpiCatosti. Zeleny kruh (elipsa)
je optimdlni tvar pro normdlni rozdé€leni, cerny ‘“kruh®
pfedstavuje data. V pfipadé¢ normdlnich dat se obé kiivky

tém&F kryj.

Krviow] Grat- Unkerk - Peuncet

b

Ukazka vystupu (statisticky software QC. Expert 2.5):

GG Grar- U1 iGrGe - et GG Grar- UG P
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- "
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o
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o
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E
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7.10. Vygenerujte ve Statgraphicsu nahodna ¢isla podléhajici nize uvedenym rozdélenim
a otestujte jejich normalitu.

NORM — N(10;16)
EXP — Exp(0,5)
ERLANG — E(8;0.4)
WEIB — W (50;8)

ResSeni:

Jak jiz vime, generovani ndhodnych ¢isel se provadi v menu:
Describe\Distributions\Probability Distributions ...

ZasSkrtneme poZadovany typ rozdéleni a v menu Analysis Options (RC na oblast textového
vystupu) nastavime jeho parametry.

Proved'te pro NORM.

Nyni klikneme na ikonu Save Results Options, zaskrtneme Random Numbers for Dist. 1 a
zaddme nazev pro pozadovana data (NORM).

5 STATGRAPHICS Plus - Untitle

| B[R ¥

R - &
EE (] -

Fow: [
Save Results Options

Save Target Variables o |
¥ Random Numbers far Dist. 1 HORM
Cancel
Help

i
T

[oh

Save
Results

™ Autosave
Cely postup zopakujeme pro ndhodna Cisla podléhajici exponencidlnimu, Erlangovu a
Weibullovu rozdélent.

V datové tabulce bychom nyni méli najit 4 proménné, pfiCemZz pro kazdou znich je
generovdno 100 hodnot.

12 STATGRAPHICS Plus - Untitled StatFolio - [<untitled>]

Hfll Fi= FEdit Plot Descbe Compare Relate Specal SnapStatsll View \Window Help
= 0 Y = eV N Bl 1 o P ) (B
NORM | EXP | EmanG | weB | co5 | col
1 [10,6284 0,488944 9,5997 33,5047
2 [12,8598 1,2936 19,7685 20,0789
3 173631 0.655809 20,9863 44,1241
4 |185647 2,28329 37,1499 26,2167
5 97238 1,27139 972823 35,1545
6 [12.4611 0,507331 32,1264 7.7567
7 |4.56875 1,50885 22,9378 34,5988
8 |5.71748 0,406135 31.5549 47,0452
9 |18,789 1,11749 29,1486 18,0187
10 931144 0,699334 954173 21,0385
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Nyni vyhodnotime normalitu téchto dat.

Co se tyCe grafii pro diagnostiku normality, Statgraphics ndm nabizi pouze dva. A to
empirickou (odhadovanou) hustotu pravdépodobnosti a Q-Q graf.

Oba tyto grafy ziskdame v menu Describe\Distributions\Distributionn Fitting (Uncensored
Data) ...

B4 STATGRAPHICS Plus - Untitled StatFaolio - [Uncensored Data - NORM]
EH Fie Edt Piot [[MSRIN Compare Relate Specal SnapStats!! View Window Help

1234 Mumeric Data r E z A S
Loa ] Categorical Data 3 H 2| 7 iﬁ‘ﬂ‘ml!l =
O ] oo D ]
Life Data 3 Prabability Plots...

Hypothesis Tests. .. Distribution Fitting (Uncensored Data). ..
Sample-Size Determination.... Distribution Fitting (Censored Data)...

Jako Data zaddme testovanou proménnou. Poté klikneme na ikonu Graphical Options a
zaSkrtneme pozadované grafické vystupy (Density Trace a Quantille-Quantille graph).

Graphical 0.1
Options 0,08 ya .

Z 0,06 // N

! .
K 0,04 N
0,02 S
Lo N P S ST
0 4 8 12 16 20 24
NORM

NORM
T

0 4 8 12 16 20 24
Normal distribution

7. grafu empirické hustoty pravdépodobnosti miiZeme usuzovat na to, Ze jak Sikmost, tak i
Spicatost rozdéleni odpovidd normélnimu rozdéleni. Rovnéz Q-Q graf naznacuje, Ze tudovana

data miZeme povaZovat za vybér z normdalniho rozdé€leni (body leZi v blizkosti vyznacené
piimky).

Co se tyce Sikmosti a Spicatosti téchto dat, miZeme ji pfesnéji posoudit z Ciselnych hodnot
téchto statistik. Hodnoty Sikmosti (skewness) a SpiCatosti (kurtosis) ziskdme v textovém
vystupu menu Describe\Numeric Dat\One-Variable Analysis ..., kde jako data zvolime
studovanou proménnou (NORM).
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[Summary Statistics for NORH
Count = 180
Average = 18,0385
Hedian = 9,99739
Uariance = 13,9276
[Standard deviation
Minimum = 8,78585
Maximum = 20,3545
Range = 19,5687
Lower quartile = 7,9684
quartile = 12,3936
weumne § i

= 3,73197

Upper

- of variation =

Statistika I., cvi¢eni

Vidime, Ze hodnoty obou charakteristik jsou blizké nule — coZ rovnéZ sv&dci ve prospéch

normality dat.

Obdobné vyhodnocen ni provedeme pro zbylé 3 proménné:

EXP:
.
Density Trace for EXP Quantile-Quantile Plot
018 F 3 15 5
TN —
015 / AN ] . o E
/ AN -
> 012 \ ] P
= N\ o 9 - J
2 009 \ 1 4 -
(0] \ N J
T 006 \ E
N 1
003 [ N E
—
ok i —
0 3 6 9 12 15 9 12 15
EXP Normal distribution

Z obou graft je patrné, Ze data jsou pozitivné zeSikmend (del$i pravy chvost hustoty, resp.
nelinedrni konvexni tvar Q-Q grafu)
Count = 188
Average = 2,208852
Median = 1,71475
Nariance = 4,39839
iStandard deviation = 2,089723
Minimum = ©,8324608
Maximum = 12,5153
Range = 12,4828
Lower quartile = 8,78285
Upper quartile = 3,09835
Stnd. skewness = 8,56182
Stnd. Kurtosis = 12,9491
CoefF. of variation = 94,9612%
Hodnoty Sikmosti (8,6) i Spicatosti (12,9) ukazuji na podstatny odklon od normality.
ERLANG:
Quantile-Quantile Plot
Density Trace for ERLANG 5
0,05 =
— 40 e 3
0,04 e AN 10) 2 ]
I SN g " ]
E 0,02 / \ % 20 ,
0,01 4 \ 10 - E
g e = 3
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

ERLANG

Normal distribution

Z obou grafii je patrné, Ze data jsou mirn¢ pozitivné¢ zeSikmend (del$i pravy chvost hustoty,
resp. nelinedrni konvexni tvar Q-Q grafu).
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Count = 100

Average = 28,4852

Median = 20,7526

Uariance = 55,6883

Standard deviation = 7,4221%
Hinimum = 6,86277

Maximum = 48,2561

Range = 41,4533

Lower quartile = 15,3885
Upper quartile = 24,7184
Stnd. skewness = 2,36655
Stnd. kurtosis = 2,18786
Coeff. of variation = 36,2317%

Nasi domnénku potvrzuji také hodnoty Sikmosti i Spic¢atosti. Na zdklad¢ exploracni statistiky
muzeme data povazovat za vybér podléhajici normalnimu rozdéleni.

WEIB:

Density Trace for WEIB

Quantile-Quantile Plot

0,06
0,05
0,04 |
0,03 F
002 | 4
0,01 | ~

VRN
/ N\

density

AN

WEIB

29 39 49
WEIB

59

e 20 39 49 59 69

Count = 108 . - B
huerage = 48,8539 Normal distribution

Median = 48,4961

variance = 40,5989

IStandard deviation = 6,37173
Minimum = 29|,7229

Maximum = 62,7484

Range = 33,0255

Lower quartile = 44,3616
Upper quartile = 51,8838
Stnd. skewness = -1,5926
IStnd. kurtosis = 8,821499
Coeff. of variation = 13,2596%

Také tato data miizeme povazovat za vybér z normalniho rozdéleni.

V kapitole testovani hypotéz se nau¢ime vyhodnocovat normalitu dat na zdklad¢ statistickych

testu.
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