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4 NAHODNA VELICINA

Nahodna velic¢ina je veli¢ina, jejiZ hodnota je jednozna¢né urcena vysledkem nahodného
pokusu (je-li tento vysledek din redlnym cislem). Jde o redlnou funkci definovanou na
zakladnim prostoru a charakterizovanou distribu¢ni funkci.

Distribu¢ni funkce je definovina jako F(x) = P(X<x), jde tedy o funkci, kterd kazdému
redlnému Cislu ptifazuje pravdépodobnost, Ze ndhodnd veli¢ina nabyvd hodnot mensich nez
toto redlné ¢islo.

Pravdépodobnost vyskytu ndhodné veliiny na néjakém intervalu ur¢ujeme na zakladé téchto
vztaht:

P(X <a)=F(a)
P(X 2b)=1-F()
P(a<X <b)=F(b)—-F(a)

[ Pa< X<b)

\

fix)

=a b ' ' x
Podle toho, jakych mulze ndhodna veli¢ina nabyt hodnot (resp. z jakého intervalu),

rozliSujeme spojitou a diskrétni ndhodnou veli¢inu, piesnéji feceno ndhodnou veliCinu se
spojitym a diskrétnim rozdélenim.

Diskrétni nahodna veli¢ina je nahodnou veli¢inou, kterd muZe nabyvat pouze kone¢ného
nebo spocetné nekonecného mnoZstvi hodnot (napt. vysledek hodu kostkou) Diskrétni
nahodnou veli¢inu popisujeme prostiednictvim pravdépodobnostni funkce, popf.
distribuéni funkce.

Spojita nahodna veli¢ina je ndhodnou veli¢inou, kterd muze nabyvat vSech hodnot
z libovolného kone¢ného nebo nekonecného intervalu (napt. Zivotnost zativky) Pro popis
spojité ndhodné veli¢iny pouzivime distribu¢ni funkci, hustotu pravdépodobnosti a
v ptipadé, Ze jde o nezdpornou spojitou ndhodnou veli¢inu pouzivime také intenzitu poruch.
Intenzita poruch méa pro vétSinu vyrobkil z technické praxe charakteristicky tvar vanové
ktivky.

V mnoha piipadech je vyhodné shrnout celkovou informaci o ndhodné veli¢iné do n¢kolika
¢isel, které charakterizuji nckteré vlastnosti ndhodné veli¢iny, piipadné umoZznuji srovnani
riznych nahodnych veli¢in. Tato ¢isla se nazyvaji ¢iselné charakteristiky nahodné veli¢iny.
Mezi zéakladni ¢iselné charakteristiky fadime napt. stiredni hodnotu, rozptyl, smérodatnou
odchylku, kvantily, modus, Sikmost a Spicatost.

V piipadé, Ze g(x) je n¢jaka prosta redlnd funkce, definovand na zdkladnim souboru ndhodné
veli¢iny X, miZeme snadno odvodit rozd¢leni transformované nahodné velic¢iny Y = g(X).
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Diskrétni nahodna veli¢ina

4.1. Méjme nahodnou veli¢inu X definovanou jako vysledek hodu Kklasickou
pravidelnou kostkou. Urcete typ NV, jeji pravdépodobnostni a distribu¢ni funkci
(zakreslete).

Reseni:

X vysledek hodu kostkou

Zakladni soubor NV X (mnoZina v§ech moznych vysledkt): Q ={1;2;3;4;5;6}

Vzhledem k tomu, Ze zdkladni soubor je tvofen konecné mnoha (Sesti) hodnotami, jedna se o
diskrétni NV

Pravdépodobnostni funkce této NV je uvedena v ndsledujici tabulce:

Xj P(X=x;)
1 1/6
2 1/6
3 1/6
4 1/6
5 1/6
6 1/6

(napt. P(X=1) ¢teme: pravdépodobnost, Ze vysledek hodu kostkou je 1). V tabulce jsou pfitom
uvedeny pouze nenulové hodnoty pravdépodobnostni funkce. Je ziejmé, Ze plati:

VxeR\Q:P(X=x,)=0
(napr. P(X=1,5)=P(X=-3)= ... = 0). Vsimnéte si zdroven, Ze je splnéna 2. cdst definice
diskrémi NV : D P(X =x,) =1
)

Na ndsledujicim obrdzku pak vidime grafickou podobu pravdépodobnostni funkce (izolované
body).

P(
X)

Diéle se pokusime na zdklad€ definice urcit distribu¢ni funkci. Z vlastnosti distribu¢ni funkce
vyplyvd, Ze body nespojitosti této funkce jsou ty body, v nichZ je pravdépodobnostni funkce

nenulova (P( x = xo ) = lim F(x) - F( X¢ )). Proto si ur¢ime hodnoty distribu¢ni funkce na
X=X+

vsech intervalech vymezenych body nespojitosti.
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napt.:

Vxe (—oo;1> : F(x) = P(X < x)=0 (pravdépodobnost, Ze na kostce padne ¢islo mensi nez 1)
Vxe (1;2> : F(x) = P(X <x)=1/6 (pravdépodobnost, Ze na kostce padne ¢islo mensi nez 2)
Vxe (2;3> : F(x)=P(X < x)=2/6 (pravdépodobnost, Ze na kostce padne ¢islo mensi nez 3)

Hodnoty distribucni funkce na celém definicnim oboru (R) jsou uvedeny v ndsledujici tabulce.

Xi F( x;)

(-oc;1> 0

(12> 1/6
(2;3> 2/6
(3;4> 3/6
4;5> 4/6
(5:6> 5/6
(6:) 1

Na grafu distribu¢ni funkce si v§imné&te jejich vlastnosti:

e neklesajici
e 7zleva spojitd
e IlimF(x)=1; lim F(x)=0

* P(X =x,)= lim F(x)—F(x,),tj.

X=X+
= distribuéni funkce je nespojitd vbodech, v nichZz je
pravdépodobnostni funkce nenulova
= velikost ,skoku“ vbodech nespojitosti je rovna piislusné

pravdépodobnosti
F(
X)
1
. O
-+ Oo—e
-+ O—e
-+ Oo—e
—+ Oo—e
1
16 __'i || | |
I 1 [ [ <

4.2. V osudi je 5 bilych a 7 ¢ervenych mic¢ki. Nahodna veli¢ina X predstavuje pocet
bilych mi¢kti mezi péti vybranymi. Vytvorte pravdépodobnostni a distribué¢ni funkci
této nahodné veliciny.

Reseni:

Néahodna veli¢ina X nabyva hodnot {0,1,2,3,4,5}.
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Z teorie pravdépodobnosti vime, Ze se jednd o opakované zavislé pokusy. Je zfejmé, Ze jde o
diskrétni nahodnou veli¢inu, mizeme tedy sestavit pravdépodobnostni funkci:

5 7
(x,J'(S—xi]
(12
5
Dosazenim jednotlivych hodnot ndhodné veli¢iny do pravdépodobnostni funkce ziskdme
pravdépodobnostni tabulku:

X; 0 1 2 3 4 5
P(x;) 21 175 350 210 35 1
792 792 792 792 792 792

Grafické zobrazeni pravdépodobnostni funkce (bodovy graf):

Pravdépodobnostni funkce

05 F =
o 04 L B
= - .
S 03F .
2 . . * ]
B 02 7
o C ]
o 01 F =
0 i.. : ‘ 95
0 1 2 3 4 5
Pocet kouli
Distribuéni funkce:
Fix)a
1 —_
X; F( x; )
(-o<;0> 0 "
0;1> 217792 . —
(12> 196/792
(2;3> 546/792 04 4
(3:4> 756/792 . C—
(2;5> 791/792 |
(5;¢) 792/792=1 —— : , >
3 5 B
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Spojita nahodna veli¢ina
4.3. Necht’ Y je spojita nahodna veli¢ina definovana hustotou pravdépodobnosti:

cl=y)(1+y) -l<y<l1

F»= 0 Jjinde

a) naleznéte konstantu c,

b) zakreslete f(y)

¢) naleznéte a zakreslete distribuéni funkci F(y),
d) uréete: P(0<Y<1), P(Y>0,5), P(Y=0,3)

ReSeni:

a) pro nalezeni konstanty ¢ vyuZijeme toho, Ze: I f(x)dx=1

—oo

-1 1 oo
dez+jc(1—z2)dt+j0dt:1
—oo -1 1

=l
O+cjt——| +0=1

3 -1

1 (1)
- —(-1-—2) | =1
C[( 3) ( 3 )}

c.—:1:>c:§:0,75
3
g(1— )1+ y) -1<y<l1
b) fy=5" 0T Y
0 jinde
Hustota pravdépodobnosti
>
4 ) 2 4

c) Distribu¢ni funkci urc¢ime z definice: F(y) = j £(2)dt pro —oo <y <oo

—oo

o

Pro —co<y<—1: F(y)= ]om:
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Pro —-1<y<1:

TR E s[ 2T 1
Q=£0df+lz(1—f2)df:0+z{f—g}1=Z(—y3+3y+2)

Pro 1<y <oo:

-1 1 y 3 1
= 3 2 _ 3 r _
F(y)= j()dz+jlz(1—z )dt+!0dt—0+z{t—§} +0=1
— .

Distribuéni funkce F(y)

12

d) Pravdépodobnosti vyskytu ndhodné veli¢iny Y na ur¢itém intervalu uréime pomoci
ptislusnych vztaht:

. P(O<Y<1)=F(1)—F(O)=1—i(0+0+2)=%~50%

11 1 27 5
o PY>05=1-F035=1-—(—(=)+3.—42)=1-"—="~15,6%
( ) 0,5) 4( (2) 5 ) Y o

e PY¥Y=03=0

Ciselné charakteristiky diskrétni nahodné veli¢iny

4.4. Vratme se k diive definované diskrétni nahodné veli¢iné X — hod Kkostkou.
V jednom z vySe ieSenych prikladu jsme si uréili a zakreslili jeji pravdépodobnostni i
distribu¢ni funkci.

Xi F(x;)

X; P(X =x;) (e 1> 0
"
3 1/6 (253> 2.5
3 1/6 (354> =6
5 1/6 (455> 4/6
6 1/6 (556> 5/6

(650c) 1
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Nyni uréeme:

a) stiedni hodnotu

b) rozptyl

¢) smérodatnou odchylku
d) median

e) modus

ReSeni:

) EX =p=Yxp)=11+2 13 s L g1 1293444546 _21_44
—= — 6 6 6 6 6 6 6 6 =

b) DX =u,=EX-EX) =EX*—(EXY)

EX* =) x'P(x)) = pliplipl pl el el 91 15,2
m 6 6 6 6 6 6 6

2
DX:EXZ_(EX)ZZE_ 21 :ﬁ_ﬂzﬁgg,g
— 6 6 36 36 36
c) o0, = DXzﬂzlj
= 6
d) X0’5=?

F(x)=05 < x, € (34)
Xos5 = sup{(3;4>} =4 (ovefeni: plati, Ze 50% hodnot ndhodné€ veliCiny je < 4)

e) modus je hodnota, pro kterou plati: P(X =x) =2 P(X =x,), i=12,.

v v/

(tj. hodnota, které nabyvda NV s nejvétsi pravdepodobnosti)

ProtoZe v nasem pripadeé nabyvd NV X vsech hodnot se stejnou pravdépodobnosti, jednd se o
vicemodadlni rozdéleni s mody {1;2;3,;4;5;6).

Ciselné charakteristiky spojité nahodné veli¢iny

4.5. A nyni najdeme vybrané Ciselné charakteristiky pro spojitou nahodnou veli¢inu.
Zvolme si nahodnou veli¢inu Y definovanou takto:

_cl=y)A+y) -l<y<l
0 jinde

a) stiedni hodnotu
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b) rozptyl
¢) smérodatnou odchylku
d) median
e) modus

ReSeni:

Nejdiive bychom museli urcit konstantu ¢ ze vztahu: J. f(dy =1
My vyuZijeme toho, Ze dany problém jsme jiz vyse feSili a miiZeme proto piimo pievzit
vysledek, Ze c=0,75.

o

o -1 1 o 2 el
a) QZﬂZ_[cy.f(y)dy::[Qy.Ody+:|.1y%(l—yz)dy+!y.0dy:0+%{y7—y711+0:

(vysledek byl ocekdvatelny, protoZe hustota pravdépodobnosti NV Y je sudd funkce)

b) DY =EY®>—(EY)?

o -1 1 3( o 3 y3 ys 1
EY? = |y’ .f(y)dy = | y>.0dy+ | y>.=(l=y* Jdy+ | y*.0dy =0+=| ==~ | +0=
_fwy J(ydy Iy y _fly 2=y py !y y 23 s

—oo

-1

_3.4_1
415 5
DY:EYz—(EY)Z—%—Ozzé—O,Z

d) F(yo,s) =05

Znovu vyuZijeme toho, Ze jsme s touto ndhodnou veli¢inou pracovali jiz diive a bez
opétovného vypoctu pouZijeme znalosti distribuéni funkce F(y).

0 pro y <(-1)
F(y):%(—y3+3y+2) pro (=) < y <1
1 proy>1

Ze vztahu pro distribucni funkci je zfejmé, Ze median miZe byt pouze hodnota
z intervalu (-1;1):

i(‘ )’3,5 +3Yp5 + 2) =05

(_ yg,s + 3)’0,5 + 2) =2
_yg,s +3Ys =0
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Yos, = 0

yosl-35s +3)=0= Yos, =V3 & (=1D)
Yos, = V3 & (=L

e) modus je hodnota, pro kterou plati: f(X)> f(x) pro —eo< x<oo
(j. hodnota, v niZ hustota pravdépodobnosti nabyva svého maxima)

Pro maximum funkce plati, Ze prvni derivace v ném musi byt nulova (nebo nedefinovana)
a druhd derivace v ném musi byt zdporna.

Je zfejmé, Ze rovnéZ modus budeme hledat na intervalu (-1;1):

i _,

dy

3 |
HESI
3
Z(O—Zy)—O

y=0...bod podezrely z maxima

Zda se jednd o maximum bychom mohli ovéfit z druhé derivace f(y), ale my vyuZijeme
opét toho, Ze jsme s danou NV pracovali a pohledem na graf f(y) si ovéfime, Ze hustota
pravdépodobnosti f(y) skute¢n€ nabyva svého maxima v bod¢ 0.

<>
Il
[e]

Funkce nahodné veli¢iny

V mnoha piipadech, kdy zndme rozdéleni ndhodné veli¢iny X, potiebujeme urcit rozdéleni
ndhodné veli¢iny Y, kterd je funkci X, tzn. Y = g(X).

Je-li funkce g(x) v oboru moznych hodnot veli¢iny X monoténni, pak existuje inverzni
funkce g '(y) , ajde o vzajemné jednoznaény vztah mezi X a Y.

Je-1i v takovém piipad¢ g(x) rostouci, pak pro vSechna x; < x, je y; < y, a distribu¢ni funkci
veliciny Y lze psat jako:

Hy)=PY<y)=P[X<g '] =Flg" ')

Pro klesajici funkci g(x), pak pro vSechna x; < x; je y; >y, a distribu¢ni funkci veli¢iny Y lze
psét jako:

Hy)=PY<y)=P[X>g '0I=1-Flg~'»)]
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Je-li X spojitd ndhodnda veli¢ina s hustotou pravdépodobnosti f{x), pficemz ¢'(y) ma pro
vsechna y spojitou derivaci, pak pro rostouci funkci g(x) dostaneme hustotu pravdépodobnosti
h(y) veli¢iny Y jako:

_AH(Y) _ (). 987 oy dx
h(y)= e fle ) &5 fle ) %

Podobné pro klesajici funkci i(x) dostaneme:

( ):dH(y) _

h(y —f(g‘l(y))‘dg—_=—f(g“(y))'j—§

dy dy

Vzhledem k tomu, Ze v ptipadé rostouci funkce g(x) je (% > OJ , zatimco v ptipad¢ klesajici
Yy

funkce g(x) je (% < OJ, Ize oba ptedchozi vztahy spojit do jednoho:
Y

dg™

Al e IR )] ;
y

dy

)
=g ) ‘ dy‘

4.6. Necht’ nahodna veli¢ina W je definovana jako linearni transformace nahodné
veli¢iny Y.
0,750 = y)1+y) -1<y<l1
fy)= g
0 Jjinde

W=5Y+6

Naleznéte:

a) distribu¢ni funkci H(w) nahodné veli¢iny W

b) hustotu pravdépodobnosti h(w) nahodné veliciny W,
¢) stiredni hodnotu EW nahodné veli¢iny W

d) rozptyl DW nahodné veli¢iny W.

ResSeni:

Stejné jako v pfedchozich piipadech vyuZijeme toho, Ze jsme jiz s NV Y pracovali (v
opacném piipad¢ bychom museli nejdiive najit F(y), EY a DY).

0 pro y < (=1)
F(y)=i(—y3+3y+2) pro(-)<y<l , EY=0,DY=02
1 proy>1
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w—=6

5

a) Hw)=PW <w)=P(EY+6<w)=P(Y < ):F(W?_6)

Nyni uréime distribu¢ni funkci H(w) tak, Ze do ptfedpisu pro distribu¢ni funkci F(y)

dosadime za y vyraz ( WS_ 6) .

w—=6
0 ro <-1
g ( 5 j
3
H(W):l _(W—_6j +3(W_6J+2 Pro—lS(W_6JSI
4 5 5 5
w—=6
1 ro >1
: ( 5 J
0 prow<1
H(w):—s—(l)o(w3—l8w2+33w—l6) prol<w<l11
1 prow>11

b) Hustotu pravdépodobnosti uréime jako derivaci distribu¢ni funkce:

h(w) _ dH (w)
dw
1 2
__ — 1<w<l11
hw) = 300 Bw* =36w+33) pro w
0 pro (w<1)U(w>11)

po dprave:

—i(w2—12w+11) prol<w<l11

By = 500

0 pro (w<1)U(w>11)

c) Z vlastnosti sttedni hodnoty plyne, Ze:

ﬂ:E(5Y+6):5.EY+6=5.0+6=g

d) Z vlastnosti rozptylu plyne, Ze:

DW =D(5Y +6) =5°.DY =25.02=5
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4.7. Necht’ nahodna veli¢ina X ma spojitou rostouci distribuéni funkci F(x). Najdéte
distribu¢ni funkci a hustotu pravdépodobnosti nahodné veli¢iny Y = F(X).

ReSeni:
Y =F(x)

¢ F(x) nabyva pro xeR hodnot z intervalu <0;1> = ndhodné veli¢ina Y nabyva rovnéz
hodnot z intervalu <0;1> =

proy<0...H(y)=0
proy>1...H(y)=1

pro0<y<l.. Hy)=PY <y)=P(FX)<y)=P(X <F'(y))=F(F () =y

0 proy<0
H(y)= y pro0<y<l]
1 proy>1

e Hustota pravdépodobnosti ndhodné veli€iny Y

dH
n(y) =
dy
1 roye (0;1
h(y) = pro. < )
0 Jjinde
Hustota pravdépodob i r érného rozdéleni

2,5 -2 -1,5 -1 -0,5 0 05 1 15 2 25

Nahodna veli¢ina Y ma tzv. rovhomérné (rektangularni) rozdéleni v intervalu <0, 1> .
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4.8. Necht veli¢ina X ma rovnomérné rozdéleni v intervalu <—% %> Jaké rozdéleni
ma veli¢ina Y =g X ? Naleznéte hustotu pravdépodobnosti NV Y.
Reseni:

dx

hy)=rle”' ()= n

X . ‘oz s . T
Hustota pravdépodobnosti rovnomérného rozdéleni na intervalu <— 2 ,5> :

1 1 < T 7z>
ﬂ_(_ﬂ'j T 272
2 2
flx)=
0 jinde

g)=y=1gx = g'(y)=x=arctgy

h(y)=fg™'( )‘Z_;:HI-T-T)’ yeR

Uvedené rozdéleni se nazyvd Cauchyho. Je piikladem rozdé€leni, které nemd konecny
rozptyl:

:%p_ﬂ:w

4.9. Necht veli¢ina X ma rovnomérné rozdéleni v intervalu <0;7Z'>. Jaké rozdéleni ma
veli¢ina Y = cot g X ? Naleznéte distribué¢ni funkci NV Y.

ResSeni:

Hustota pravdépodobnosti rovnomérného rozdéleni na intervalu <O;7r> :

-52-



Ing. Martina Litschmannova Statistika 1., cviceni
1
— na (0; 7
-0 7« < >

0 Jjinde

Distribu¢ni funkce rovnomérného rozdéleni na intervalu <0;7£> :

0 xe (—o00)
F(x)= [ 7= for+[—dar=—x  xelom)
co xe (1)

Distribu¢ni funkce NV Y:

H(y) =P(Y<y)= P(coth < y) = P(X > arccotgy) =1- F(arccotg y)

1-0 arccotgye (—oo;O)

H(y):l—l arccotgy arccotg ye <0;7£>
/1

1-1 arccotgye (Jr;oo)

Vzhledem k tomu, Ze obor hodnot funkce arccotg x je (0;7[):

|
|
|
|
‘ L
| | | |
o arceotgy e
| | | | | |

H(y):l—larccotgy yeR
T
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