Ing. Martina Litschmannova

Statistika I., cvi¢eni

1 KOMBINATORIKA, KLASICKA PRAVDEPODOBNOST

Kombinatorické pravidlo o sou¢inu

Pocet vSech usporddanych k-tic, jejichz prvni Clen lze vybrat n; zpisoby, druhy ¢len
po vybéru prvniho ¢lenu n, zptisoby atd. az k-ty ¢len po vyberu vSech predchézejicich

¢lentl ng zpUsoby, je roven ny - ny - ...

Kombinatorické pravidlo o sou¢tu

Jsou-li A1, Az, .

a jsou-li kazdé dve disjunktni, pak pocet prvki mnoziny A; U A, U ...

jeroven py+py+ ... + pn.

* Ng.

.., A, kone¢né mnoziny, které maji po fad¢ py, p», ..., p, prvku,

U A,

N 2 z o |
Uspoiddané Bez Variace bez V) =n=1).(1=2). ... (n—k+)=—"
vybéry opakovani{ opakovani{ -
!
Permutace bez P =V, (n=—"—=n
opakovani (]
S Variace s Vi (n)=n"
opakovidnim | opakovdnim
Permutace s P _ P(n) __n
opakovanim mrzete p(p ) P(ny ). P(n,)  mlayl. !
Neuspoiadané Bez Kombinace bez () _[ﬂj oo
21X s s s s k - -
vybéry opakovani opakovani k) (n=k)lk!
i ‘ +k-1 =
S o Kombln’ac,e s CA(n):CA(n+k—1):[n j: (n+k=1)
opakovanim | opakovdnim k (n=DLk!

1.1 Na startu béZeckého zavodu je 8 atletii. Kolika zptisoby mohou byt obsazeny stupné
vitézu?

ReSeni:

Jednoduchou dvahou dojdeme k tomu, Ze na prvnim misté¢ se mize umistit kdokoliv z 8-mi
startujicich. Jestlize n¢ktery z atletti uz dobéhl prvni, druhé misto obsadi nékdo ze zbyvajicich
7-mi zavodnikd. Jsou-li obsazena prvni dvé mista, je zfejmé, Ze pro tfeti misto madme 6
moZnosti.

Celkem tedy: V3(8) = 8.7.6 = 336 moZnosti

1.2 Kolik existuje trojcifernych cisel, které lze zapsat uzitim cifer 1, 2, 3, 4, 5.
Reseni:

Jedn4 se o piiklad na variace s opakovanim - zdleZi na potadi cifer a cifry se v ¢isle mohou
opakovat:

Na prvni pozici v Cisle se mize vyskytovat libovolna cifra z danych péti - tzn. 5 moZnosti.
Vzhledem k tomu, Ze cifry se v ¢isle mohou opakovat, dostdvame stejny po€et moZnosti i na
druhé a tfeti pozici. Pocet vS§ech moZnosti:
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Vi(5)=555=5"=125

1.3 Kolik riznych znacek teoreticky existuje v Morseové abecedé, sestavuji-li se te¢ky
a ¢arky do skupin po jedné az péti?

ReSeni:

Mame k dispozici dva znaky: e —. Z téchto znakil vytvaiime postupn¢ jeden znak, dvojice,
trojice, Ctvefice a pétice. Zélezi na potadi, znaky se samozifejm€ mohou opakovat, jednd se
tedy o variace s opakovanim, pficemzn=2ak=1,2,3,4,5:

2=V Q)+ Vo Q)+ Vi) + Vi) +Vs2)=2"+2"+2°+2*+2° =
=2+4+8+16+32=062

1.4 Méjme n riznych koralkii, které budeme navlékat na nit’. Jeji konce pak svazeme,
takZe vytvoiime kruh (nahrdelnik). Kolika zpusoby lze koralky do kruhu uspoiadat?
Tzn. usporadani, které se lisi pouze oto¢enim kruhu nepovazujeme za razné.

ResSeni:

Pokud bychom konce niti nesvazali, odpovidal by pocet vS§ech moZnosti poctu permutaci bez
opakovani z n prvkd, téch je n! OvSem v kruhu by nékterd z uspotdddni byla shodnd.
Proved’'me tedy nésledujici ivahu. Uvazujme néjaké uspotfddani v kruhu a zvolme si libovolny
kordlek, o kterém prohldsime, Ze je prvni. Ostatni kordlky ocislujeme napf. ve sméru
hodinovych rucicek. Celé uspotfddani ted’ pootocime ve sméru hodinovych rucicek o jeden
korélek (prvni se dostane na misto druhého, druhy na misto tfetiho, ...), ¢imZ v rdmci kruhu
dostaneme shodné uspotadani. Takto miZeme s kordlky pootoCit n krat a vzdy dostaneme
shodné uspotdddni. VSechna tato shodnd uspofddédni jsou ale zapo€itdna do poctu n! (pocet
uspotadani pied svazanim koncti niti). Vysledek je tedy:

' n(n-1)!
n n

1.5 Kolik riznych Sesticifernych ¢isel 1ze vytvorit z ¢islic 1, 2, 2, 3, 3, 3?2
ReSeni:

Mezi danymi Sesti ¢islicemi se nekteré opakuji. Pokud by se ¢islice neopakovaly, vytvofili
bychom 6! Cisel. v naSem piipadé se pocet Cisel zmensf:
Z davodu, Ze tam mame dvé dvojky se pocet moznosti snizi dvakrat - jedna moZnost 2 2
namisto dvou moznosti X 2, 2 X (permutace ze dvou prvkl) v piipadé, Ze by cislice byly
razné.

V dusledku tif trojek se pocet ¢isel zmensi Sestkrat - jedna moznost 3 3 3 namisto permutace
ze tif riznych Cislic.

. !
Pocet viech moZnosti je tedy: P (6)= 2’6—3‘

1.6 Zjistéte, kolik riznych péticifernych c¢isel lze vytvorit pouzitim cifer 1,2, 3,4, 5
(cifry se v ¢isle mohou opakovat).
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ReSeni:

Pii feSeni této ulohy se Casto miZzeme setkat s ndsledujici chybou: feSitel si v§imne, Ze z
pctiprvkové mnoZiny mame vytvifet pétice a automaticky se ulohu snaZi feSit pomoci
permutaci. Zde ale dochézi ke kolizi, nebot’ o permutace bez opakovani se jednat nemiize

(cifry se v c¢isle mohou opakovat) a permutace s opakovanim to byt také nemohou (neni
urceno, kolikrét se ktery prvek mé opakovat).

Zadani dlohy totiz ptesn¢ koresponduje s pojmem variace s opakovanim, kde k = n, takze
pocet vSech moZnosti je:

Vs'(5)=5"=3125
1.7 Zjistéte, kolik existuje riznych kvadru, pro néz plati, Ze délka kazdé jejich hrany
je prirozené ¢islo z intervalu <2’15>
ResSeni:
Pfirozenych cisel v tomto intervalu je 14. Kvadr je jednoznacné urCen tfemi hodnotami
(délka, $itka, vyska) u nichz nezéleZi na potadi (je jedno, jak je kvadr "natoceny"). Hodnoty v

trojici  se  mohou opakovat (i  krychle je specidlni pifipad  kvadru).
TakZe se jednd o kombinace s opakovanim, n = 14, k = 3:

¢ (14) = (14 +33—1J _ (136} 560

1.8 Jsou dany cifry 1, 2, 3, 4, 5. Cifry nelze opakovat. Kolik je mozno vytvorit z téchto
cifer Cisel, ktera jsou:

a) pétimistna, suda

b) pétimistna, kon¢ici dvojcislim 21
¢) pétimistna, mensi nez 30000

d) trojmistna licha

e) ¢tyFmistna, vétsi nez 2000

f) dvojmistna nebo trojmistna
Reseni:

ad a)

Suda - to v tomto piipad¢€ znamend, Ze kon¢i ciframi 2 nebo 4 (XXXX2, XXXX4) - tzn. dvé
moznosti. Na zbyvajicich ¢tyfech pozicich permutuji zbyvajici Etyfi cifry, takze vysledek:

a=2.P4)=48
ad b)
Maiame ¢islo XXX21. Tedy na tfech pozicich permutuji tii cifry:

b=P3)=6
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ad ¢)

Mensi nez 30000, to jsou Cisla zacinajici ciframi 1 nebo 2, tedy dv€ moznosti. Na zbyvajicich
¢tyfech pozicich permutuji zbyvajici Ctyfi cifry:

c=2.P4) =48
ad d)

Lich4, tedy konéi ciframi 1, 3, 5 - tfi moZnosti. Na zbyvajicich dvou pozicich se mohou
vyskytovat nékteré ze zbyvajicich Ctyt cifer, pticemz zédlezi na potadi - jednd se o variace
druhé tiidy ze Ctyt prvki.

d=3.V(4)=36

ad e)

obdobné jako u ptedchozich:

e =4.V5(4) =96

ad f)

f=Va(5) + V3(5) =80

1.9 Kolik riznych statnich poznavacich znacek OSB XX-XX existuje s aspoin dvémi
trojkami?

ResSeni:

vV s

Asporii dvé trojky, to jsou 2, 3 nebo 4 trojky. Za¢neme nejjednodussi moznosti:
4 trojky:

Tzn. jedind moznost OSB 33-33, takze x4 = 1

3 trojky:

Existuji 4 moZnosti, jak sesklddat tfi trojky na ¢tyfech pozicich (333X, 33X3, 3X33, X333).
Obecné to Ize vyjadiit jako pocet permutaci 4 prvkl s opakovanim, pficemz trojka se opakuje
tiikrat:

5 4!
P(4)=5=4
Dile existuje 9 moZnosti (zbyvajicich devét cifer), které mohou byt na ¢tvrté pozici. Obecné
lze  vyjadfit napi. jako pocet variaci prvni tiidy z  deviti  prvki:
Vi(9)=9

Tak?Ze vysledny pocet pro 3 trojky: x3 = P (4).V1(9) = 4.9 = 36
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2 trojky:

Existuje op&t P (4) moZnosti, jak sesklddat dvé trojky na &tyfi pozice, pfi¢em? tentokrat se
trojka opakuje dvakrat a zbyvajici dv€ pozice nerozliSujeme mezi sebou, takZe se také dvakrat
opakuji (33XX, 3X3X, 3XX3, X33X, X3X3, XX33):

41

P(4)= =6

S 21200
Na zbyvajicich dvou pozicich se mlize stfidat zbyvajicich devét cifer, pficemz v dané dvojici
zaleZi na portadi cifer a cifry se mohou i opakovat. To se da vyjadrit jako pocet variaci druhé
tfidy z deviti prvkl s opakovanim:
V,'(9) =97 =81
TakZe vysledny poet pro 2 trojky: x, = P (4).V,'(9) = 6.81 = 486
Tzn., Ze pocet statnich pozndvacich zna¢ek OSB XX-XX s aspoit dvémi trojkami je:
x=xs+x3+x2=1+36+486=523
1.10 Z mista A do mista B vedou 4 turistické cesty, z mista B do C tii. Urcete kolika
zpusoby lze vybrat trasu z A do C a zpét tak, Ze z téchto sedmi cest je pravé jedna

pouzita dvakrat.

ReSeni:

Nejprve urc¢ime, kolika zptisoby lze vybrat trasu z A do C: ke kazdému ze Ctyf zpusobd, jak
dojit z A do B, existuji tfi zpiisoby, jak dojit z B do C. Trasu z A do C lze tedy vybrat 4 - 3, ;.
dvandcti zplsoby.

Nyni jde o to, kolika zplsoby lze vybrat zpatecni trasu z C do A tak, aby v ni byla pouzita
pravé jedna cesta z téch, po kterych jsme uz §li z A do C. Mame tedy dvé moZnosti:

Po stejné cesté se budeme vracet z C do B. Potom z B do A piijdeme jinou cestou, nez kterou
jsme Sli z A doB. Vtomto piipadé lze vybrat zpiatecni trasu z C do A tfemi zpusoby.

R

Z C do B ptjdeme jinou cestou, nez kterou jsme pfisli, a z B do A ptijdeme po stejné ceste,
jako z A doB. Vtomto piipad¢ lze vybrat zpatecni trasu zC do A dvéma zpUsoby.
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ProtoZze obé uvedené moZnosti se navzdjem vyluCuji ajiné nejsou, dostdvame (podle
kombinatorického pravidla souctu), Ze celkovy pocet tras zC do A, které spliuji dané
podminky, je roven péti.

Ke kazdé z dvanicti tras z A do C existuje tedy pét tras z C do A, které spliiuji poZadovanou
podminku. Pomoci kombinatorického pravidla soucinu ziskdme vysledek tlohy: pocet vSech
zpusob, kterymi 1ze vybrat trasu z A do C a zpét tak, Ze z danych cest je praveé jedna pouZzita
dvakrat, je 12 - 5 = 60.

Podobné tlohy
Urcete pocet zptisobd, jimiZ 1ze vybrat trasu

a)zAdoCazpét; [4-3-3-4=144]
b) z A do C a zpét tak, Ze z téchto sedmi cest neni zddnd pouZita dvakrat; [4 -3 -2 -3 =72]
¢) z A do C a zpét tak, Ze z téchto sedmi cest jsou praveé dveé pouzity dvakrat. [4-3-1-1 = 12]
Klasicka definice pravdépodobnosti

Tato definice se zaklada na objektivni pravdépodobnosti a rika, Ze:

Pravdépodobnost jevu A je limitnim pifipadem relativni ¢etnosti jevu A.

n(A)

P(A)=1lim ,
n—oco n
kde: n(A) ... pocet vysledku piiznivych jevu A (kolikrat jev A nastal)
n pocet vSech realizaci pokusu

1.11 S jakou pravdépodobnosti padne na dvou kostkach soucet:
a) Sest

b) mensi nez 7

Reseni:

ad a) Sestka padne v nasledujicich piipadech:

&)
w2
N

1.kostka | 1
2. kostka | 5

N
(8]
[\
—

Tzn. 5 moZnosti, m =5

6) (6
Pocet vSech moznosti: n = (J . (J =36
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ad b)

Z ptedchoziho vyplyva, Ze je 5 moznosti pro soucet Sest. Ostatni moZnosti:

Soucet 5 Soucet 4 Soucet 3 Soucet 2

1.kostka | 1 |2 1.kostka | 1 | 2 1.kostka | 1 | 2] 1. kostka | 1
2.kostka |4 | 3|2 2.kostka | 3|2 | 1]2.kostka | 2 | 1] 2. kostka

98]

—_|

Takziem=5+4+3+2+1=15

1.12 Mame 230 vyrobku mezi nimiz je 20 nekvalitnich. Vybereme 15 vyrobki, pricemz
vybrané vyrobky nevracime zpét. Jaka je pravdépodobnost, Ze mezi 15-ti vybranymi
bude 10 dobrych?

ReSeni:

Z 230 vyrobkl vybirdme 15, pficemz nezdleZi na potadi a vyrobky se nemohou opakovat

230
(vyrobky nevracime zpét). TakZe pocet vSech moZnosti: n = { 15 j

Mezi vybranymi 15-ti vyrobky jich ma byt 10 kvalitnich a 5 nekvalitnich. Musime tedy z 210-
210) (20
ti kvalitnich vybrat 10 a soucasné z 20-ti nekvalitnich 5: m = ( J( j

10 5
[210} (20)
10 5
P(A) =~—~2 "2 =0,004

- (%)

1.13 Na jedné poli¢ce je nahodné rozestaveno deset knih. Urcete pravdépodobnost
toho, Ze urcité tfi knihy jsou postaveny vedle sebe.

ReSeni:

Pocet moznosti, jak uspotddat 10 knih odpovidd poctu permutaci z 10 prvka: n = 10!
m = 8.31.7! - existuje 8 zplsobli umisténi dané trojice knih (na pozicich 123, 234, 345, ...,
8910), 3! zpasobi jak danou trojici uspotadat a 7! zptisobt, jak uspotadat zbyvajici knihy.

8317

’

-
(o]

~—

A
(= 10!
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1.14 Méjme pét vstupenek po 100 K¢, tri vstupenky po 300 K¢ a dvé vstupenky po 500
K¢ Vyberme nahodné tfi vstupenky. Urcete pravdépodobnost toho, Ze:
a) alespon dvé zZ téchto vstupenek maji stejnou hodnotu
b) vSechny tfi vstupenky stoji dohromady 700 K¢

Reseni:

ad a)

Budeme fesit pomoci opa¢ného jevu. Opacny jev k "alespont dvé maji stejnou hodnotu" je
"kazdd ma jinou hodnotu":

— 10 it
3
ad b)

Dohromady za 700 K¢, tzn. jedna za 100 K¢ a dvé za 300 K& nebo dvé za 100 K¢ a jedna za
500 K¢:




