Ing. Martina Litschmannova Statistika 1., cviceni

10 ODHADY PARAMETRU NORMALNIHO ROZDELENI

V praktickych piipadech vétSinou nedokdzeme piesné uréit parametry zakladniho souboru
(populace). K jejich odhadu pouZzivdme charakteristiky pfislusnych vybérovych souboru —
vybérové charakteristiky.

Z metodického hlediska pouzivame dva typy odhadt parametrii:

bodovy odhad, kdy parametr zakladniho souboru aproximujeme jedinym ¢islem

a

intervalovy odhad (konfiden¢ni interval), kdy tento parametr aproximujeme intervalem,
v némz parametr leZi s danou pravdépodobnosti. Této pravdépodobnosti fikime spolehlivost
odhadu a oznacujeme ji (1-a), o nazyvame hladinou vyznamnosti.

,Dobry*“ (vérohodny) odhad musi spliiovat urcité vlastnosti. Mezi zdkladni vlastnosti
vérohodnych odhadu patii:

nestrannost (nevychylenost, nezkreslenost)
vydatnost (eficience)

konzistence

dostatecnost

V praktickych aplikacich, ¢astéji neZ bodovy odhad, urujeme intervalovy odhad pfislusného
parametru. Tento odhad je reprezentovén intervalem (Tp; Ty), v némz hledany parametr lezi
s predem urcenou pravdépodobnosti (spolehlivosti), kterou oznacujeme (1-a).

Intervaly spolehlivosti konstruujeme jako jednostranné nebo dvoustranné. V nésledujici

tabulce najdete piehled intervalovych odhadli pro parametry normdalniho rozdéleni vcetné
pouzitych vybérovych charakteristik.

Intervaly spolehlivosti pro parametry normalniho rozdéleni
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Velikost vybéru ma ptimy vliv na ptesnost odhadu parametr zakladniho souboru: ¢im vétsi
rozsah vybéru, tim pfesnéjsi je intervalovy odhad. Ekonomické a ¢asové diivody nds vsak
mnohdy nuti volit rozsah vybéru co nejmensi. V praxi proto hleddime kompromis, ktery pro
pozadovanou piesnost vypoctu (pFipustnou chybu odhadu A) povede k co nejmensimu
rozsahu vybéru.

Odhadovany parametr

Rozsah vybéru
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Intervalové odhady miZeme pouzit také ke srovnavani stfednich hodnot, resp. relativnich
cetnosti dvou populaci:

Odhadovany

Vhodna

Rozdé-

Meze oboustranného

intervalu | Dolni mez | Horni mez
vztah mezi| vybérova leni spolehlivosti levostranného | pravostranného
parametry | charakteristika | vybérové intervalu intervalu
char. spolehlivosti | spolehlivosti
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10.1. Utvar kontroly podniku Edison testoval Zivotnost Zarovek. Kontroloii vybrali
z produkce podniku nahodné 50 zarovek a dosli k zavéru, Ze prumérna doba Zivota
téchto 50-ti zarovek je 950 hodin a prislusna vybérova smérodatna odchylka doby Zivota
je 100 hodin. Urcete 95%-ni interval spolehlivosti Zivotnosti Zarovek firmy Edison.

ResSeni:

Chceme najit 95%-ni interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu Zivotnosti Zarovek firmy
Edison, pfic¢emz nezndme smérodatnou odchylku Zivotnosti téchto Zarovek. Mame k dispozici
informace pochdzejici z vybéru o rozsahu 50 Zarovek, tj. rozsah vybéru je vyssi nez 30 a proto
k nalezeni pfislusného intervalového odhadu mulzZeme pouzit nésledujici vztah (jde o
intervalovy odhad stfedni hodnoty pro zndmé o, kde jsme poloZili o=s) :

- S - . S
PPX——z  ,<pu<X+—+=-z, =
( e g Vn ‘7J

Spolehlivost intervalového odhadu: 1—a =0,95
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= Hladina vyznamnosti: a=1-0,95=0,05
=  Z_0025 1-%-0975

2 2
= Zp.07s =1,96  (viz. Tabulka 1)

Vybérovy soubor: X =950 hodin

S =100 hodin
n=50
Dosadime: P(950 _100. 1,96 < £ <950 + 100, 1,96J =0,95
J50 NED)
Po tipravé dostdvame: P(9223<u<977,7) =095

Tzn., Ze s 95%-ni spolehlivosti mizeme tvrdit, Ze Zivotnost Zarovek firmy Edison se pohybuje
v rozmezi 922 hodin 18 minut aZ 977 hodin 42 minut.

Reseni ve Statgraphicsu:

Statgraphics ndm umoZiuje urovat intervalové odhady téchto parametri normalniho
rozdéleni: stfedni hodnota, smérodatna odchylka, relativni ¢etnost (podil). Pro odhad stfedni
hodnoty se pouziva pouze vyberova statistika T (tzn. Ze Statgraphics neumoziuje odhadovat
sttedni hodnotu pro piipad, kdy zndme smérodatnou odchylku).

V nasem piipadé chceme urcit intervalovy odhad stfedni hodnoty. V menu Describe zvolime
polozku Hypothesis Tests ...

¥ STATGRAPHICS Plus - Untitled StatFolio
File Edit Plot ga=fags 8 Compare Relate Speda
— 1 Numeric Data »
= E E l Categorical Data 3
Distributions 3
Life Data 3

Hypothesis Tests...

Sample-Size Determination. ..

V okné Hypothesi Test zadime pozadované udaje: zaskrtneme pole Normal Mean (stfedni
hodnota normdlniho rozdéleni), pole Null Hypothesis nids v tuto chvili nezajima, jako
Sample mean (= vybé&rovd stfedni hodnota = primér) zaddme 950, jako Sample Sigma (=
vybérovd smérodatnd odchylka) zadame 100 a do pole Sample Size ( = rozsah vybéru)
zapiseme 50.

* Mormal Mean m

" Narmal Sigma
Help
" Binomial Proportion 4

" Paisson Rate

Mull Hypothesis:

0.5
Sample Mean: Sample Sigma:
950 100

|

Sample Size:
50
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V textovém vystupu najdeme oboustranny 95% nf interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu.

= L L L L L L |

Hypothesis Tests

Sample mean = 350,0

Sample standard deviation = 100,0

Sample size = 50

35,0% confidence interval for mean: 350,0 +/- 28,6 4137 [221,58;378,42]

Null Hypothesis: mean = 0,5

Altermative: not equal

Computed t statistic = 67,1338

P-Value = 0,0

Reject the null hypothesis for alpha = 0,05.

Porovnejte zjisténé vysledky s ,,ruénim® vypoctem. (Rozdily jsou zplsobeny piesné€jsim
stanovenim piislusnych kvantili).

Chceme-li nastavit jinou spolehlivost odhadu (resp. hladinu vyznamnosti), popfipadé
chceme.li urcit n€ktery z jednostrannych odhadii, nastaveni provedeme v okné¢ Analysis
Option (RC na textovy vystup).

Hypothesis Tests Options gj
Alternative Hypothesis
+ Mot Equal

Cancel

" Less Than

Hell
" Greater Than g

Alpha;

B

Je ziejmé, Ze v poli Alpha nastavime hladinu vyznamnosti. Je-1i zaskrtnuto pole Not Equal
(neni rovno), Statgraphics poskytne jako vystup oboustranny interval spolehlivosti,
zaSkrtneme-li Less Than (mensi neZ), dostaneme pravostranny interval spolehlivosti, resp.
jeho horni mez a obdobné zaskrtneme-li Greather Than (vétsi nez), dostaneme levostranny
interval spolehlivosti, resp. jeho dolni mez.

10.2. Obchodni fetézec TETO si v dubnu 2006 zadal studii tykajici se po¢tu zakazniku
v prodejné TETO Poruba v patek odpoledne (od 12:00 do 18:00) hodin. Po jednom
meésici sledovani prodejny jsme ziskali tyto adaje:

Datum Pocet zakazniki v TETO Poruba
(12:00-18:00) hodin
2.5.2006 3756
9.5.2006 2987
16.5.2006 3042
23.5.2006 4206
30.5.2006 3597

a) Objasnéte, pro¢ jsme neziskali vybérovy soubor o rozsahu alespon 30 hodnot a jaké
jsou dusledky volby vybéru o malém rozsahu.
b) Urcete pro managment i‘etézce TETO 95 %-ni interval spolehlivosti po¢tu zakazniku
v prodejné TETO Poruba v patek odpoledne.
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ReSeni:

ada) Pro ziskdni vybéru o rozsahu minimdln€¢ 30 hodnot bychom museli danou prodejnu
sledovat minimaln€ 30 patku (tj. déle nez pul roku), coz by vedlo jednak k zvySeni
finan¢ni ndrocnosti studie, jednak bychom museli dlouho ¢ekat na vysledky. Z téchto
divodu jsme zvolili mens$i rozsah vybéru (n=5) odpovidajici mesicnimu sledovani
prodejny. Nevyhodou malého rozsahu vybéru je nizkd piesnost odhadu (pomérné
Siroky interval).

adb) Urcujeme intervalovy odhad stfedni hodnoty s nezndmou smérodatnou odchylkou a
malym rozsahem vybéru, proto pro jeho vypocet pouZijeme nasledujici vztah:

P(?—i‘t <U<X +—=-

o t o, =l-o
\/; 1—5, n—1 \/; 1—5, n—1 j
Spolehlivost intervalového odhadu: 1-—a =0,95
= Hladina vyznamnosti: a=1-0,95=0,05
= Z_00ms 1-%=0975

2 2

= fyys . =278 (viz. Tabulka 2)

Vybérovy soubor:
5

- _ 2% 3756 4 2087 + 3042 + 4206 + 3597
5 5

b

=3517,6

=

3756 —3517,6)" +...+ (3597 - 3517,6)°

5% = = =2611913 = s=511,1
n—1 4
n=>5
Dosadime: P(3517,6 _3ILL 2,78 < 1 <3517,6 + SiLL 2,78} =0,95
V5 J5
Po tipravé dostdvame: P(28822< 11 <41530) =095

Tzn., Ze s 95%-ni spolehlivosti mizZzeme tvrdit, Ze navstévnost TETO Poruba se v libovolny
patek v odpolednich hodindch bude pohybovat v rozmezi 2882 az 4153 zédkaznik.

Cist b vyfeste pomoci Statgraphicsu (viz. pf. 10.1.)
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10.3. Automat vyrabi pistové krouzky o daném priméru. Pri kontrole kvality bylo
nahodné vybrano 80 krouzkii a vypodltena smérodatna odchylka jejich priméru
0,04mm. Odhadnéte 95%-ni levostranny interval spolehlivosti pro rozptyl a
smérodatnou odchylku priuméru pistovych krouzkii.

ReSeni:
Nejdifive najdeme 95%-ni levostranny interval spolehlivosti pro rozptyl. Pro jeho nalezeni

pouZzije nasledujici vztah:
P(M.sz <O-2J:1_a

Xa, n1
Spolehlivost intervalového odhadu: 1—a =0,95
= Xo.05:70 = 100,7 (viz. Tabulka 3)

Vybérovy soubor: $? =(0,04) =0,0016 mm*
n =80

Po dosazeni: P 7—9-0,0016 <o’ =095
100,7

>

P(0,0013< ¢2)=0,95
Jednoduchou tpravou pak ziskdme 95%-ni levostranny interval spolehlivosti pro smérodatnou

odchylku:
P(/0.0013 < 5)=095

P(0,035<0)=095

S 95%-ni spolehlivosti tedy miiZzeme tvrdit, Ze rozptyl priméru pistovych krouzki je vetsi nez
2,2.10° mm? (resp., Ze s 95%-ni spolehlivosti je smérodatnd odchylka priméru pistovych
krouzk? vét3{ nez 4,6.10”> mm).

ReSeni ve Statgraphicsu:

Statgraphics ndm umoZiiuje nalézt intervalové odhady pro smérodatnou odchylku, nikoliv pro
rozptyl.

Zvolime menu Describe, polozku Hypothesis Tests ... . V okné Hypothesis Tests
zaSkrtneme Normal sigma a doplnime pfislusné parametry vybéru. Pole Null Hypothesis nis
opét nezajimd, v poli Sample Sigma (vybérova smérodatna odchylka) doplnime hodnotu 0,04
a jako Sample Size (rozsah vybéru) dosadime 80.

1
Hypothesis Tests. 3]
] - Parameter .
" Nomal Cancel
* Momal Gi
Hely
" Binomial Proportion e ]
© Paissan Fale
Null Hypathesis:
05
Sample Si
0.04
Sample Gize:
50
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Automaticky se ndm vygeneroval oboustranny 95% ni interval spolehlivosti pro sigma, my
vSak pozadujeme interval levostranny, tj. pouze dolni mez tohoto intervalu (uvedend mez mé
byt s poZadovanou spolehlivosti mensi neZ skute¢nd smérodatnd odchylka). Proto v okné
Analysis Option (RC na textovy vystup) zaskrtneme Greather than (vétsi nez).

— ey, ' [

Sample standard deviation = 0,04
Sample size = 80

95,0% lower confidence bound for sigma: [0,0354204]
Mull Hypothesis: standard deviation = 0,5
Alternative: greater than

Computed chi-squared statistic = 0,5056

P-Value = 1,0
Do not reject the null hypothesis for alpha = 0,05.

Je ziejmé, 7e: P(0,035 < ¢)=0,95. Chtéli-li bychom pozadovany interval spolehlivosti uréit
pro rozptyl, musime udanou dolni mez umocnit na druhou.

10.4. Pii kontrole data spoti‘eby urcitého druhu masové konzervy ve skladech produkti
masného primyslu bylo nahodné vybrano 320 konzerv a zjisténo, Ze 59 z nich ma
proslou zaru¢ni lhutu. Stanovte 95% interval spolehlivosti pro odhad procenta konzerv
s proslou zaruéni lhiitou.

ResSeni:

Pro nalezeni 95%-niho intervalu spolehlivosti pro relativni Cetnost pouZijeme nésledujici

vztah:
P(p_ lp-li=p) cr<p+ pli=p) "‘j ey
n 1—5 n 1—5

Spolehlivost intervalového odhadu: 1-a=0,95
= Hladina vyznamnosti: a=1-0,95=0,05

= Z2_005 1-%-0975
2 2
= Zp975 =196 (viz. Tabulka 1)

59

Vybérovy soubor: =——=0,18
y y p 320
n=320

Po dosazeni:

P 0,18—1/w-1,96<ﬂ<0,18+1/w-1,96 =0,95
320 320

P(0138<7<0,222) =095

S 95%-ni spolehlivosti miZzeme tvrdit, Ze mezi masovymi konzervami se v daném skladu
nachdzi mezi 13,8% a 22,2% konzerv s proslou zarucni lhitou.
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ReSeni ve Statgraphicsu:

Opét zvolime menu Describe, polozku Hypothesis Tests ... . V okné Hypothesis Tests
zaSkrtneme Binomial Proportion a doplnime pfislusné parametry vybéru. Pole Null
Hypothesis nis opét nezajimd, v poli Sample Proportion (vybérova relativni Cetnost,
vybérovy podil) doplnime hodnotu 0,18 a jako Sample Size (rozsah vybéru) dosadime 320.

(T —

-d - Parameter
=
; Normal Mean  Comd |

" Momal Sigma

Hel
& Binomial Prapotion _ e |

" Paisson Rate

MNull Hypathesis:

P

Sample Proportion
o8 [

Sample Size:

220

Automaticky se ndm vygeneroval oboustranny 95% ni interval spolehlivosti pro relativni
cetnost:

Hypothesis Tests

ISample proportion = 8,18
[Sample size = 328

Approximate 95,8% confidence interval for p: [0,142273;8,2212]
Null Hypothesis: proportion = 8,5
Alternative: not equal

P-Value = 8,8
Reject the null hypothesis for alpha = 8,85.

Rozdily oproti vypoctenym hodnotdm jsou zplisobeny zaokrouhlovanim.

10.5. Vybérovym Setifenim bychom chtéli odhadnout primérnou mzdu pracovniki
urcitého vyrobniho odvétvi. Z vyCerpavajiciho Setieni, které probihalo pied nékolika
mésici, vime, Ze smérodatna odchylka mezd byla 750,-K¢. Odhad chceme provést s 95%
spolehlivosti a jsme ochotni piripustit maximalni chybu ve vysi 50,-K¢. Jak velky musime
provést vybér, abychom zajistili pozadovanou piesnost a spolehlivost?

ReSeni:

Chceme odhadnou rozsah vybéru pro intervalovy odhad stfedni hodnoty zndme-li
smérodatnou odchylku o (vyCerpdvajici Setfeni = zkoumdni celého zidkladniho souboru

(populace)).
l—a:0,95:>05:0,05:>1—%:0,975

20075 = 1,96 (Tabulka 1)
o =750 K¢
A<50 K¢

Rozsah vybéru odhadneme v tomto piipad¢ podle vztahu:
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Po dosazenti:

2
n (@ : 1,96)
50

n 2864,4
Chceme-li dosdhnout pfipustné chyby ve vysi maximalné 50,- K¢, musime pro nalezeni 95%-
niho intervalového odhadu provést vybérové Setfeni na souboru o rozsahu minimdlné¢ 865
pracovnikd.
ReSeni ve Statgraphicsu:
Statgraphics ndm umoziiuje odhadnout rozsah vybéru na zdkladé¢ pozadované maximalni
piipustné chyby (resp. relativni chyby). A to pro odhad stfedni hodnoty, smérodatné odchylky
a relativni Cetnosti.

Zvolime menu Describe, poloZku Sample - Size Determination ... .

V okné¢ Sample - Size Determination ... zaskrtneme Normal Mean a nastavime zadané
parametry (tj. Hypothesis Sigma (odhadovana smérodatnd odchylka) — 750).

Sample-Size Determination gl
Parameter
& Mormal Mean Cancel
7 Mormal Sigma
Hel
©° Binomial Proportion g
" Poisson Rate
'q
1] Hypothesized Mean;
v o,
Hypathesized Sigma;
750

V okn¢ Sample - Size Determination Options zadame velikost piipustné chyby v poli, které
se zvyrazni po oznaceni Absolute Error (= 50). Spolehlivost odhadu (Confidence Level) se
shoduje s pfednastavenou hodnotou (95%).

ample-Size Determination Options =
o
& Absolute Enor
- Cancel
o Help
 Powsr
" Sample Size
Conidance Loval Alrerative Hupothesis
E3 e & HerEqua
" Loss Than
™ Greater Than
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V textovém vystupu pak najdeme hledanou informaci:

[Sample-Size Determination

Parameter to be estimated: normal mean
Desired tolerance: +- 50,0

Confidence level: 95,0%

Assumed sigma: 758,08

IThe required sample size is n=865 observations.

[The StatAdvisor

This procedure determines the sample size required when estimating
[the mean of a normal distribution. Assuming that the standard
ideviation of the normal distribution equals 750,08, 865 observations
lare required to estimate the mean to within +/-58,8 with 95,8%
confidence.

10.6. Diskety dvou velkych vyrobci - Sonik a SM byly podrobeny zkousce kvality.
Diskety obou vyrobcii jsou baleny po 20-ti kusech. Ve 40-ti bali¢cich fy Sonik bylo
nalezeno 24 vadnych disket, ve 30-ti bali¢cich 5M bylo nalezeno 14 vadnych disket.
Urcete 95%-ni interval spolehlivosti pro rozdil v procentu vadnych disket v celkové
produkci firem Sonik a SM.

ReSeni:

Oznacme si procento vadnych disket v produkci fy Sonik m; a procento vadnych disket
v produkci fy SM .

Pro urceni poZadovaného intervalu pouZijeme vztah:

P[(m —pz)—\/p(l—p)(’;+:2j 2 <(z,-m,)<(p, —p2)+\/p(1—p)[’i+’j2j.zl_g}

Spolehlivost intervalového odhadu: 1-—a =0,95
= Hladina vyznamnosti: a=1-0,95=0,05

=~ Z_005 1-%-0975
2 2
= 20975 = 1,96 (viz. Tabulka 1)

Vybérové soubory:

Sonik:
x, =24
n, =40-20=800
D= % =0,030 (vybérovy podil vadnych disket fy Sonik)
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S5M:
x, =14
n, =30-20 =600
p = % =0,023 (vybérovy podil vadnych disket fy SM )
p= M =0,027
800 + 600

Po dosazeni:
P((0,007)-0,017 < (7, - ,) < (0,007)+0,017) = 0,95
P(-0,010< (7, - 7,)<0,024) =095
P(-1,0% < (7, - 7,)< 2,4 %)=095

S 95%-ni spolehlivosti mizeme tvrdit, Ze rozdil mezi podilem vadnych disket firmy Sonik a
podilem vadnych disket firmy 5M je v rozmezi —1,0 % a 2,4%. Tzn., Ze nemiZeme fici, které
diskety jsou kvalitné&jsi.

V ptipadé, Ze by rozdil mezi podilem vadnych disket firmy Sonik a podilem vadnych disket
firmy 5M byl zdporny (7[1 -7, < 0), znamenalo by to, Ze diskety firmy Sonik jsou kvalitn&jsi
(obsahuji mensi podil vadnych) nez diskety firmy 5M (7, <z, ). Obdobné v piipadé, Ze by
rozdil mezi podilem vadnych disket firmy Sonik a podilem vadnych disket firmy 5SM byl
kladny (7[1 -7, > 0), znamenalo by to, Ze diskety firmy Sonik maji hor$i kvalitu (obsahuji
veétsi podil vadnych) nez diskety firmy SM (7[1 >, ) V nasem piipadé vime, Ze rozdil mezi
podilem vadnych disket firmy Sonik a podilem vadnych disket firmy 5M mtize byt jak

kladny, tak i zdporny a proto nemiZeme fici, které diskety jsou kvalitnéjsi. Ale to uz jsme se
dostali k testovani hypotéz, jimZ se budeme zabyvat v nasledujici kapitole.

ReSeni ve Statgraphicsu:
Také porovnavani parametrii dvou normalnich rozdéleni umoznuje Statgraphics. MiiZzeme zde
hledat intervalové odhady pro rozdil stfednich hodnot dvou populaci, pro rozdil podili dvou

populaci a pro pomér mezi smérodatnymi odchylkami dvou populaci.

Vyse uvedené intervalové odhady najdeme v menu Compare, v poloZzce Hypothesis Tests

4 STATGRAPHICS Plus - Untitled StatFolio
File Edit Plot Describe JeeWt={-0 Relate Specal SnapStats!! View

Window He

=
Sample-Size Determination. ..

V okné¢ Hypothesis Tests (Compare) zaskrtneme pole Binomial Proportion a vyplnime
pozadované parametry — Sample 1 Proportion (vybérovy podil pro 1. vybér (Sonik) =
0,030), Sample 1 Size (rozsah vybéru pro 1. vybér (Sonik) = 800), Sample 2 Proportion
(vybérovy podil pro 2. vybér (SM) = 0,023), Sample 2 Size (rozsah vybéru pro 2. vybér (5SM)
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= 600). Hodnota uvedend v poli Null Hypothesis for Diference of Proportions nema na
urceni intervalového odhadu pro rozdil podilt vyznam.

Hypothesis Tests (Compare) %]

" Normal Means c
ancel
" Nomal Sigmas
Hely
b Ppotes |
" Poisson Rates
Null Hypothesis for Difference of Propartions:
oo
Sample 1 Proportion: Sample 2 Proportion:
0,030 0,023
Sample 1 Size: Sample 2 Size:
800 600

V textovém vystupu najdeme oboustranny interval spolehlivosti pro rozdil podilt. Chtéli-li
bychom najit jednostranné odhady, popt. zménit hladinu vyznamnosti (spolehlivost odhadu),
zménu provedeme v okné Analysis Option (RC na textovy vystup).

Hypothesis Tests
[Sample proportions = 8,83 and 0,823
Sample sizes = 888 and 688

-8,080984052;0, 0238405 ]
Alemative Hypothesis “
" Not Equal

Cancel

" Less Than

Hel
" Greater Than g

Alpha:

Approximate 95,8% confidence interval for difference between proportions:

Mull Hypothesis: difference between proportions = 9,8
Alternative: not equal

Computed z statistic = 8,79968

P-Ualue = B8,423894

Do not reject the null hypothesis for alpha = 8,65.

Hypothesis Test Options

Marning: normal approximation may not be appropriate for

The StatAdvisor
This analysis shows the results of performing a hypot
lconcerninag the difference between the proportions (theta
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