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Cíle p°edm¥tu

• vyhodnocování dat pomocí statistických metod

• porozum¥ní výsledk·m statistických analýz

• pouºití statistického softwaru



Podmínky získání zápo£tu

• testy na cvi£eních: 10 test· po 2 bodech = 20 bod· (minimum 6 bod·)

• domácí úkoly: 4 úkoly po 5 bodech = 20 bod· (minimum 10 bod·)

• aktivní ú£ast na cvi£eních 80%

−→ celkem za zápo£et: 40 bod· (minimum 20 bod·)

Zkou²ka

• praktická £ást: 50 bod·

• teoretická £ást: 10 bod·



Materiály k p°edm¥tu

• http://k470.vsb.cz/litschmannova/vyuka/statistika/

Cvi£ení

• pracovní listy

� http://homel.vsb.cz/~lit40/STA1/Materialy/Biostatistika_PL.pdf

• vzorce a tabulky

� http://homel.vsb.cz/~lit40/STA1/Materialy/Vzorce-a-tabulky.pdf

• software: RkWard
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Kombinatorika

Simona Domesová
http://homel.vsb.cz/~dom0015



Variace

= uspo°ádaná k-tice vybraná z n prvk·, kaºdý prvek m·ºe být vy-
brán jen jednou

• Postupn¥ vybereme k prvk· z n prvkové mnoºiny, p°i£emº záleºí na po°adí výb¥ru.

• Po£et v²ech variací:

V (n, k) =
n!

(n− k)!

• n = 3, k = 2:

{A, B, C} −→ (A, B), (A, C), (B, A), (B, C), (C, A), (C, B)

• nap°. kolik uspo°ádaných trojic karet m·ºu sestavit, pokud mám k dispozici balí£ek
52 r·zných karet?



Permutace

= libovolné uspo°ádání n r·zných prvk· do posloupnosti

• Po£et v²ech permutací n prvkové mnoºiny:

P (n) = V (n, n) = n!

• n = 3:

{A, B, C} −→ (A, B, C), (A, C, B), (B, A, C), (B, C, A),
(C, A, B), (C, B, A)

• nap°. kolika zp·soby m·ºe 5 osob vytvo°it jednu °adu?



Kombinace

= k prvková podmnoºina n prvkové mnoºiny, kaºdý prvek m·ºe být
vybrán jen jednou

• Vybíráme k prvk· z n prvkové mnoºiny, p°i£emº nezáleºí na po°adí výb¥ru.

• Po£et v²ech kombinací:

C (n, k) =

(
n
k

)
=

n!

k! · (n− k)!

• n = 3, k = 2:

{A, B, C} −→ {A, B}, {A, C}, {B, C}

• nap°. po£et v²ech moºných trojic student· vybraných z dvaceti£lenné skupiny



Variace s opakováním

= uspo°ádaná k-tice sestavená z n prvk·, jednotlivé prvky se mohou
opakovat

• Postupn¥ vybíráme k prvk· z n prvkové mnoºiny, vybraný prvek vºdy vracíme zp¥t
do mnoºiny. Záleºí na po°adí výb¥ru.

• Po£et v²ech variací s opakováním:

V ∗ (n, k) = nk

• n = 3, k = 2:

{A, B, C} −→ (A, A), (A, B), (A, C), (B, A), (B, B), (B, C),
(C, A), (C, B), (C, C)

• nap°. po£et v²ech moºných devítimístných telefonních £ísel sestavených z cifer 0-9



Permutace s opakováním

• Sestavíme uspo°ádanou n-tici z prvk· (α1, α2, . . . , αk) tak, aby prvek α1 byl zastoupen
n1-krát, prvek α2 zastoupen α2-krát, atd.
(Platí n1 + n2 + · · ·+ nk = n.)

• Po£et v²ech permutací n prvkové mnoºiny:

P ∗ (n1, n2, . . . , nk) =
P (n)

P (n1) · P (n2) · · · · · · ·P (nk)
=

n!

n1! · n2! · . . . · nk!

• (n1, n2) = (1, 2), (α1, α2) = (A,B):

(A, B) −→ (A, B, B), (B, A, B), (B, B, A)

• nap°. po£et anagram· slova ANAGRAM



Kombinace s opakováním

= libovolná k prvková skupina sestavená z prvk· n prvkové mnoºiny

• Vybíráme k prvk·, kaºdý prvek vybereme z n prvkové mnoºiny. Na po°adí výb¥ru
nezáleºí.

• Po£et v²ech kombinací s opakováním:

C∗ (n, k) = C (n+ k − 1, k) =

(
n+ k − 1

k

)
=

(n+ k − 1)!

(n− 1)! · k!

• n = 2, k = 3:

{A, B} −→ [A, A, A], [A, A, B], [A, B, B], [B, B, B]

• nap°. v obchod¥ prodávají 4 druhy piva, kolika zp·soby m·ºeme nakoupit deset lahví?



Bez opakování
Variace V (n, k) = n!

(n−k)!

Permutace P (n) = n!
Uspo°ádané

výb¥ry

S opakováním

Variace
V ∗ (n, k) = nk

s opakováním
Permutace

P ∗ (n1, n2, . . . , nk) =
n!

n1!·n2!·...·nk!s opakováním

Bez opakování Kombinace C (n, k) = n!
k!·(n−k)!Neuspo°ádané

výb¥ry
S opakováním

Kombinace
C∗ (n, k) = (n+k−1)!

(n−1)!·k!s opakováním



P°íklad 1

Které heslo je bezpe£n¥j²í?

• Heslo o délce osm znak· sloºené pouze z £íslic.

• Heslo o délce p¥t znak· sloºené pouze z písmen anglické abecedy.



P°íklad 1

Které heslo je bezpe£n¥j²í?

• Heslo o délce osm znak· sloºené pouze z £íslic.

• Heslo o délce p¥t znak· sloºené pouze z písmen anglické abecedy.

Po£et hesel, která lze sestavit z osmi £íslic:

V ∗ (n = 10, k = 8) = 108 = 100 000 000

Po£et hesel, která lze sestavit z p¥ti písmen, jestliºe nerozli²ujeme malá a velká pís-
mena:

V ∗ (n = 26, k = 5) = 265 = 11 881 376

Po£et hesel, která lze sestavit z p¥ti písmen, jestliºe rozli²ujeme malá a velká písmena:

V ∗ (n = 52, k = 5) = 525 = 380 204 032

Pokud bychom nerozli²ovali malá a velká písmena, bylo by bezpe£n¥j²í heslo

sloºené z £ísel. Pokud velká a malá písmena rozli²íme, bezpe£n¥j²í bude heslo

sloºené z písmen.



P°íklad 2

Jak dlouho by trvalo vy°e²ení problému obchodního cestujícího pro n = 10 m¥st

hrubou silou, jestliºe vyhodnocení délky kaºdé z moºných cest trvá 1 µs?



P°íklad 2

Jak dlouho by trvalo vy°e²ení problému obchodního cestujícího pro n = 10 m¥st

hrubou silou, jestliºe vyhodnocení délky kaºdé z moºných cest trvá 1 µs?

Graf problému m·ºeme povaºovat za úplný. Po£et permutací n m¥st:

P (n) = n!

První m¥sto povaºujeme za �xní:

P (n− 1) = (n− 1)!

Kaºdá cesta je nyní obsaºena dvakrát. Po£et v²ech r·zných cest p°es v²echna m¥sta (tzv.
hamiltonovských kruºnic):

P (n− 1)

2
=

(n− 1)!

2

n = 10 −→ P (9)
2 = 181 440 −→ 0.181 sekund



P°íklad 2

Jak dlouho by trvalo vy°e²ení problému obchodního cestujícího pro n = 10 m¥st

hrubou silou, jestliºe vyhodnocení délky kaºdé z moºných cest trvá 1 µs?

Graf problému m·ºeme povaºovat za úplný. Po£et permutací n m¥st:

P (n) = n!

První m¥sto povaºujeme za �xní:

P (n− 1) = (n− 1)!

Kaºdá cesta je nyní obsaºena dvakrát. Po£et v²ech r·zných cest p°es v²echna m¥sta (tzv.
hamiltonovských kruºnic):

P (n− 1)

2
=

(n− 1)!

2

n = 10 −→ P (9)
2 = 181 440 −→ 0.181 sekund

n = 15 −→ P (14)
2 = 43, 6 · 109 −→ cca 12 hodin

n = 20 −→ P (19)
2 = 6, 1 · 1016 −→ cca 1929 let



P°íklad 3 (Partition problem)

Problém dvou loupeºník· je NP-úplný problém, jak rozd¥lit ko°ist mezi 2 lou-

peºníky, aby dostali oba v¥ci ve stejné hodnot¥. Tj. lze rozd¥lit N zadaných £ísel

do dvou skupin tak, aby sou£et £ísel v obou skupinách byl stejný?

−→ Kolik moºností by bylo t°eba vyzkou²et, pokud bychom úlohu °e²ili hru-

bou silou?



P°íklad 3 (Partition problem)

Problém dvou loupeºník· je NP-úplný problém, jak rozd¥lit ko°ist mezi 2 lou-

peºníky, aby dostali oba v¥ci ve stejné hodnot¥. Tj. lze rozd¥lit N zadaných £ísel

do dvou skupin tak, aby sou£et £ísel v obou skupinách byl stejný?

−→ Kolik moºností by bylo t°eba vyzkou²et, pokud bychom úlohu °e²ili hru-

bou silou?

Kaºdou z N v¥cí p°i°adíme jednomu ze dvou loupeºník·.

V ∗ (n = 2, k = N) = 2N

Dostaneme sloºit¥j²í úlohu, pokud zdvojnásobíme po£et v¥cí, nebo pokud p°idáme jed-
noho loupeºníka?



P°íklad 3 (Partition problem)

Problém dvou loupeºník· je NP-úplný problém, jak rozd¥lit ko°ist mezi 2 lou-

peºníky, aby dostali oba v¥ci ve stejné hodnot¥. Tj. lze rozd¥lit N zadaných £ísel

do dvou skupin tak, aby sou£et £ísel v obou skupinách byl stejný?

−→ Kolik moºností by bylo t°eba vyzkou²et, pokud bychom úlohu °e²ili hru-

bou silou?

Kaºdou z N v¥cí p°i°adíme jednomu ze dvou loupeºník·.

V ∗ (n = 2, k = N) = 2N

Dostaneme sloºit¥j²í úlohu, pokud zdvojnásobíme po£et v¥cí, nebo pokud p°idáme jed-
noho loupeºníka?

• zdvojnásobení po£tu v¥cí:

V ∗ (n = 2, k = 2N) = 22N = 4N

• t°i loupeºníci místo dvou:
V ∗ (n = 3, k = N) = 3N



P°íklad 3 (Partition problem)

Problém K loupeºník· je NP-úplný problém, jak rozd¥lit ko°ist mezi loupeºníky,

aby v²ichni dostali v¥ci ve stejné hodnot¥. Tj. lze rozd¥lit N zadaných £ísel do

K skupin tak, aby sou£et £ísel ve v²ech skupinách byl stejný?

Podobnou úlohu °e²íme, pokud chceme rozd¥lit N nezávislých úloh trvajících r·znou
dobu mezi K paralelních proces·. (Nezkoumáme, zda je takto lze rozd¥lit, ale hledáme
optimální rozd¥lení úloh, aby paralelní procesy dokon£ily výpo£et p°ibliºn¥ ve stejnou dobu.)


