2.6 Metoda sdruZenych gradientd jako zobecnéni metody
nejvétsiho spadu

Algoritmus metody sdruzenych gradientii muzeme také chapat jako rozvinuti al-

goritmu metody nejvétsiho spaddu. Itera¢ni pifedpis mé opét tvar

Uiti = U + wj - d,

ale vektor d; jiz (na rozdil od metody nejvétsiho spadu) nemusi byt roven reziduu,
ale je vybran jako linearni kombinace residua a pfedchoziho sméru, pficemz tato
line4rni kombinace je A-ortogonalni k pfedchozimu sméru.

Volba koeficientu w;. Pokud uvazujeme obecny smér d; a ne nutné d; = r;, bude
optimalni koeficient v A-normé obdobou koeficientu, ktery se vyskytuje v metodé
nejvétsiho spadu.

Pw) = e —u = llei +wdi|} = (Aes, e) + 2w (Aey, dy) + o (Ad;, dy)
gOl (w) = 2 (Aez,dL) + 2w (Adi, dz) =0=
(Ae;, d;) (14, d;)
w; = — =
(Ad;, di)  (Ad;, d;)
Volba sméru d;: Kromé volby d; = r; vedouci k metodé nejvétsiho spadu

mame mnoho dal§ich moznosti, napf. cyklicky pouzivat zakladni smérové vek-
tory d; = (0,...,0,1,0,...,0), coz povede k Jacobiho metodé w; = aT—i V piipadé
metody sdruzenych gradientu vyjdeme z rezidua, ale budeme jej ortogonalizovat k
predchozim sméram. Pfesnéji, provedeme ortogonalizalizaci jen k jednomu pied-
chozimu sméru (a pozdgji uvidime, Ze ortogonalita k dalsim piedchozim sméram
se jiz objevi sama). Tedy volime

do = ro,
diy1 = Tigy1+ Pidi, (digr, di)a =0.
(diy1, Ad;) = (rig1 + Bidi, Ad;) = (rig1, Adi) + Bi (Ad;, d;) =0
 (riy1, Ady)
R VR AR

U metody sdruZenych gradientu se standardné znad¢i «; misto w;. Metoda sdru-
zenych gradientii jako zobecnéni metody nejvétsiho spaddu ma pii tomto znaceni
tvar Algoritmu [

Véta 2.6. V metodé sdruzengjch gradienti plati

(e di) (e, 1)
@i (Ad;, i) (Ads, dy) (8)

(1iy1, Ad;) _ (Tiy1, Tig1) (9)

ﬁi - (Adi, dl) o (’I“i7 ’I“i)

Diikaz. Plati
(riy di) = (15, i + Bicadi—1) = (14, 13) + Biz1 (13, diz1) = (14, 74),

protoze  (r;, di—1) = (ric1 — i1 Ad;—1, di—1) = (rie1, di—1) —
a1 (Adi—1, di—1) =0
B; = _(rig1, Adi) (T’:‘*'l’%i(ri_r’:‘*'l)) _ _(ripr,ri)=(riga,mign) _ (Tig1,Tign)
v (Ad;, d;) (Ad;, d;) (ri, ) (ri i)
protoze (rit1, 1) = (14, 1) — w; (Ady, 15) = (r3, 73) — wi (Ady, dj — Bi—1di—q) =
= (i, 1i) — (%;%2) ((Ads, d;) — Bi—1 (Ad;, di—1)) = (s, 73) — (13, di) =0 O

Vétu vyuzijeme pro vytvoreni efektivnéjsi varianty algoritmu metody CG.

Algoritmus 4 (Metoda sdruzenych gradientt, 3 skalarni souciny)

Uy — pocateéni odhad
Tro = b — A )
do =10
fori=0,1,...
v; = A- d,‘

o (reyds)
Y= oy, dy)

Uigi = U + 0 - d;
TFig1 = T3 — 0 - V;

minimalizace ve sméru d;

B; = _ (riy1,Ad;)
L (vi,dsi)

diy1 =71i11 + Bid; ortogonalizace rezidua
end

Algoritmus 5 (Metoda sdruzenych gradientt, pouze 2 skalarni souciny s vyuZzitim

Véty

Uy <—
To = b—A~u0
d():’l“o
po = (r0, T0)
for 1 =0,1,...
o = —Li
d (wiq,ds)

Uipi = U + 0 - d;

Tig1 = Tq — Q4 - W;

Pi+1 = (Ti+17 Ti+1)

if pip1 < e? - po then STOP
L Pit1

ﬁl TP

dit1 = Tig1 + Bid;

end

%mozna ukonlovaci podminka




Vedle A-ortogonality sméru d;;q viuéi predchozimu sméru existuji v metodé
CG i dalsi (skryté) ortogonality. Samoziejmé predpokladdme dokonalou pFesnost
vypoctl, neuvazujeme nepiesnou aritmetiku.

Véta 2.7. Necht (d;) a (r;) jsou posloupnosti smeéri a rezidui generované metodou
sdruZengch gradienti. Potom Vi > 0, Vj < i plati

(ri’ dj) =0,

(Ti7 Tj) =0,

(Ad;, d;) = 0.

Dikaz (matemetickou indukci):
1.:=1_:
ag = _(ro, do)_ = (r1,do) = (ro, do) — g (Ado, do) = (10 — v Ado, dp) =0
(Adyg, do)
(ri,m70) = (r1,do) =0
(Adi, dy) = 0

2.1>1:

j =4... (’I“i — OziAdi, dl) = (Ti, dl) — Q4 (Adz, dl) =0
(rig1, dj) = .
J<i... (ri—Ad;, dj) = (ri, dj) — o; (Ad;, dj) =0

(rig1, r5) = (rig1, dj — Bj—1dj—1) = (1541, dj) — Bj—1 (141, dj—1) =0
(

1
(Adiy1, dj) = (diy1, Ady) = (di+1’ — (1 —T‘j+1)) =
J

5 (rj — Tj+1)) =

J

Tiv1 + Bids,
1

(
= <Ti+17 (- 7"j+1)) + Bi (di,
(

i (rj = Tj+1)> =

J Q;

1 ..
Titly — (rj — Tj+1)> + 5 (d;, Ad;) =0 pro j<i.
J

Pro j =i zifejmé. O

Lemma 2.1. Pro posloupnosti iteraci ug,uy,... , rezidui ro,71,... G SMETU
dy,dy, ... generované metodou sdruZeniyjch gradienti plati, Ze residua i sméry ge-
neruji Kryloviv prostor, presnéji

Lin{do, e ,dl} = L?;TL{T’(], ce 7Ti} = Lin{ro, ey Airo} = ’Ci+1 (’I"(),A) . (10)
V disledku toho

Ui+1 = Up + Zakdk € ug + Lin {do7 . ,dl} = ug + ICZ'+1 (7’0714) . (].].)
k=0

Diikaz. Lze provést matematickou indukci. Pro ¢ = 0 rovnosti plati.

Pokud plati Lin {do, ey dl} = Lin {T(), e 7’/%}, potom d;41 = ri41 + Bid;, takze
di-‘,—l € Lin {7"0, . 7ri+1} a Lin {do, covsydg, di+1} C Lin {7"0, R Ti+1} . Ob-
dobné plyne opacné inkluze.

Pokud plati Lin{ro,...,r;} = Lin{ro, Arg,..., A'ro} = Kip1(ro, A),
potom 741 = r — o;Ad; € r; + A’Ci+1 (7"0, A) € ]CiJrQ (7‘0, A) .
Opatné Alrg € AKiyq1(ro, A) = ALin{rg,...,r;} = ALin{do,...,d;},
pri¢emz a;Ad; = r; — Ti+1 - Tedy Ki.l,_Q (To, A) C Lin {’r‘o, ey ’I“H_l}. O]

Véta 2.8. Metoda sdruzengjch gradienti je Krylovovskd metoda vzhledem k A-
norme, tedy

Uiyi € uo + Kit1(ro, A) (12)
a
[tipr — w4 =min{|lw — v, : w € uo+ Kit1(ro, A)} . (13)
Diikaz. Z Lemma (2.1) plyne a z definice mame
. (’rka dk)
i = d ) = .
Uit1 U0+Zak ks Ok (Ady, dy)

k=0

Lin{do,...,d;} = Kiy1 (ro, A) a uvazujme bazi {d;}. Podminka Krylovovské or-
togonality je potom ekvivalentni Grammovské soustavé, viz Véta ktera rika,
7e v piipadé optimality musi byt optimalni koeficienty

opt _ (T07 d’t)
F (Adv dz) .
Ale z rekurentniho vztahu pro reziduum rp = rp_1 — a - Ady plyne

k—1

Ty =70 — ZajAdj’
j=0
proto
k—1
(r, di) = |10 = Y axAd;, di | = (ro, di).
j=0

Je tedy ay, = a*" a plati podminka optimality .

2.7 Konvergence metody sdruZenych gradientt

Metoda sdruzenych gradienti davd v A-normé nejlepsi aproximaci v Krylovové
prostoru. To implikuje platnost CebySevovského odhadu

41
VE—1\""
lecsalla <6 (YE57) el

kde k = cond(A).



Pozndmka 2.7. Polynom generovany CG je vzhledem k optimalité lepsi nez ¢eby-
Sevovsky, ten pouZzivame jen jako odhad. Ve srovnéni s ¢ebySevovskou metodou,
metoda CG nepotiebuje odhady spektra a dokize reagovat na distribuci spektra,
napf. shluky vlastnich ¢isel. Cebyéevova metoda ale nepouzivé skalarni souciny,
v tom je vhodnéjsi pro paralelizaci.

Pozndmka 2.8. Pokud se Kryloviiv prostor pfidanim dalsi mocniny A'rq piestane
roziifovat, stane se invariantnim vici A a tedy i A~!. Protoze obsahuje ro musi pak
obsahovat i chybu ep a podminka optimality zarudéi, ze Krylovovsk4 metoda dojde
k presnému feSeni. Pfi pfesné aritmetice tedy dostaneme piesné feSeni po k < n
iteracich, kde n je dimenze feSené soustavy. Prakticky toto jednak nenastane,
jednak chceme soustavu vyfesit po k < n iteracich.

2.8 Reprezentace matice v bazich Krylovova prostoru

Pfipomenime, Zze pokud {v;} je baze V, {w;} je baze W, potom operator
A: VW

reprezentujeme v danych bazich matici (a;;), kde
A’UZ = Z Qi jW;j.
J

My uvazujeme feSeni soustavy s matici A metodou CG. Matice A reprezentuje
operator Ky (rg, A) = Kri1(ro, A).

Uvazujme nyni ortogonélni bézi tvofenou normovanymi rezidui, {v;} =
{0y Tr—1} a {w;} = {Fo,..., T}, 7i = e+ Cheeme vyjadrit

Ar;, = E ;T

Plati
1
Adz = 071 (T‘i — 7'1'_;,_1)
1
Ad; = A(ri+ Bicidi—1) = Ary + Bic1Adi—q = Ary + 51‘—1@7 (ric1 — 1)
i—1
7 rovnosti
1
o (ri —riz1) = Ary + 51—1%71 (ric1 — 1)

pak vyjadiime

Q; -1 (&7} Q1

1 1 1 i 1 i—
Ari = — (ri = rit1)—Bi- 1o (ri1—1) = < + 61) Ti_gri—&-l_g i1

a substituci 7; = H ” dostaneme
Ar — (1+5i1>r‘_1rz+1” _ Biza fIri- 1H, =
‘ o i) " [l ai—1 ||ril]

1 B 1 ﬁifl 1
<ai+ai_1>m o “VBiTig1 — iy \/ﬁi—_lhq

Tak dostavame vyjadfeni matice A v bazi {7;}, které dava t¥idiagonalni matici

o 1 Bi—1
. . . ti; = o @1

Thy1, = tiic1 tii tivis , kde ¢4, = sz
tisit1, = "o,

Matici Ty41,% 0 rozmérech (k+1) x k lze tedy vytvorit s vyuzitim koeficientt oy
a (; pocitanych v iteracich CG metody. Odebranim posledniho fadku dostaneme
symetrickou t¥{diagonalni matici Ty. Pokud ozna¢ime V; = [Fo, ..., 7;_1] matici se
sloupci tvofenymi vektory 7;, potom

(AV),, = [AFo,..., AFia),, = (A7), = > (Thp1k)y; (Vir),; =
J
= (Ver1Ths1,0)pg >
tedy
AV = Vi1 Thqak
a

VkTAVk = VkTVk+1Tk+1,k = Tk.

Takovy pfechod k tiidiagonalni matici vyuziva i Lanzoszova metoda vypoctu vlast-
nich ¢&isel a vektori matic. T tedy mizeme vyuzit pro odhad vlastnich &isel,
zejména minimalniho a maximalniho vlastniho ¢isla, ¢isla podminénosti a vztahu
mezi reziduem a chybou.

Poznamka 2.9. K vztahu mezi reziduem a chybou poznamenejme, 7e

llexll = [[A7 || < JATH Ikl < e [|ATH[ Hiroll < e [|AT] [ Aeoll <

<el|A7Y 1] leoll < ex lleoll -

Pozndmka 2.10. Pokud uvazujeme A-ortonormadlni bazi tvofenou normovanymi
sméry d; = d;/||di|| , potom vyuzitim vztaht Ad; = L (r; —rip1) ar, = d; —
Bi_1d;_1 dojdeme opét k reprezentaci pomoci trldlagonalm matice.



