
2.6 Metoda sdruºených gradient· jako zobecn¥ní metody
nejv¥t²ího spádu

Algoritmus metody sdruºených gradient· m·ºeme také chápat jako rozvinutí al-
goritmu metody nejv¥t²ího spádu. Itera£ní p°edpis má op¥t tvar

ui+i = ui + ωi · di,

ale vektor di jiº (na rozdíl od metody nejv¥t²ího spádu) nemusí být roven reziduu,
ale je vybrán jako lineární kombinace residua a p°edchozího sm¥ru, p°i£emº tato
lineární kombinace je A-ortogonální k p°edchozímu sm¥ru.

Volba koe�cientu ωi. Pokud uvaºujeme obecný sm¥r di a ne nutn¥ di = ri, bude
optimální koe�cient v A-norm¥ obdobou koe�cientu, který se vyskytuje v metod¥
nejv¥t²ího spádu.

ϕ (ω) = ‖ui+1 − u∗‖2A = ‖ei + ωdi‖2A = (Aei, ei) + 2ω (Aei, di) + ω2 (Adi, di)

ϕ′ (ω) = 2 (Aei, di) + 2ω (Adi, di) = 0⇒

ωi = − (Aei, di)

(Adi, di)
=

(ri, di)

(Adi, di)

Volba sm¥ru di: Krom¥ volby di = ri vedoucí k metod¥ nejv¥t²ího spádu
máme mnoho dal²ích moºností, nap°. cyklicky pouºívat základní sm¥rové vek-
tory di = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), coº povede k Jacobiho metod¥ ωi = ri

aii
. V p°ípad¥

metody sdruºených gradient· vyjdeme z rezidua, ale budeme jej ortogonalizovat k
p°edchozím sm¥r·m. P°esn¥ji, provedeme ortogonalizalizaci jen k jednomu p°ed-
chozímu sm¥ru (a pozd¥ji uvidíme, ºe ortogonalita k dal²ím p°edchozím sm¥r·m
se jiº objeví sama). Tedy volíme

d0 = r0,

di+1 = ri+1 + βidi, (di+1, di)A = 0.

(di+1, Adi) = (ri+1 + βidi, Adi) = (ri+1, Adi) + βi (Adi, di) = 0

⇒ βi = − (ri+1, Adi)

(Adi, di)
.

U metody sdruºených gradient· se standardn¥ zna£í αi místo ωi. Metoda sdru-
ºených gradient· jako zobecn¥ní metody nejv¥t²ího spádu má p°i tomto zna£ení
tvar Algoritmu 4.

V¥ta 2.6. V metod¥ sdruºených gradient· platí

αi =
(ri, di)

(Adi, di)
=

(ri, ri)

(Adi, di)
(8)

βi = − (ri+1, Adi)

(Adi, di)
=

(ri+1, ri+1)

(ri, ri)
(9)

D·kaz. Platí
(ri, di) = (ri, ri + βi−1di−1) = (ri, ri) + βi−1 (ri, di−1) = (ri, ri),

protoºe (ri, di−1) = (ri−1 − αi−1Adi−1, di−1) = (ri−1, di−1) −
αi−1 (Adi−1, di−1) = 0

βi = − (ri+1, Adi)
(Adi, di)

= −
(
ri+1,

1
ωi

(ri−ri+1)
)

(Adi, di)
= − (ri+1, ri)−(ri+1, ri+1)

(ri, ri)
= (ri+1, ri+1)

(ri ,ri)
,

protoºe (ri+1, ri) = (ri, ri)− ωi (Adi, ri) = (ri, ri)− ωi (Adi, di − βi−1di−1) =

= (ri, ri)− (ri, di)
(Adi, di)

((Adi, di)− βi−1 (Adi, di−1)) = (ri, ri)− (ri, di) = 0

V¥tu vyuºijeme pro vytvo°ení efektivn¥j²í varianty algoritmu metody CG.

Algoritmus 4 (Metoda sdruºených gradient·, 3 skalární sou£iny)

u0 ←− po£áte£ní odhad
r0 = b−A · u0
d0 = r0
for i = 0, 1, . . .

vi = A · di
αi = (ri, di)

(vi, di)

ui+i = ui + αi · di minimalizace ve sm¥ru di
ri+1 = ri − αi · vi
βi = − (ri+1,Adi)

(vi,di)

di+1 = ri+1 + βidi ortogonalizace rezidua
end

Algoritmus 5 (Metoda sdruºených gradient·, pouze 2 skalární sou£iny s vyuºitím
V¥ty 2.6)
u0 ←−
r0 = b−A · u0
d0 = r0
ρ0 = (r0, r0)
for i = 0, 1, . . .

wi = A · di
αi = ρi

(wi,di)

ui+i = ui + αi · di
ri+1 = ri − αi · wi
ρi+1 = (ri+1, ri+1)
if ρi+1 ≤ ε2 · ρ0 then STOP %moºná ukon£ovací podmínka

βi = ρi+1

ρi
di+1 = ri+1 + βidi

end



Vedle A-ortogonality sm¥ru di+1 v·£i p°edchozímu sm¥ru existují v metod¥
CG i dal²í (skryté) ortogonality. Samoz°ejm¥ p°edpokládáme dokonalou p°esnost
výpo£t·, neuvaºujeme nep°esnou aritmetiku.

V¥ta 2.7. Nech´ (di) a (ri) jsou posloupnosti sm¥r· a reziduí generované metodou
sdruºených gradient·. Potom ∀i ≥ 0, ∀j < i platí

(ri, dj) = 0,

(ri, rj) = 0,

(Adi, dj) = 0.

D·kaz (matemetickou indukcí):

1. i = 1 :

α0 =
(r0, d0)

(Ad0, d0)
⇒ (r1, d0) = (r0, d0)− α0 (Ad0, d0) = (r0 − α0Ad0, d0) = 0

(r1, r0) = (r1, d0) = 0

(Ad1, d0) = 0

2. i > 1 :

(ri+1, dj) =

{
j = i . . . (ri − αiAdi, di) = (ri, di)− αi (Adi, di) = 0

j < i . . . (ri − αiAdi, dj) = (ri, dj)− αi (Adi, dj) = 0

(ri+1, rj) = (ri+1, dj − βj−1dj−1) = (ri+1, dj)− βj−1 (rj+1, dj−1) = 0

(Adi+1, dj) = (di+1, Adj) =

(
di+1,

1

αj
(rj − rj+1)

)
=

=

(
ri+1 + βidi,

1

αj
(rj − rj+1)

)
=

=

(
ri+1,

1

αj
(rj − rj+1)

)
+ βi

(
di,

1

αj
(rj − rj+1)

)
=

=

(
ri+1,

1

αj
(rj − rj+1)

)
+ βi (di, Adj) = 0 pro j<i.

Pro j = i z°ejmé.

Lemma 2.1. Pro posloupnosti iterací u0, u1, . . . , reziduí r0, r1, . . . a sm¥r·
d0, d1, . . . generované metodou sdruºených gradient· platí, ºe residua i sm¥ry ge-
nerují Krylov·v prostor, p°esn¥ji

Lin {d0, . . . , di} = Lin {r0, . . . , ri} = Lin
{
r0, . . . , A

ir0
}

= Ki+1 (r0, A) . (10)

V d·sledku toho

ui+1 = u0 +

i∑
k=0

αkdk ∈ u0 + Lin {d0, . . . , di} = u0 +Ki+1 (r0, A) . (11)

D·kaz. Lze provést matematickou indukcí. Pro i = 0 rovnosti (10) platí.
Pokud platí Lin {d0, . . . , di} = Lin {r0, . . . , ri}, potom di+1 = ri+1 + βidi, takºe

di+1 ∈ Lin {r0, . . . , ri+1} a Lin {d0, . . . , di, di+1} ⊂ Lin {r0, . . . , ri, ri+1} . Ob-
dobn¥ plyne opa£ná inkluze.
Pokud platí Lin {r0, . . . , ri} = Lin

{
r0, Ar0, . . . , A

ir0
}

= Ki+1 (r0, A),
potom ri+1 = ri − αiAdi ∈ ri + AKi+1 (r0, A) ∈ Ki+2 (r0, A) .
Opa£n¥ Air0 ∈ AKi+1 (r0, A) = ALin {r0, . . . , ri} = ALin {d0, . . . , di},
p°i£emº αiAdi = ri − ri+1 . Tedy Ki+2 (r0, A) ⊂ Lin {r0, . . . , ri+1}.

V¥ta 2.8. Metoda sdruºených gradient· je Krylovovská metoda vzhledem k A-
norm¥, tedy

ui+i ∈ u0 +Ki+1(r0, A) (12)

a
‖ui+1 − u?‖A = min {‖w − u?‖A : w ∈ u0 +Ki+1(r0, A)} . (13)

D·kaz. Z Lemma (2.1) plyne (12) a z de�nice máme

ui+1 = u0 +

i∑
k=0

αkdk, αk =
(rk, dk)

(Adk, dk)
.

Lin {d0, . . . , di} = Ki+1 (r0, A) a uvaºujme bázi {dk}. Podmínka Krylovovské or-
togonality je potom ekvivalentní Grammovské soustav¥, viz V¥ta 2.5, která °íká,
ºe v p°ípad¥ optimality (13) musí být optimální koe�cienty

αoptk =
(r0, di)

(Ad, di)
.

Ale z rekurentního vztahu pro reziduum rk = rk−1 − αk ·Adk plyne

rk = r0 −
k−1∑
j=0

αjAdj ,

proto

(rk, dk) =

r0 − k−1∑
j=0

αkAdj , dk

 = (r0, dk) .

Je tedy αk = αoptk a platí podmínka optimality (13).

2.7 Konvergence metody sdruºených gradient·

Metoda sdruºených gradient· dává v A-norm¥ nejlep²í aproximaci v Krylovov¥
prostoru. To implikuje platnost �eby²evovského odhadu

‖ei+1‖A ≤ ξ
(√

κ− 1√
κ+ 1

)i+1

‖ei‖A ,

kde κ = cond(A).



Poznámka 2.7. Polynom generovaný CG je vzhledem k optimalit¥ lep²í neº £eby-
²evovský, ten pouºíváme jen jako odhad. Ve srovnání s £eby²evovskou metodou,
metoda CG nepot°ebuje odhady spektra a dokáºe reagovat na distribuci spektra,
nap°. shluky vlastních £ísel. �eby²evova metoda ale nepouºívá skalární sou£iny,
v tom je vhodn¥j²í pro paralelizaci.

Poznámka 2.8. Pokud se Krylov·v prostor p°idáním dal²í mocniny A
i

r0 p°estane
roz²i°ovat, stane se invariantním v·£i A a tedy i A−1. Protoºe obsahuje r0 musí pak
obsahovat i chybu e0 a podmínka optimality zaru£í, ºe Krylovovská metoda dojde
k p°esnému °e²ení. P°i p°esné aritmetice tedy dostaneme p°esné °e²ení po k ≤ n
iteracích, kde n je dimenze °e²ené soustavy. Prakticky toto jednak nenastane,
jednak chceme soustavu vy°e²it po k � n iteracích.

2.8 Reprezentace matice v bázích Krylovova prostoru

P°ipome¬me, ºe pokud {vi} je báze V , {wi} je báze W , potom operátor

A : V →W

reprezentujeme v daných bázích maticí (aij), kde

Avi =
∑
j

aijwj .

My uvaºujeme °e²ení soustavy s maticí A metodou CG. Matice A reprezentuje
operátor Kk(r0, A)→ Kk+1(r0, A).
Uvaºujme nyní ortogonální bázi tvo°enou normovanými rezidui, {vi} =

{r̄0, . . . , r̄k−1} a {wi} = {r̄0, . . . , r̄k}, r̄i = ri
‖ri‖ . Chceme vyjád°it

Ar̄i =
∑

aij r̄j

Platí

Adi =
1

αi
(ri − ri+1)

Adi = A (ri + βi−1di−1) = Ari + βi−1Adi−1 = Ari + βi−1
1

αi−1
(ri−1 − ri)

Z rovnosti
1

αi
(ri − ri+1) = Ari + βi−1

1

αi−1
(ri−1 − ri)

pak vyjád°íme

Ari =
1

αi
(ri − ri+1)−βi−1

1

αi−1
(ri−1 − ri) =

(
1

αi
+
βi−1
αi−1

)
ri−

1

αi
ri+1−

βi−1
αi−1

ri−1

a substitucí r̄i = ri
‖ri‖ dostaneme

Ar̄i =

(
1

αi
+
βi−1
αi−1

)
r̄i −

1

αi

‖ri+1‖
‖ri‖

r̄i+1 −
βi−1
αi−1

‖ri−1‖
‖ri‖

r̄i−1 =

=

(
1

αi
+
βi−1
αi−1

)
r̄i −

1

αi
·
√
βi · r̄i+1 −

βi−1
αi−1

1√
βi−1

r̄i−1

Tak dostáváme vyjád°ení matice A v bázi {r̄i}, které dává t°ídiagonální matici

Tk+1,k =



. . .

. . .
. . .

. . .
ti,i−1 ti,i ti+1,i

. . .
. . .

. . .

. . .


, kde

ti,i = 1
αi

+ βi−1

αi−1

ti+1,i =
√
βi

αi

ti,i+1, =
√
βi

αi
.

Matici Tk+1,k o rozm¥rech (k+1)×k lze tedy vytvo°it s vyuºitím koe�cient· αi
a βi po£ítaných v iteracích CG metody. Odebráním posledního °ádku dostaneme
symetrickou t°ídiagonální matici Tk. Pokud ozna£íme Vi = [r̄0, . . . , r̄i−1] matici se
sloupci tvo°enými vektory r̄i, potom

(AVk)pq = [Ar̄0, . . . , Ar̄i−1]pq = (Ar̄q)p =
∑
j

(Tk+1,k)qj (Vk+1)pj =

= (Vk+1Tk+1,k)pq ,

tedy
AVk = Vk+1Tk+1,k

a
V Tk AVk = V Tk Vk+1Tk+1,k = Tk.

Takový p°echod k t°ídiagonální matici vyuºívá i Lanzoszova metoda výpo£tu vlast-
ních £ísel a vektor· matic. Tk tedy m·ºeme vyuºít pro odhad vlastních £ísel,
zejména minimálního a maximálního vlastního £ísla, £ísla podmín¥nosti a vztahu
mezi reziduem a chybou.

Poznámka 2.9. K vztahu mezi reziduem a chybou poznamenejme, ºe

‖ek‖ =
∥∥A−1rk∥∥ ≤ ∥∥A−1∥∥ ‖rk‖ ≤ ε∥∥A−1∥∥ ‖r0‖ ≤ ε∥∥A−1∥∥ ‖Ae0‖ ≤

≤ ε
∥∥A−1∥∥ ‖A‖ ‖e0‖ ≤ εκ ‖e0‖ .

Poznámka 2.10. Pokud uvaºujeme A-ortonormální bázi tvo°enou normovanými
sm¥ry d̄i = di/ ‖di‖A potom vyuºitím vztah· Adi = 1

αi
(ri − ri+1) a ri = di −

βi−1di−1 dojdeme op¥t k reprezentaci pomocí t°ídiagonální matice.


