
3 Itera£ní metody pro °e²ení soustav lineárních

rovnic s obecnou maticí

Uvaºujeme °e²ení soustavy
Au = b (14)

s regulární n× n maticí A, nemusí být symetrická.

� V p°ípad¥, ºe existuje regulární matice K taková, ºe

A = K−1DK, (15)

kde D je diagonální matice, °ekneme, ºe A je diagonalizovatelná. V tomto
p°ípad¥ existuje báze prostoru Rn tvo°ená vlastními vektory. Pokud A není
symetrická, potom K není ortogonální matice.

� Matice A ale m·ºe mít i sloºit¥j²í strukturu, neplatí pak (15), ale pouze

A = K−1JK,

kde J je matice v Jordanov¥ form¥.

Pro °e²ení soustavy (14) lze vyuºít °e²ení ekvivalentní soustavy

ATAu = AT b (16)

s maticí ATA, která je symetrická a pozitivn¥ de�nitní. Soustava rovnic daná
maticí ATA je tedy °e²itelná metodami popsanými v p°edchozí kapitole. Pokud
pouºijeme metodu sdruºených gradient·, p°echázíme k metod¥ CG-NE (CG -
normal equations). Nevýhodou uvedeného postupu v²ak m·ºe být skute£nost, ºe
pokud cond(A) =

∥∥A−1∥∥ ‖A‖, potom cond(ATA) = cond2(A).
Poznamenejme, ºe soustavu (16) je moºné °e²it i v p°ípad¥, kdy A není re-

gulární, a dokonce i v p°ípad¥, kdy A je obdélníková a soustava (14) má jen
zobecn¥né °e²ení u,

‖Au− b‖ → min . (17)

V¥ta 3.1. Podmínky (17) a (16) jsou ekvivalentní.

D·kaz. (i) (17)⇒(16). Nech´ z ∈ Rn, t ∈ R1, potom

ϕ(t) = ‖ b−A(u+ tz) ‖2= (b−Au− tAz, b−Au− tAz) =

= ‖ b−Au ‖2 −2t (b−Au, Az) + t2 (Az, Az)

má minimum v t = 0, tedy ϕ′(0) = 0, coº dává (b−Au, Az) = 0, tedy ATAu =
AT b.
(ii) Opa£n¥, nech´ u je °e²ením (16). Potom pro libovolné z ∈ Rn dostaneme

‖b−A (u+ z)‖2 = ‖b−Au−Az‖2 = ‖b−Au‖2 + ‖Az‖2 ≥ ‖b−Au‖2 .

3.1 Richardsonova metoda

Op¥t uvaºujeme itera£ní p°edpis

ui+1 = ui + ω (b−Aui) . (18)

Chyba po (i+ 1) . iteraci má tvar

ei+1 = (I − ωA)
i+1

e0.

V p°ípad¥ diagonalizovatelné matice (15) platí

ei+1 =
(
I − ωK−1DK

)i+1
e0 =

(
K−1 (I − ωD)K

)i+1
e0 =

= K−1 (I − ωD)
i+1

Ke0,

‖ei+1‖ =
∥∥∥K−1 (I − ωD)

i+1
Ke0

∥∥∥ ≤ ∥∥K−1∥∥ ‖K‖∥∥∥(I − ωD)
i+1
∥∥∥ ‖e0‖ ≤

≤
∥∥K−1∥∥ ‖K‖ qi ‖e0‖ , q = max

k
|1− ωλk| .

V¥ta 3.2. Pokud je matice A diagonalizovatelná a existuje ω > 0 tak, ºe q =
maxk |1− ωλk| < 1, potom metoda (18) konverguje a

‖ei+1‖ ≤
∥∥K−1∥∥ ‖K‖ qi ‖e0‖ . (19)

Pokud je matice A symetrická, potom
∥∥K−1∥∥ ‖K‖ = 1.


