2 TItera¢ni metody pro reSeni soustav lineadrnich
rovnic s SPD matici

2.1 Prosta iteraéni metoda

Metoda dané predpisem

Uit1 = U; + (b — Auz) .

Chyba po (i+1). iteraci:
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Vlastni ¢isla zadané matice jsou kladna, matice je tedy symetrickd a pozitivné
definitni. Jeji normované vlastni vektory oznacme vy, va, (Jjv;]] = 1).
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a tedy dostavame podminku konvergence (1 — )\k)i — 0. Metoda je tedy kon-
vergentni, pokud A; € (0,2), coZ nenastane ve vySe uvedeném piipadé. Pomoci
muze byt jednoduché gkalovani pomoci w > 0:

A-u=b - w-A-u=w-b (3kilovana soustava),

Av=Xv > w-A-v=w-A-v

Uipr = Ui+ (W-b—w-A-u)=u; +w(b—A- ;)

Napftiklad volbou w = % dostaneme matici wA, jejiz vlastni ¢isla jsou mensi nez 2
a mame zarucenu konvergenci. Ziskavame tak Richardsonovu metodu. A

2.2 Richardsonova metoda

Richardsonova metoda je dana itera¢nim piedpisem
Uip1 = U; T W (b — Aul) s

kde w je vhodn4 konstanta.

Algoritmus 1 Richardsonova metoda
Ug <
for 1 =0,1,...

T = b — A s Ug

Ujtq = Ui + W T4

end

2.2.1 Konvergence itera¢ni metody

Richardsonova metoda patii mezi itera¢ni metody minimalizujici eukleidovskou
normu chyby.

Véta 2.1. Necht A je SPD, w je vhodnd konstanta, pFesnéji 0 < w < 2/\paz(A).
Potom Richadsonova metoda dand piedpisem w;1 = u; +w (b — Au;) konverguge,
presneéji 4

= |y ¢ [luo — u|

leirillmy = lluita

kde q:mkax\lfw)\k\<1, m=0,1,...

Diikaz. Vyjadiime pocatecni chybu eg v bazi vlastnich vektort matice A a dosa-
dime do vzorce pro vypocet chyby (i — 1). iterace.
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Pozndmka 2.1. Polynom
PR (V) =B (N = (I —w\)', (2)

ktery se objevuje v , nazveme itera¢nim polynomem Richardsonovy metody.
Redukce chyby souvisi s hodnotami tohoto polynomu v prvcich Ax € o(A4).

2.2.2 Volba optimalniho faktoru

Konstantu w se snazime zvolit tak, aby norma rezidua klesala co nejrychleji. Nej-
lepsi z takovych konstant nazyvame optimalnim faktorem a znacime wqpt-

Konvergené¢ni faktor ¢ = max |1l — wAg| musi byt nutné mensi nez 1 a idealné
co nejmensi. Hledame tedy takovou hodnotu w, pro kterou je max|l — wAg| co
nejmensi, viz. obrazek
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Obrazek 1: Optimalni faktor
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Optimalni faktor muzeme vyjadrit také pomoci itera¢niho polynomu. Minima-
lizaci polynomu ziskdme pravé vySe odvozeny optimalni faktor wept, tedy

2
Wopt = argmin max |PE(\)| = Fa

Problém je ale v tom, Ze vlastni ¢isla matice A vétSinou nezname a urcit je by
bylo slozitéjsi nez fesit puvodni tlohu. Obvykle je tedy nahrazujeme jejich odhady,
muzeme pouzit napi. Ger§gorinovu vétu. Pokud A je odhad nejmengiho vlastniho
Cisla (0 <A< )Ap)a A je odhad nejvétsiho vlastniho ¢isla (X > )\n), zvolime kvazi
optimalni faktor
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Pro konvergenéni faktor dostaneme odhad

2 _AEA-2 0 A=A el
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kde ¢ = % > k (A). Nezname-li pro A; lepsi odhad nez hodnotu 0, pouzijeme
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Pokud zvolime w mimo interval (0, 2/\,42 ), budou nékteré slozky chyby narts-
tat. Pokud zvolime w z uvedeného intervalu, budou vSechny slozky klesat, nejvice
ty, pro které je A\ blizko 1/w. Vhodnou volbou w tak lze dosdhnout toho, ze
budou dobte redukovany slozky odpovidajici velkym vlastnim ¢&islim, opa¢né to
nelze. Pomoci Richardsovy metody lze dosahnout rychlé redukce oscilujicich slo-
7ek (sloZek odpovidajicich oscilujicim vlastnim vektortim), velmi efektivni metodu
dostaneme, kdyZz zbyvajici slozky (odpovidajici mené oscilujicim, hladkym vlastni
vektorum) redukujeme jinou technikou - napf. korekei vypoétenou pomoci hrubsi
diskretizace, viz [Multigrid].

2.2.3 Ukondeni iteraci
o sledovat rozdil iteraci §;41 = w41 — u; = wWry

e sledovat reziduum r; = b — A - u; — ukoncovaci podminka ||r;|| < € ||rol|

Kolik iteraci je potfeba pro dosazeni dané pfesnosti e:
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Vyhody a nevyhody metody:
1. jednoduché operace, mozné paralelizace
2. pomala konvergence

3. nutnost odhadnout parametr w

Zrychleni metody:

e volba ruznych parametri w = w; pro jednotlivé iterace (vede na Cebyéevovu
metodu)

e pro opravu vylepsit smér rezidua (vede na metodu sdruzenych gradientit)



