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4 Predpodminéni

Ke zlepSeni efektivity i robustnosti iteracnich feSi¢u pouzivame tzv. predpodmi-
néni. Tim rozumime transformaci puvodni soustavy linedrnich rovnic na jinou
soustavu se stejnym feSenim, ale leps§imi vlastnostmi v ohledu na itera¢ni feseni,
tedy mimo jiné s lepsim ¢islem podminénosti (odtud pojmenovéni).

Pro transformaci vyuZijeme regularni matici (pfedpodminovac¢) B, takovou Ze
B aproximuje A, A ~ B. Jedna z moznosti transformace je pfendsobeni soustavy
matici B zleva, p¥item? otekévame, ze B~1A ~ I a tedy cond(B~1A) < cond(A).
Matici B lze vyuzit pro tii zpusoby transformace:

Transformace zleva
Pfenasobenim soustavy rovnic matici B~! zleva dostaneme soustavu

B~ 'Au = B~ b,
kde B-1A°Z A=A, je transformovana matice soustavy a B~1b °=" Bje trans-
formovana prava strana. V kombinaci s Richardsonovou metodou ziskame itera¢ni
predpis
Uip1 = U; T W (E — Auz) =u; + wB™! (b — Aul) .
Pro transformované reziduum plati

- > bt 1 -
7"7;+1:b—AUi+1:B ri+1:>Bri+1:ri+1.

Transformace zprava
Ziskdme soustavu rovnic
AB™'Bu = b,

kde AB™* “Z° A = Ap je transformovani matice soustavy a Bu 2" @ jsou
transformované neznamé. Iteracni piedpis pfedpodminéné Richardsonovy metody
ma tvar

INLH_l = 77% +w (b — Aﬂl)
Bu;y1 = Bu;+w (b — AB_lBui) = Bu; + w (b — Au;)
U1 = U; + wB™! (b - A’U,l) .

Tedy pfi pfepisu do netransformovanych soufadnic jsme ziskali stejny piredpis jako
v piipadé transformace zleva, mezi témito metodami tedy ziejmé neni velky rozdil.
Plati také néasledujici véta

Véta 4.1. Spektrum zleva transformované matice A, = B 1A je stejné jako
spektrum zprava transformované matice Arp = AB™L.

Uvedena véta je disledkem jednoduchého lemma.
Lemma 4.1. Necht X, Y jsou requldrni matice, potom o(XY) = o(Y X).

Diikaz. Necht X, Y jsou regularni matice a A € o (XY). Potom ex. v # 0 tak, Ze
XYv = M. Potom také Y XYv = A\Yv, takze A\ € 0 (Y X) a Yv # 0 je pfislusny
vlastni vektor. Opac¢nou inluzi dokdZeme stejné. O

Oboustranna transformace

Transformace zleva nebo zprava porusi symetrii, tj. pokud A je symetrickou matici,
matice B~'A obecné symetrick neni. Napravou je pouziti faktorizace B = EE”T
a symetrické transformace. Tim ziskame

EYAE"TETy = E~ ',

kde E-YAE"T °2° A = Ag, E-' °2 b a ETu "2 4 je transformovana matice,
prava strana a neznamé. Pokud je A symetricks, je i matice A = Ag symetricka.
Pokud existuje faktorizace B = EET, kde E je regularni, potom B je pozitivné
definitni. Plati i opa¢né: pokud je B pozitivné definitni, potom existuje faktorizace,
napi. E = B'/2. Jina znama faktorizace je napf. Choleského rozklad.

Itera¢ni pfedpis pfedpodminéné Richardsonovy metody ma tvar

Uiyl = Uitw (i) — Aal) =u; + wE™! (b — AE_T’ELi)
ETuipy ETu;+ wE™ (b— AE"TETw;)
Uiry = w+wE TE™! (b— Aw;) = w; +wB™! (b— Auy).

Tedy pfi prepisu do netransformovanych soutfadnic dostaneme opét stejny predpis.
Odtud je vidét, ze faktorizaci B nepotiebujeme pro realizaci metody, ale spiSe pro
analyzu s vyuZzitim symetrie matice transformované soustavy. Opét

0(As) = 0(AL) = o(AR).
Pro analyzu ale také muzeme vyuzit skuteénosti, ze pro B SPD je Ap symetricka
ve skalarnim soucinu (u, v)p = (Bu, v).
Predpodminénd Richardsonova metoda mé tedy obecné tvar
Uiy1 = ui +wB™ (b — Auy) . (24)
Od matice B , ktera ma byt aproximaci matice A, pozadujeme dvé vlastnosti:
e jednak zlepSeni ¢isla podminénosti,

e ale také levné fefeni soustavy s matici B, tj. nizka sloZzitost operace B!, kterd
se vyskytuje v iteracich. V pfipadé fidkych matic se snazime udrzet slozitost
O(n) - tak jako v dalsich operacich iterace v€etné nasobeni Av.

Efekt predpodminéni miZeme vidét v dpravé vlastnosti FeSené soustavy, nebo
v pouziti pfedpodminéného rezidua (pseudorezidua) pro opravy, viz . Smér
pseudorezidua B! (b — Au;) je blize sméru chyby A~! (b — Au;), ktera je idedlnim
smérem pro opravu.

V dalsgim budeme diskutovat mozné aproximace matice A, mezi které patii

B = diag (A) ... diagonéla matice A (Jacobiho pFedpodminéni)

B =L+ D... Gaussovo-Seidelovo pfedpodminéni

B =1ILU (A)... neuplna LU faktorizace, B =L -U ... soucin fidkych troju-
helnikovych matic

e a dalsi techniky.



