
4 P°edpodmín¥ní

Ke zlep²ení efektivity i robustnosti itera£ních °e²i£· pouºíváme tzv. p°edpodmí-
n¥ní. Tím rozumíme transformaci p·vodní soustavy lineárních rovnic na jinou
soustavu se stejným °e²ením, ale lep²ími vlastnostmi v ohledu na itera£ní °e²ení,
tedy mimo jiné s lep²ím £íslem podmín¥nosti (odtud pojmenování).
Pro transformaci vyuºijeme regulární matici (p°edpodmi¬ova£) B, takovou ºe

B aproximuje A, A ∼ B. Jedna z moºností transformace je p°enásobení soustavy
maticí B zleva, p°i£emº o£ekáváme, ºe B−1A ∼ I a tedy cond(B−1A)� cond(A).
Matici B lze vyuºít pro t°i zp·soby transformace:

Transformace zleva
P°enásobením soustavy rovnic maticí B−1 zleva dostaneme soustavu

B−1Au = B−1b,

kde B−1A ozn.
= Ã = ÃL je transformovaná matice soustavy a B−1b ozn.

= b̃ je trans-
formovaná pravá strana. V kombinaci s Richardsonovou metodou získáme itera£ní
p°edpis

ui+1 = ui + ω
(
b̃− Ãui

)
= ui + ωB−1 (b−Aui) .

Pro transformované reziduum platí

r̃i+1 = b̃− Ãui+1 = B−1ri+1 =⇒ Br̃i+1 = ri+1.

Transformace zprava
Získáme soustavu rovnic

AB−1Bu = b,

kde AB−1 ozn.
= Ã = ÃR je transformovaná matice soustavy a Bu

ozn.
= ũ jsou

transformované neznámé. Itera£ní p°edpis p°edpodmín¥né Richardsonovy metody
má tvar

ũi+1 = ũi + ω
(
b− Ãũi

)
Bui+1 = Bui + ω

(
b−AB−1Bui

)
= Bui + ω (b−Aui)

ui+1 = ui + ωB−1 (b−Aui) .

Tedy p°i p°episu do netransformovaných sou°adnic jsme získali stejný p°edpis jako
v p°ípad¥ transformace zleva, mezi t¥mito metodami tedy z°ejm¥ není velký rozdíl.
Platí také následující v¥ta

V¥ta 4.1. Spektrum zleva transformované matice ÃL = B−1A je stejné jako
spektrum zprava transformované matice ÃR = AB−1.

Uvedená v¥ta je d·sledkem jednoduchého lemma.

Lemma 4.1. Nech´ X, Y jsou regulární matice, potom σ(XY ) = σ(Y X).

D·kaz. Nech´ X, Y jsou regulární matice a λ ∈ σ (XY ). Potom ex. v 6= 0 tak, ºe
XY v = λv. Potom také Y XY v = λY v, takºe λ ∈ σ (Y X) a Y v 6= 0 je p°íslu²ný
vlastní vektor. Opa£nou inluzi dokáºeme stejn¥.

Oboustranná transformace

Transformace zleva nebo zprava poru²í symetrii, tj. pokud A je symetrickou matici,
matice B−1A obecn¥ symetrická není. Nápravou je pouºití faktorizace B = EET

a symetrické transformace. Tím získáme

E−1AE−TETu = E−1b,

kde E−1AE−T ozn.
= Ã = ÃS , E−1b

ozn.
= b̃ a ETu ozn.

= ũ je transformovaná matice,
pravá strana a neznámé. Pokud je A symetrická, je i matice Ã = ÃS symetrická.
Pokud existuje faktorizace B = EET , kde E je regulární, potom B je pozitivn¥
de�nitní. Platí i opa£n¥: pokud je B pozitivn¥ de�nitní, potom existuje faktorizace,
nap°. E = B1/2. Jiná známá faktorizace je nap°. Choleského rozklad.
Itera£ní p°edpis p°edpodmín¥né Richardsonovy metody má tvar

ũi+1 = ũi + ω
(
b̃− Ãũi

)
= ũi + ωE−1

(
b−AE−T ũi

)
ETui+1 = ETui + ωE−1

(
b−AE−TETui

)
ui+1 = ui + ωE−TE−1 (b−Aui) = ui + ωB−1 (b−Aui) .

Tedy p°i p°episu do netransformovaných sou°adnic dostaneme op¥t stejný p°edpis.
Odtud je vid¥t, ºe faktorizaci B nepot°ebujeme pro realizaci metody, ale spí²e pro
analýzu s vyuºitím symetrie matice transformované soustavy. Op¥t

σ(ÃS) = σ(ÃL) = σ(ÃR).

Pro analýzu ale také m·ºeme vyuºít skute£nosti, ºe pro B SPD je ÃL symetrická
ve skalárním sou£inu (u, v)B = (Bu, v).

P°edpodmín¥ná Richardsonova metoda má tedy obecn¥ tvar

ui+1 = ui + ωB−1 (b−Aui) . (24)

Od matice B , která má být aproximací matice A, poºadujeme dv¥ vlastnosti:

� jednak zlep²ení £ísla podmín¥nosti,

� ale také levné °e²ení soustavy s maticí B, tj. nízká sloºitost operace B−1, která
se vyskytuje v iteracích. V p°ípad¥ °ídkých matic se snaºíme udrºet sloºitost
O(n) - tak jako v dal²ích operacích iterace v£etn¥ násobení Av.

Efekt p°edpodmín¥ní m·ºeme vid¥t v úprav¥ vlastností °e²ené soustavy, nebo
v pouºití p°edpodmín¥ného rezidua (pseudorezidua) pro opravy, viz (24). Sm¥r
pseudorezidua B−1 (b−Aui) je blíºe sm¥ru chyby A−1 (b−Aui), která je ideálním
sm¥rem pro opravu.

V dal²ím budeme diskutovat moºné aproximace matice A, mezi které pat°í

� B = diag (A) . . . diagonála matice A (Jacobiho p°edpodmín¥ní)

� B = L+D . . . Gaussovo-Seidelovo p°edpodmín¥ní

� B = ILU (A) . . . neúplná LU faktorizace, B = L̃ · Ũ . . . sou£in °ídkých trojú-
helníkových matic

� a dal²í techniky.


