4.1 Piedpodminéna metoda sdruzenych gradientt

Pro pfedpodminéni pouzijeme SPD matici B.

B '4u = B
Au = b

P1i této transformaci ztracime symetrii ve standardnim skalarnim soucinu. Pokud
v8ak pouzijeme skalarni soucin indukovany B, (u, v)p = (Bu, v), potom bude

. /~1~: B! A symetrickd vzhledem k (-, -) 5, R
(Au, v)g = (Au, v) = (u, Av) = (B~'Bu, Av) = (Bu, B~'Av) = (u, Av)p,

o fl~: B! A pozitivné definitni vzhledem k (-, -)5,
(Av, v)p = (Av, v) > 0,0 = (Av, v)p = (Av, v) = v = 0.

Nyni mizeme pouzit standardni CG metodu pro transformovanou matici A a
pravou stranu b a pro skalarni soucin (-, -)p.

V kazdé iteraci tedy piibyva jedna maticova operace - nutnost feSit soustavu
B7; = r; pro vypocet pseudorezidua 7; . Pocet skalarnich soucini zistava stejny
jako bez predpodminéni, skalarni sou¢iny (-, -)p jsou pievedeny na standardni
(v, ) diky praci s transformovanymi i netransformovanymi veli¢inami.

P#i praci s SPD maticemi A i B se pii analyze pfedpodminovaci ¢asto vyuZziva
tzv. spektralni ekvivalence.

Definice 4.1. Mg&me dvé SPD matice A, B (A,B € R"*"). Jestlize
(a1 > 0) (3as > 0) takové, 7e Vv € R™, plati

a1 (Bv,v) < (Av,v) < as (Bv,v),
potom Fekneme, Ze matice A a B jsou spektralné ekvivalentni.

Pokud jsou matice A a B spektralné ekvivalentni, potom

(B_lAv, U)B

< g
(Ua”)B

Oél<

takze musi platit @y < Amin (B71A4) a Apax (B714) < ag, cond(B™'A) < az/ay.

Algoritmus 9 (Metoda sdruzenych gradientt s pfedpodminénim zleva)
Ug <—

To zb—A~u0
'FO :BilTO
do = T
po = (Fo, To)B = (0, T0)
for 1+ =0,1,...
w; :Adl

a; = pi/ (B wi, di) p = pif (wi, d;)
Uipi = U + - d;
Tig1 =Ty — Q- Wy
Fiv1 =B lrip
pit1 = (Tix1, Tiy1)B = (Tit1, Tig1)
YmoZna ukonéovaci podminka: if p;y 1 <e?-pg then STOP,
nebo navic po&itat ||r;41]/pro testovani ||r11] < e||rol|
Bi = pi+1/ﬂi
diy1 = Tip1 + Bid;
end

4.2 Predpodminénia metoda GMRES

Ve standardni metodé GMRES postupné rozsifujeme jiz vytvofené a ortonorma-
lizované sméry vy, ..., v; tim, Ze vytvoiime vektor w = Avj;, ktery déle ortogona-
lizujeme a normalizujeme. P¥itom provadime minimalizaci

Ib — Av]| .

Uig1 : min
vEUG+Ki41

Predpodminéni zleva
w; = fh)j = BflAvj, t.j. Bw = Av;.

Budujeme tedy ortonormalni bazi prostoru K;(rg, B~1A) a pouZividme podminku
minimalizace

b— flv” = IICHE |B~!(b— Av)||

Uj4+1 : min
Kit1
Pfedpodminéni zprava

’UJj = A'Uj = ABil”Uj

Nyni budujeme ortonormélni bazi prostoru &;(ro, AB~!) a pouziviame podminku
minimalizace

Uj41 © Min

b— AﬁH — min ||b — Av|.
’CH»I K:i+1



U GMRES byva preferovino pfedpodminéni zprava, které je vhodnéjsi napft.
v piipadé, kdy matici B ménime od iterace k iteraci, B = B;. Potom dostavame
pseudo Krylovav prostor, prostor rozsifujeme nésledovné

U}j = A’Uj = ‘/43;1

Tato zména nevadi, pfi minimalizaci vyuzivame stéle stejnou podminku s normou
rezidua. Této varianté se fika flexible GMRES (FGMRES), viz napt. [Saad 2003].

Proménné predpodminéni dostaneme napft. pfibliznym feSenim soustavy
AU}j = Uj

pomoci vnifnich iteraci. Pokud by §lo o pevny pocet iteraci metodou typu Richard-
sonovy itera¢ni metody, mohli bychom i zde reprezentovat takové feSeni Aw; = v;
linedrnim operdtorem B. Pokud vSak bude pocet iteraci proménny, dostaneme
proménné B;. Pii pouziti CG bude vysledek feSeni Aw; = v; navic zaviset na v;
nelinedrnim zptsobem.

4.3 Metody konstrukce predpodminéni, Stépeni matice
Nejjednodussim §tépenim je
A=L+D+U,

kde L a U jsou dolni a horni trojihelnikova matice, D je diagonalni matice.

Jacobiho predpodminéni
Tato metoda pouziva pfedpodminéni pomoci matice Byjac = D. Jeji vyhodou je
jednoduchost, na druhou stranu vSak nemusi nijak zlepSovat konvergenci metody.

Gauss-Seidelovo predpodminéni
Jako predpodminovac¢ zvolime trojuhelnikovou matici Bgs = L + D. Soustava
(L + D)7 =r je také pomérné snadno fesitelnd, sta¢i pouZit zp&tnou redukci.

Symetrické Gaussovo-Seidelovo pifedpodminéni

Kdybychom chtéli Gaussovo-Seidelovo predpodminéni pouzit pro CG, nastane pro-
blém, nebot takto zvolend matice Bgg neni SPD. Je v§ak moZné pouZit symetrické
Gauss-Seidelovo piedpodminéni pomoci matice Bggg, které vznikne propojenim
dvou itera¢nich kroki s dolnim a hornim trojuhelnikovym pfedpodminénim

wpr = ui+(L+D)7(b— Au)
Uip1 = Uyl +U+D)" (b—AuH%).

Potom

Ui+1 = +(L+D)_l7‘

+W+Df%hﬁM—A@+DY%

S
~—
Il

wit (L4 D)+ @+ D) (1= A@+D)")] i =
= P+U+D (L+D—m]@+per=

""[U+D+L+D—-A-(L+D) " r;=
"D (L+D)"

+ U+ D)

Ve sloucené iteraci se objevi pfedpodminéni

Bghs=(U+D)"-D-(L+D)"",

tedy

Bsgs = (L+D)-D™'-(U+ D).

Tuto matici Bsgs jiz je mozné pouzit v metodé sdruzenych gradienti. V kazdé
iteraci feSime soustavu Bggs? = r, coZ neni obtizné, protoze zname faktorizaci
matice Bggs. Toto pfedpodminéni jesté vylepSime v Gasti vénované neuplné fak-
torizaci.

4.4 Piedpodminéni s pfimym vyuzitim rozkladu oblasti

Tuto ¢ast zacneme zavedenim blokového Jacobiho pfedpodminéni B = Dp, které
vznikne rozdélenim matice A na soucet blokové dolni trojihelnikové, diagonalni a
horni trojihelnikové matice: A= Lg + Dg 4+ Up, kde

Dp = Ay

Tomuto rozdéleni odpovida i rozdéleni vektort neznamych, pravé strany a rezidua.
Pro predpodminéné reziduum pak plati

Aii o= 7",

tedy Ayu7; = r;. Je vidét vyhoda tohoto predpodminéni, bloky 7; lze pocitat
paralelné.

Je otazkou, jakym zpusobem provést rozdéleni matice a vektori do bloku. Pokud
feSend soustava souvisi s modelovanim fyzikalnich procesi na oblasti 2 a toto
modelovani vede k feSeni parcialnich diferencialnich rovnic, coz je realizovano napf.



pomoci metody kone¢nych prvka nebo kone¢nych diferenci, potom je prirozené
provést rozdéleni do bloku v souvislosti s rozdélenim 2 na nékolik podoblasti €2;,

0= U .
=1

S vazbou na rozdéleni oblasti pak pracuje fada metod, které jsou velmi dulezité
pro efektivni paralelni FeSeni soustav vznikajicich pfi matematickém modelovani
procesti na podoblastech. Nékteré z metod zhruba predstavime v naSem kurzu,
vice napt. [Saad 2003], [Toselli, Widlund 2005].

Piiklad 4.1. Oblast Q je rozdélena na podoblasti 4, 09, Q3. Nezndmé odpovi-
dajici uzlim sité& a vektor feSeni jsou takto rozdéleny do tii skupin/blokd.

0 31 O (5
2y u2 Qs U
Q3 w3 Qs us

Obrazek 2: (Vlevo) Rozdéleni oblasti implikujici rozdéleni vektorti a matice na
bloky. (Vpravo) Rozdéleni oblasti s (minimalnim) pfekrytim umoziujici interpre-
taci diagonalnich bloku jako matic soustav vznikajicich feSenim tloh nad podob-
lastmi (s Dirichletovymi okrajovymi podminkami na vnit¥nich hranicich).

Pokud m4 predpodminéni fungovat, musi byt pracnost aplikace predpodminéni,
tedy pracnost feSeni soustav A;;7; = r;, mald ve srovnani s feSenim celé soustavy.
To muze byt zaruceno rizné, napf. pouzitim pasového algoritmu Gaussovy elimi-
nace s po¢tem operaci imérnym n; - b?. Pro déleni v piikladu bude n; =n/3,
b; = 3. Pokud budeme zvySovat pocet podoblasti, ale nebudeme zvétSovat pocet
vrstev b; < b, bude pracnost vypoctu 7; pouzitim pasového algoritmu s vhodnym
péasovym ocislovinim dmérné

Z(n/k)bi <b*n = O0(n).
k=1

Co se tycCe ¢isla podminénosti pfi pouziti blokové diagonalniho pfedpodminéni,
Ize piedstavu ziskat pouzitim Véty [4.2] (viz dale). Tato véta nam zarovenn umozni
porozumét potiebé vétsiho prekryti, které nyni popiSeme.

Ql (73] Ql U1
Q5 Ua Qs (15
Q5 U3 Q3 u3

Obrazek 3: (Vlevo) RozloZzeni s minimalnim pfekrytim § = h. (Vpravo) Rozlozeni
s vét§im prekrytim, § = 2h.

Schwarzova metoda rozloZeni

Schwarzova metoda rozlozeni umozihuje uvazovat rozdéleni na podoblast s vétsim
prekrytim, viz napi. Obr.

Pro zéapis metody nyni nestaci prosté rozdéleni do bloku, ale potiebujeme poné-
kud obecnéjsi formalizmus. Uvazujeme o tlohdch s n nezndmymi odpovidajicimi
uzlim. Mnozinu indexii rozlozime tak, ze

{1,...;n} =L U...UI,. (25)

V piipadé blokové diagonalniho predpodminéni v plati I, N I} = () pro k # 1,
pii rozlozeni s vét§im piekrytim v8ak tato disjunktnost jiz neplati. S rozdélenim
neznamych mizeme spojit podprostory

Vi = Zgjej:

JEIx

ijR

Jako e; zna¢ime vektory standardni baze e; = (815,..., §,;)T € R", §ij je Kro-

neckerovo ¢. Plati
V=R"=Vi+...4+ Vi,

pfi¢emz tento soucet je direktnim sou¢tem v piipadé disjunktnich Ij. S rozdélenim
prostoru souvisi operatory restrikce

Rk : R" — Vk, dlka = Ng.

Operétor restrikce je reprezentovan matici nul a jedni¢ek Ry o rozmérech ny x n.
V kazdém fadku matice Ry je pravé jedna jednicka.
Na zakladé Ry lze definovat operétor prodlouZeni,

R Vi - R"
a matice uloh na podoblastech

Ay = RLARY.



Piiklad 4.2. (Restrikce)

a b d e 1000 0 a b ¢ d e 1 0 00

f g i j 01000 fog o hoig 0 100

= k'l m n o 00 0 0

p q s t 00 0 1 0 00 1 0
u vy 2 0000 1 poqg o5t

U v T Yy =z 0 0 0 1

Jako pfedpodminova¢ muzeme nyni pouzit matici B, pro niz plati

=Y R{A;'R,.
k

Tak ziskavame aditivni Schwarzovo pfedpodminéni, které je zobecnénim blokoveé
diagonélniho predpodminéni.
Plati

e pokud A je SPD, potom Ay, jsou SPD,
e B je SPD. Symetrie a nezapornost jsou jasné. Navic

0= (B_lv, v) = Z (A;lR;gv, Rkv) = Row=0Vk =v=0.

k
e Pro P, = R{A;leA plati

BT'A=) RIAT'R, A=) P,
k k

P? = RI A R ARL A Ry A = Py,
——
Ag
e pro SPD matice A je
(Pyv, w) 4, = (AR} A; 'Ry Av, w) = (Av, Rf Ay 'R Aw) = (v, Pyw) 4

Zjistili jsme, ze P jsou projekce symetrické viici skalarnimu soucinu induko-
vanému A. Jsou tedy ortogonélni.

2 2 2
[0l = I1Psvlla + (I = o) vlly
a||Fifl 4 = 1.

Véta 4.2. Predpoklidejme, Ze A je SPD a Ze existuji konstanty kg >0 a k1 > 0
tak, ze plati

L < kollvll% (26)

< klZHvillii' (27)

VoeU I €U v=> Rlv

YoeUWo €U v=Y Rlv; je |[v|

Potom
1

—(U,U)AS(

BilAv,v)A <ki(v,v),, (28)
0

tedy
LR (B7YA), Amax (B

1A) < ki, cond(B
ko

_1A) < kok1.

Diikaz. Dokazme prvni nerovnost . S vyuzitim rozkladu v = > v; z do-
staneme

(v,v), = Z (v, R?vi)A = Z (v, PiR?vi)A = Z (Piv, R?vi)A

i %

< Z \/(Pz‘U, Pv), - \/(RiTUi’ RiTUi)A
< (S } {ZHR%HA}
= {Z(P’U v) } {ZHU, }
< {(B'A4v, v) }% {ko(v, v A}2
tedy
i(UvU)A < (B_lAU’U)A'

0

Opatng, vezméme v € R" a definujme w;
(B av,0), = 3 (Pu,w), =3 (wi0), Pl
2 2

\/Z (. UWZ 1Pl (29)

ka [lvll% Z (P, v) 4 (30)

VL lol% /(B Av,v) 4,

(B_lAvw)A <ki(v,v),.

= P/ ||Pv| 4. Potom

IN

IA

odtud

Vjsme vyuzili nerovnost >, (w;, v)?4 <k Hv||124 Tu musime dokézat s vyuZitim
podminky . > (wi, v)2A = ||ZU||2, kde Z je zobrazeni definované predpisem

Z:V =R Z:z—= (2, w),l

1=1"



Pokud uvazujeme R™ jako prostor se standardnim eukleidovskym skaldrnim sou-
¢inem a V jako prostor R™ s energetickym skalarnim sou¢inem (-, -) 4, potom méa
adjungovany operator Z* tvar

Z RV, 25 6= Guw.
Adjungovanost Z a Z* je dana rovnosti

(Z0,€) =D& (v, wi) s = (v, Zfiwi)A = (v, 2*€), WeEV, E€R

Podminka nim umoziuje odhadnout normu

12, = | ], € 10 S0 huilh, = ka3 = el

v x vyuzivame (27)), v % jednotkovou normu w; plynouci z definice. Déle

Zv|| = 7 = z" < z" < \/
120l = max(Zv, §) = max (v, 2°¢)a < [|vll 4 max [ 2°¢][4 < o]l v o,
odkud plyne pozadovany odhad

2 2 2
> (wi v = 120]* < Fy ol

i

(obecnéji vyuzivame || Z]|| = || Z*]))- O
Zamysleme se nad . Ziejmé

ol = (]|, ) < (i) < 3202l < m Sl

Trividlnim odhadem je tedy k; = m. To neni p#ili§ uspokojivé, nebot tento odhad
se zvétSuje s poCtem podprostort (podoblasti) m. UvaZujme

e = cos(Vi, Vi) = sup{(vk,vi)a: vk € Vi, vy € Vi, |uglla =1, |lu]ja =1},

tedy e = 1, pokud maji V, a V; netrividlni pranik V, NV, # {0}, a e =0 v
opa¢ném piipadé. Ziejmeé

ol = (3 Bfve, Y- Bfw) < > (Rfuw, B ), <

2
< enllvellagllvilla, < o> llvell,
kl

kde
- < max
p=pler) < |[(er)ll A Zl:skl

To dava k; jako maximélni pocet prostori s netrividlnim prinikem nebo maxi-
malni pocet prekryvajicich se oblasti. V déleni podle Pfikladu (4.1) je tedy k; = 3.

Nyni se zamysleme nad opafnou nerovnosti »_ ||v;]
modelovou tlohu (14). Pro vektor

veR": v;=1Vi

1247: < kOHUHZ. Uvazujme

bude

(Av); =0 Vi#1,n a (Av), =1/h* Vi=1,n a |jv|]|a = /2/h2%
V pfipadé rozdéleni na m podoblasti s minimélnim piekrytim bude ||v;|la, =
\/2/h? pro vSechnai = 1, ..., m, takZe vychazi kg ~ m. V ptipadé vétsiho piekryti
se situace zlepsi. Podstatné zlepseni pak pfinese az doplnéni dalsiho prostoru, ktery
odpovida diskretizaci na hrubé siti, tedy obdoba multigridni metody.
Hlavni operaci je feSeni soustavy Br = r. Plati

F=B"'r=> RIA 'R

7

Pro feSeni soustav s maticemi A; lze pouZit pifimou metodu, napiiklad Gaussovu
eliminaci. Takto ziskana metoda tedy bude kombinaci itera¢niho a piimého fe-
sice. Kombinace itera¢nich a pifimych metod se objevuji i v dalSich technikach
predpodminéni.

4.4.1 Metoda Schurova dopliiku

A A
A =
( Az Az )

muzeme faktorizovat timto zptisobem:

A A _ I 0 A O I AftAg _
Ay Agy A AT I 0o S 0 I

Matici

_( A 0 I AtAp _ [ An Aio (31)

Ay S 0 I Agp S+ A AT A )
kde I; a I5 jsou jednotkové matice, které obecné mohou mit riznou velikost. Matici
S = Agy — Ag1 AT Aro (32)

nazyvame Schurtv doplnék.
Pro piedpodminéni vyuzijeme piedchozi rozklad, misto matice A1 a Schurova
dopliiku S v8ak budeme pracovat s aproximacemi A1 a S.

Ay Agg Iy 0 Ap 0 L A7 A _
Aoy Ago A A I 0o S 0 I
Ay 0 L A A B
A21 S 0 Ig
Tuto matici B pouzijeme jako pfedpodminovac.

V kazdé iteraci tedy budeme fegit soustavu pro pseudoreziduum B7 = r. Diky
predchozimu rozkladu matice B lze tento vypocet rozdélit do dvou krok.

2



1. krok: B
A 0 wy \ (™
A21 S w3 B T2
r = /111101 = wp = /1_117'1
ro = A21w1 + S'LUQ = W = 5_1(7“2 — A21w1)
2. krok:

.[1 A;llAlg ’Fl _ w1
0 IQ ’FQ w2
Wo = 7:2

- o1 - - -1
UJ1:7"1+A11 A12’1"2 = 7"1:11)171411 A12’w2.

Dalsim zjednoduSenim muze byt blokové diagonalni pfedpodminéni

Ay 0
Bp = ~ .
i ( 0 >
Zatim hovofime obecné o piipadu s d&lenim na dva bloky /podprostory. Specialni je

napf. metoda rozlozeni oblasti, kdy je blokova struktura matice A dana rozdélenim
oblasti na vnitini a hrani¢ni uzly, viz Obr. @] Matice A ma tedy strukturu

A—( Arr Ars )
Apr App )’

kde A;; je blokové diagondlni matice. Je-li napiiklad oblast rozdélena na dvé

podoblasti, plati
_ A11 0
A = < 0 Ay > .

I~
N~
X X X >§ X X X
X X X )i( X X X
X X X )i( X X X
X X X * X X X
N5

Obrazek 4: Rozdéleni oblasti na dvé podoblasti, znazornény vnitini a hrani¢ni uzly

V tomto piipadé je vhodné soustavu pifedpodminit matici

- A]] 0
o5 )

kde S = Agp — ABIAfllAIB — ABQA;;AQB. Matice S je mensi a lépe podmi-
néné nez A, ale husta. Pro pfimé feSeni soustavy s S musime soustavu sestavit,
coz muze byt problém. Pokud feSime soustavu s S iteracné, vyuzivame fakt, ze
S = 51+ 52, kde S; je cast S sestavend z diskretizaci na i-té podoblasti. Navic,
pokud jsou S;regularni lze sestavit z inverzi S; pfedpodmiiiova¢ B~! = 51_1 +SQ_1.
Takovy predpodmiiiova¢ je analogii Schurova pfedpodminéni, nyni ale pro Schu-
rav doplnék. I jej lze doplnit hrubym prostorem pro zvyseni efektivity. Vice viz
[Saad 2003, [Toselli, Widlund 2005].

Schuriav doplnék 1ze pro predpodminéni vyuzit i v pfipadé, kdy je oblast dis-
kretizovdna pomoci hrubé sité a poté pomoci jemné. Jednotlivé uzly je pak opét
mozné rozdélit do dvou skupin, viz AMLI metoda [Axelsson 1994]. Techniku Schu-
rova doplitku pouZzijeme také u sedlobodovych soustav.

4.5 Predpodminéni vyuzivajici netiplnou faktorizaci

Pouzitim neudplné faktorizace, zkracené ILU z angl. incomplete LU, ziskdme opét
pfedpodminéni modifikaci pfimého fesice.

Algoritmus 10 LU rozklad bez pivotace.
for k=1,...,.n—1
for i=k+1,...,n

=9 @
Ak
aikzl (2]
for j=k+1,...,n
aij :aij —l-akj (3)
end
end
end

Pokud je matice A SPD, da se dokazat, Ze nikdy nenastane ag, = 0 (nebudeme
délit nulou), nemusime tedy provadét pivotizaci.

Metoda ILU
Pro acely predpodminéni neni tfeba provadét piimo LU rozklad, stac¢i najit pfi-
blizny rozklad B = LU ~ A a pouiit jej jak predpodmiiiovaé. Implementace -
vypocet pseudoresidua

Bi=r, tj. LUF=r

provedeme ve dvou krocich provedenim piimého a zpé&tného chodu

Oznatme P mnozinu vybranych pozic, tedy P C {(i,7): 4,5 =1,...,n}. Ope-
race @ a ® budeme provadét, jen kdyz (i, k) € P. KliCovou operaci je operace @,



tu provedeme, jen kdyz (i,7) € P. MnoZina P je tedy mnoZinou pravé téch po-
zic, na nichz povolujeme zaplnéni matice. Tak dostaneme pfiblizné trojuhelnikové
faktory, pfi¢emz bude platit

LU-A=R

Rij:() (’L,j)GP

Metoda MILU

Dalsi mozZnosti je nahradit operaci ® operaci a;; = a;; + [ - ay; Takto ziskan
metoda se nazyva modifikovand ILU metoda, zkracené MILU. V tomto piipadé
plati

£.].

Ae = Zaij = LUe.
J

Metoda ILUT

Jinou variantou je vytvafet mnozinu pozic dynamicky. Kroky @ a @ provadime,
pokud je splnéna podminka || > &, v opa¢né piipadé nastavime a;; = 0. Tato
metoda mé zkratku ILUT, kde T znamenda zadanou mez (threshold) e.

Metody ILU(0), MILU(0)

Jako mnozinu pozic Casto volime Py = {(4,j) : a;; # 0}, ziskdme tak metody
ILU(0), MILU(0). V téchto metodach tedy nevytvafime nenulové prvky tam, kde
puvodné byly nulové.

Metody ILU(0*), MILU(0%)
vzniknou kdyz vezmeme mnozinu pozic Py = {(¢, j) : a;; # 0} a vibec neménime
prvky mimo diagonalu. Symetrickou matici A miiZzeme rozlozit jako

A=D-L-L",

kde D je diagonalni a L je ostie dolni trojuhelnikova ¢ast. Chceme pak dostat
faktorizaci (pfedpodminéni) ve tvaru

B=(X-L)X '(X-L)",

kde X je diagonalni matice. Jde o zobecnéni symetrického Gaussova-Seidelova
predpodminéni, které vznikne volbou X = D.

Pozadujeme, aby §lo o MILU metodu, tedy aby se fadkové soucty rovnaly, Be =
Ae, kde e = (1,..., 1)T. Z této podminky urc¢ime diagonalni matici X.

B = X-DX'X-L)'=I-LX ") (x-L7)
= X-L-L"+LXx'L"

Podminka Be = Ae tedy piejde do formy De = Xe+ LX " 'L7e, kde De je vektor
diagonélnich hodnot A. Pokud ozna¢ime w = LT e vektor fadkovych souétii ostie
horni trojihelnikové ¢asti A, bude po slozkach platit

Qi = Tii + (LX_I’UJ)

i

Dale vyuzijeme toho, Ze matice L je trojuhelnikova a vyjadiime piedpis pro urceni
prvki diagonalni matice

i—1
Lii = Qi3 — (LX_lw)i = Qj; — ZLijiwg‘ = Qj; + Zaijiwj. (33)
T o T
Vzorec miizeme pouzit pro postupny vypocet prvki diagonélni matice X, pii
vypoctu z;; potfebujeme znat pfedchozi x;;, j < i. Vypocet bude korektni pokud
Tjj 7é 0.

Pozadavek, aby predpodminova¢ B byl SPD, je ekvivalentni pozadavku, aby
matice X byla SPD, tedy z;; > 0. To ale neplati automaticky. Pokusime se tedy
najit podminky, které zaruci, ze matice B bude SPD. Podminky budeme hledat
v souvislosti s feSenim modelovych tloh.

Napiiklad tloha —u” = f vede po diskretizaci na matici

2 -1
A, = -1 2
|
-1 2
Radkové souCty této matice jsou nezdporné, tedy Ae > 0, a navic plati

(=L + D)e > 0. Obdobné, uloha —Au = f vede po diskretizaci na matici ob-
dobnych vlastnosti,

M-I 4 -1
A= | T M kdem=| 714

e g SO

I M 1 4

a I je jednotkova matice.

Véta 4.3. Necht L > 0, Ae > 0 a (D — L)e > 0, kde nerovnost mezi vektory ci
maticemi znamend nerovnost mezi odpovidajicimi prvky. Potom plati

zii > [(D—L)e]; = [(A+ L") €], > 0.
Takze matice X a B= (X — L)X} (X — L)' jsou SPD.
Dikaz (matematickou indukci):

1.1=1_:

r11 = a1l = (Ae)l + (LTS)I >0



2. i > 1: Ptipomenime, Ze w = LTe. Podle indukéniho piedpokladu pro j < i
plati z; > 0, w; > 0 a x; > (Ae)j + (LTe)j > (LTe)j = wj, tedy ;z:%-wj <1.
Formule potom dava

i—1
Ti; = Qi + E am ; w; > ag; + E Qaij = (D-L) 6]1‘ > 0.
=12 \/j >0 J=1

>0

O

Za predpoklada Véty (4.3) plati x; > w;. Zesilenim této podminky dojdeme
k tvrzeni, které miuzeme pouzit k analyze efektu predpodminéni.

Véta 4.4. Necht plati piredpoklady Véty a existuje 6 > 0 tak, Ze plati

Potom

B<A<%6B

kde nerovnosti maji energetickyj vijznam, tedy predstavuji spektrdlni ekvivalenci

(Bw,z) < (Az,z) < 17” (Bw,x) Vz € R

Diikaz. Dokazme prvni nerovnost (Bx,z) < (Az,z) . VyuZzijeme pomocné tvrzeni:
Necht M je symetricka matice a x vektor prislusné délky. Potom pro skalédrni soucin
(Mz, z) plati:

(Mz,xz) = ZZMijxixi:ZMij (—;(1 ;) +2$Z+2x):
i ij

SO SRS S Dot 3 mf+z(z;w)x§—

i£j

= Z_M

i<j

2\ My e

Odvozenou formuli aplikujeme na zbytek R = B — A. Vime, ze Re = Be— Ae = 0.
Tedy

2 (diky symetrii matice M)

(Rz, ) Z R;; (z )2 + Z ZRij x; = Z —Ry; (2 — xj)2

1<J 7 7 1<j

Pro i # j bude
Rj; = [X-L)X ' (X-L")
= (Lx7'L7),. =

(LX7'L7¢j, e;) = (X 'LTe;, LTe;) > 0

17T

Proto plati
(Rz,z) <0=R=B—-A<0= B <A (v energetickém smyslu).
Druhd nerovnost se dokize ponékud slozitéji. O

Pozndmka 4.1. Vyuzivali jsme a;; = (Aej, €;), kde e; a e; jsou vektory standardni
béze.

S vyuzitim vySe uvedené véty a vhodné diagondni modifikace 1ze pro matice
vychézejici z feSeni modelovych tdloh ukazat, Ze pii pouziti predpodminéni pomoci
MILU(0%) je cond(B~'A) = O(h™1) misto cond(A) = O(h~2).



