
4.1 P°edpodmín¥ná metoda sdruºených gradient·

Pro p°edpodmín¥ní pouºijeme SPD matici B.

B−1Au = B−1b

Ãu = b̃

P°i této transformaci ztrácíme symetrii ve standardním skalárním sou£inu. Pokud
v²ak pouºijeme skalární sou£in indukovaný B, (u, v)B = (Bu, v), potom bude

� Ã = B−1A symetrická vzhledem k (·, ·)B ,
(Ãu, v)B = (Au, v) = (u, Av) = (B−1Bu, Av) = (Bu, B−1Av) = (u, Ãv)B ,

� Ã = B−1A pozitivn¥ de�nitní vzhledem k (·, ·)B ,
(Ãv, v)B = (Av, v) ≥ 0, 0 = (Ãv, v)B = (Av, v)⇒ v = 0.

Nyní m·ºeme pouºít standardní CG metodu pro transformovanou matici Ã a
pravou stranu b̃ a pro skalární sou£in (·, ·)B .
V kaºdé iteraci tedy p°ibývá jedna maticová operace - nutnost °e²it soustavu

Br̃i = ri pro výpo£et pseudorezidua r̃i . Po£et skalárních sou£in· z·stává stejný
jako bez p°edpodmín¥ní, skalární sou£iny (·, ·)B jsou p°evedeny na standardní
(·, ·) díky práci s transformovanými i netransformovanými veli£inami.

P°i práci s SPD maticemi A i B se p°i analýze p°edpodmi¬ova£· £asto vyuºívá
tzv. spektrální ekvivalence.

De�nice 4.1. M¥jme dv¥ SPD matice A, B (A,B ∈ Rn×n). Jestliºe
(∃α1 > 0) (∃α2 > 0) takové, ºe ∀v ∈ Rn, platí

α1 (Bv, v) ≤ (Av, v) ≤ α2 (Bv, v) ,

potom °ekneme, ºe matice A a B jsou spektráln¥ ekvivalentní.

Pokud jsou matice A a B spektráln¥ ekvivalentní, potom

α1 ≤
(
B−1Av, v

)
B

(v, v)B
≤ α2

takºe musí platit α1 ≤ λmin

(
B−1A

)
a λmax

(
B−1A

)
≤ α2, cond(B−1A) ≤ α2/α1.

Algoritmus 9 (Metoda sdruºených gradient· s p°edpodmín¥ním zleva)
u0 ←−
r0 = b−A · u0
r̃0 = B−1r0
d0 = r̃0
ρ0 = (r̃0, r̃0)B = (r0, r̃0)
for i = 0, 1, . . .

wi = A · di
αi = ρi/

(
B−1wi, di

)
B

= ρi/ (wi, di)
ui+i = ui + αi · di
ri+1 = ri − αi · wi
r̃i+1 = B−1ri+1

ρi+1 = (r̃i+1, r̃i+1)B = (ri+1, r̃i+1)
%moºná ukon£ovací podmínka: if ρi+1 ≤ ε2 · ρ0 then STOP,

nebo navíc po£ítat ‖ri+1‖pro testování ‖ri+1‖ ≤ ε ‖r0‖
βi = ρi+1/ρi
di+1 = r̃i+1 + βidi

end

4.2 P°edpodmín¥ná metoda GMRES

Ve standardní metod¥ GMRES postupn¥ roz²i°ujeme jiº vytvo°ené a ortonorma-
lizované sm¥ry v1, . . . , vj tím, ºe vytvo°íme vektor w = Avj , který dále ortogona-
lizujeme a normalizujeme. P°itom provádíme minimalizaci

ui+1 : min
v∈u0+Ki+1

‖b−Av‖ .

P°edpodmín¥ní zleva

wj = Ãvj = B−1Avj , t.j. Bw = Avj .

Budujeme tedy ortonormální bázi prostoru Ki(r0, B−1A) a pouºíváme podmínku
minimalizace

ui+1 : min
Ki+1

∥∥∥b̃− Ãv∥∥∥ = min
Ki+1

∥∥B−1 (b−Av)
∥∥

P°edpodmín¥ní zprava

wj = Ãvj = AB−1vj

Nyní budujeme ortonormální bázi prostoru Ki(r0, AB−1) a pouºíváme podmínku
minimalizace

ui+1 : min
Ki+1

∥∥∥b− Ãṽ∥∥∥ = min
Ki+1

‖b−Av‖ .



U GMRES bývá preferováno p°edpodmín¥ní zprava, které je vhodn¥j²í nap°.
v p°ípad¥, kdy matici B m¥níme od iterace k iteraci, B = Bi. Potom dostáváme
pseudo Krylov·v prostor, prostor roz²i°ujeme následovn¥

wj = Ãvj = AB−1j vj .

Tato zm¥na nevadí, p°i minimalizaci vyuºíváme stále stejnou podmínku s normou
rezidua. Této variant¥ se °íká �exible GMRES (FGMRES), viz nap°. [Saad 2003].
Prom¥nné p°edpodmín¥ní dostaneme nap°. p°ibliºným °e²ením soustavy

Awj = vj

pomocí vni°ních iterací. Pokud by ²lo o pevný po£et iterací metodou typu Richard-
sonovy itera£ní metody, mohli bychom i zde reprezentovat takové °e²ení Awj = vj
lineárním operátorem B. Pokud v²ak bude po£et iterací prom¥nný, dostaneme
prom¥nné Bj . P°i pouºití CG bude výsledek °e²ení Awj = vj navíc záviset na vj
nelineárním zp·sobem.

4.3 Metody konstrukce p°edpodmín¥ní, ²t¥pení matice

Nejjednodu²²ím ²t¥pením je

A = L+D + U,

kde L a U jsou dolní a horní trojúhelníková matice, D je diagonální matice.

Jacobiho p°edpodmín¥ní
Tato metoda pouºívá p°edpodmín¥ní pomocí matice BJAC = D. Její výhodou je
jednoduchost, na druhou stranu v²ak nemusí nijak zlep²ovat konvergenci metody.

Gauss-Seidelovo p°edpodmín¥ní
Jako p°edpodmi¬ova£ zvolíme trojúhelníkovou matici BGS = L + D. Soustava
(L+D)r̃ = r je také pom¥rn¥ snadno °e²itelná, sta£í pouºít zp¥tnou redukci.

Symetrické Gaussovo-Seidelovo p°edpodmín¥ní
Kdybychom cht¥li Gaussovo-Seidelovo p°edpodmín¥ní pouºít pro CG, nastane pro-
blém, nebo´ takto zvolená matice BGS není SPD. Je v²ak moºné pouºít symetrické
Gauss-Seidelovo p°edpodmín¥ní pomocí matice BSGS , které vznikne propojením
dvou itera£ních krok· s dolním a horním trojúhelníkovým p°edpodmín¥ním

ui+ 1
2

= ui + (L+D)
−1

(b−Aui)

ui+1 = ui+ 1
2

+ (U +D)
−1
(
b−Aui+ 1

2

)
.

Potom

ui+1 = ui + (L+D)
−1
ri + (U +D)

−1
(
b−Aui −A (L+D)

−1
ri

)
=

= ui +
[
(L+D)

−1
+ (U +D)

−1
(
I −A (L+D)

−1
)]
· ri =

= ui +
[
I + (U +D)

−1
(L+D −A)

]
· (L+D)

−1 · ri =

= ui + (U +D)
−1 · [U +D + L+D −A] · (L+D)

−1 · ri =

= ui + (U +D)
−1 ·D · (L+D)

−1 · ri

Ve slou£ené iteraci se objeví p°edpodmín¥ní

B−1SGS = (U +D)
−1 ·D · (L+D)

−1
,

tedy
BSGS = (L+D) ·D−1 · (U +D) .

Tuto matici BSGS jiº je moºné pouºít v metod¥ sdruºených gradient·. V kaºdé
iteraci °e²íme soustavu BSGS r̃ = r, coº není obtíºné, protoºe známe faktorizaci
matice BSGS . Toto p°edpodmín¥ní je²t¥ vylep²íme v £ásti v¥nované neúplné fak-
torizaci.

4.4 P°edpodmín¥ní s p°ímým vyuºitím rozkladu oblasti

Tuto £ást za£neme zavedením blokového Jacobiho p°edpodmín¥ní B = DB , které
vznikne rozd¥lením matice A na sou£et blokov¥ dolní trojúhelníkové, diagonální a
horní trojúhelníkové matice: A = LB +DB + UB , kde

DB =


. . .

Aii
. . .

 .

Tomuto rozd¥lení odpovídá i rozd¥lení vektor· neznámých, pravé strany a rezidua.
Pro p°edpodmín¥né reziduum pak platí

. . .
Aii

. . .




...
r̃i
...

 =


...
ri
...

 ,

tedy Aiir̃i = ri. Je vid¥t výhoda tohoto p°edpodmín¥ní, bloky r̃i lze po£ítat
paraleln¥.
Je otázkou, jakým zp·sobem provést rozd¥lení matice a vektor· do blok·. Pokud

°e²ená soustava souvisí s modelováním fyzikálních proces· na oblasti Ω a toto
modelování vede k °e²ení parciálních diferenciálních rovnic, coº je realizováno nap°.



pomocí metody kone£ných prvk· nebo kone£ných diferencí, potom je p°irozené
provést rozd¥lení do blok· v souvislosti s rozd¥lením Ω na n¥kolik podoblastí Ωi,

Ω =

s⋃
i=1

Ωi.

S vazbou na rozd¥lení oblasti pak pracuje °ada metod, které jsou velmi d·leºité
pro efektivní paralelní °e²ení soustav vznikajících p°i matematickém modelování
proces· na podoblastech. N¥které z metod zhruba p°edstavíme v na²em kurzu,
více nap°. [Saad 2003], [Toselli, Widlund 2005].

P°íklad 4.1. Oblast Ω je rozd¥lena na podoblasti Ω1,Ω2,Ω3. Neznámé odpovi-
dající uzl·m sít¥ a vektor °e²ení jsou takto rozd¥leny do t°í skupin/blok·.

Obrázek 2: (Vlevo) Rozd¥lení oblasti implikující rozd¥lení vektor· a matice na
bloky. (Vpravo) Rozd¥lení oblasti s (minimálním) p°ekrytím umoº¬ující interpre-
taci diagonálních blok· jako matic soustav vznikajících °e²ením úloh nad podob-
lastmi (s Dirichletovými okrajovými podmínkami na vnit°ních hranicích).

Pokud má p°edpodmín¥ní fungovat, musí být pracnost aplikace p°edpodmín¥ní,
tedy pracnost °e²ení soustav Aiir̃i = ri, malá ve srovnání s °e²ením celé soustavy.
To m·ºe být zaru£eno r·zn¥, nap°. pouºitím pásového algoritmu Gaussovy elimi-
nace s po£tem operací úm¥rným ni · b2i . Pro d¥lení v p°íkladu 4.1, bude ni = n/3,
bi = 3. Pokud budeme zvy²ovat po£et podoblastí, ale nebudeme zv¥t²ovat po£et
vrstev bi ≤ b, bude pracnost výpo£tu r̃i pouºitím pásového algoritmu s vhodným
pásovým o£íslováním úm¥rná

m∑
k=1

(n/k)b2k ≤ b2n = O(n).

Co se tý£e £ísla podmín¥nosti p°i pouºití blokov¥ diagonálního p°edpodmín¥ní,
lze p°edstavu získat pouºitím V¥ty 4.2 (viz dále). Tato v¥ta nám zárove¬ umoºní
porozum¥t pot°eb¥ v¥t²ího p°ekrytí, které nyní popí²eme.

Obrázek 3: (Vlevo) Rozloºení s minimálním p°ekrytím δ = h. (Vpravo) Rozloºení
s v¥t²ím p°ekrytím, δ = 2h.

Schwarzova metoda rozloºení

Schwarzova metoda rozloºení umoº¬uje uvaºovat rozd¥lení na podoblast s v¥t²ím
p°ekrytím, viz nap°. Obr. 3.
Pro zápis metody nyní nesta£í prosté rozd¥lení do blok·, ale pot°ebujeme pon¥-

kud obecn¥j²í formalizmus. Uvaºujeme o úlohách s n neznámými odpovídajícími
uzl·m. Mnoºinu index· rozloºíme tak, ºe

{1, . . . , n} = I1 ∪ . . . ∪ Im. (25)

V p°ípad¥ blokov¥ diagonálního p°edpodmín¥ní v (25) platí Ik ∩ Il = ∅ pro k 6= l,
p°i rozloºení s v¥t²ím p°ekrytím v²ak tato disjunktnost jiº neplatí. S rozd¥lením
neznámých m·ºeme spojit podprostory

Vk =

∑
j∈Ik

ξjej : ξj ∈ R

 .

Jako ej zna£íme vektory standardní báze ej = (δ1j , . . . , δnj)
T ∈ Rn, δij je Kro-

neckerovo δ. Platí
V = Rn = V1 + . . .+ Vm,

p°i£emº tento sou£et je direktním sou£tem v p°ípad¥ disjunktních Ik. S rozd¥lením
prostoru souvisí operátory restrikce

Rk : Rn → Vk, dimVk = nk.

Operátor restrikce je reprezentován maticí nul a jedni£ek Rk o rozm¥rech nk × n.
V kaºdém °ádku matice Rk je práv¥ jedna jedni£ka.
Na základ¥ Rk lze de�novat operátor prodlouºení,

RTk : Vk → Rn

a matice úloh na podoblastech

Ak = RkAR
T
k .



P°íklad 4.2. (Restrikce)


a b d e
f g i j
p q s t
u v y z

 =


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1




a b c d e
f g h i j
k l m n o
p q r s t
u v x y z




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


Jako p°edpodmi¬ova£ m·ºeme nyní pouºít matici B, pro níº platí

B−1 =
∑
k

RTkA
−1
k Rk.

Tak získáváme aditivní Schwarzovo p°edpodmín¥ní, které je zobecn¥ním blokov¥
diagonálního p°edpodmín¥ní.
Platí

� pokud A je SPD, potom Ak jsou SPD,

� B je SPD. Symetrie a nezápornost jsou jasné. Navíc

0 =
(
B−1v, v

)
=
∑
k

(
A−1k Rkv, Rkv

)
⇒ Rkv = 0 ∀k ⇒ v = 0.

� Pro Pk = RTkA
−1
k RkA platí

B−1A =
∑
k

RTkA
−1RkA =

∑
k

Pk,

P 2
k = RTkA

−1
k RkAR

T
k︸ ︷︷ ︸

Ak

A−1RkA = Pk,

� pro SPD matice A je

(Pkv, w)A =
(
ARTkA

−1
k RkAv, w

)
=
(
Av, RTkA

−1
k RkAw

)
= (v, Pkw)A

Zjistili jsme, ºe Pk jsou projekce symetrické v·£i skalárnímu sou£inu induko-
vanému A. Jsou tedy ortogonální.

‖v‖2A = ‖Piv‖2A + ‖(I − Pi) v‖2A

a ‖Pi‖A = 1.

V¥ta 4.2. P°edpokládejme, ºe A je SPD a ºe existují konstanty k0 > 0 a k1 > 0
tak, ºe platí

∀v ∈ U ∃vi ∈ Ui : v =
∑

RTi vi a
∑
‖vi‖2Ai

≤ k0 ‖v‖2A , (26)

∀v ∈ U ∀vi ∈ Ui : v =
∑

RTi vi je ‖v‖2A ≤ k1
∑
‖vi‖2Ai

. (27)

Potom
1

k0
(v, v)A ≤

(
B−1Av, v

)
A
≤ k1 (v, v)A , (28)

tedy
1

k0
≤ λmin

(
B−1A

)
, λmax

(
B−1A

)
≤ k1, cond(B−1A) ≤ k0k1.

D·kaz. Dokaºme první nerovnost (28). S vyuºitím rozkladu v =
∑
vi z (26) do-

staneme

(v, v)A =
∑
i

(
v, RTi vi

)
A

=
∑
i

(
v, PiR

T
i vi
)
A

=
∑
i

(
Piv, R

T
i vi
)
A

≤
∑
i

√
(Piv, Piv)A ·

√(
RTi vi, R

T
i vi
)
A

≤

{∑
i

(Piv, Piv)A

} 1
2
{∑

i

∥∥RTi vi∥∥2A
} 1

2

=

{∑
i

(Piv, v)A

} 1
2
{∑

i

‖vi‖2Ai

} 1
2

≤
{(
B−1Av, v

)
A

} 1
2 {k0(v, v)A}

1
2 ,

tedy
1

k0
(v, v)A ≤

(
B−1Av, v

)
A
.

Opa£n¥, vezm¥me v ∈ Rn a de�nujme wi = Piv/ ‖Piv‖A. Potom(
B−1Av, v

)
A

=
∑
i

(Piv, v)A =
∑
i

(wi, v)A ‖Piv‖A

≤
√∑

i

(wi, v)
2
A

√∑
i

‖Piv‖2A (29)

≤
√
k1 ‖v‖2A

√∑
i

(Piv, v)A (30)

=

√
k1 ‖v‖2A

√
(B−1Av, v)A,

odtud (
B−1Av, v

)
A
≤ k1 (v, v)A .

V 30 jsme vyuºili nerovnost
∑
i (wi, v)

2
A ≤ k1 ‖v‖

2
A. Tu musíme dokázat s vyuºitím

podmínky (27).
∑
i (wi, v)

2
A = ‖Zv‖2, kde Z je zobrazení de�nované p°edpisem

Z : V → Rn, Z : z → [(z, wi)A]
n
i=1 .



Pokud uvaºujeme Rn jako prostor se standardním eukleidovským skalárním sou-
£inem a V jako prostor Rn s energetickým skalárním sou£inem (·, ·)A, potom má
adjungovaný operátor Z? tvar

Z? : Rn → V, Z? : ξ →
∑

ξiwi.

Adjungovanost Z a Z? je dána rovností

(Zv, ξ) =
∑

ξi (v, wi)A =
(
v,
∑

ξiwi

)
A

= (v, Z?ξ)A ∀v ∈ V, ξ ∈ Rn.

Podmínka (27) nám umoº¬uje odhadnout normu

‖Z?ξ‖2A =
∥∥∥∑ ξiwi

∥∥∥2
A

?
≤ k1

∑
ξ2i ‖wi‖

2
Ai

??
= k1

∑
ξ2i = k1 ‖ξ‖2 ,

v ? vyuºíváme (27), v ?? jednotkovou normu wi plynoucí z de�nice. Dále

‖Zv‖ = max
ξ∈Rn

(Zv, ξ) = max
ξ∈Rn

(v, Z?ξ)A ≤ ‖v‖A max
ξ∈Rn

‖Z?ξ‖A ≤ ‖v‖A
√
k1,

odkud plyne poºadovaný odhad∑
i

(wi, v)
2
A = ‖Zv‖2 ≤ k1 ‖v‖2A

(obecn¥ji vyuºíváme ‖Z‖ = ‖Z?‖).

Zamysleme se nad (26). Z°ejm¥

‖v‖2A =
(∥∥∥∑ vi

∥∥∥
A

)2
≤
(∑

‖vi‖A
)2
≤
∑

12
∑
‖vi‖2Ai

≤ m
∑
‖vi‖2Ai

.

Triviálním odhadem je tedy k1 = m. To není p°íli² uspokojivé, nebo´ tento odhad
se zv¥t²uje s po£tem podprostor· (podoblastí) m. Uvaºujme

εkl = cos(Vk, Vl) = sup{(vk, vl)A : vk ∈ Vk, vl ∈ Vl, ‖vk‖A = 1, ‖vl‖A = 1},

tedy εkl = 1, pokud mají Vk a Vl netriviální pr·nik Vk ∩ Vl 6= {0}, a εkl = 0 v
opa£ném p°ípad¥. Z°ejm¥

‖v‖2A =
(∑

RTk vk,
∑

RTl vl

)
A
≤
∑
kl

(
RTk vk, R

T
l vl
)
A
≤

≤
∑
kl

εkl‖vk‖Ak
‖vl‖Al

≤ ρ
∑
‖vk‖2Ak

,

kde
ρ = ρ(εkl) ≤ ‖(εkl)‖ = max

k

∑
l

εkl

To dává k1 jako maximální po£et prostor· s netriviálním pr·nikem nebo maxi-
mální po£et p°ekrývajících se oblastí. V d¥lení podle P°íkladu (4.1) je tedy k1 = 3.

Nyní se zamysleme nad opa£nou nerovností
∑
‖vi‖2Ai

≤ k0 ‖v‖2A . Uvaºujme
modelovou úlohu (14). Pro vektor

v ∈ Rn : vi = 1 ∀i

bude

(Av)i = 0 ∀i 6= 1, n a (Av)i = 1/h2 ∀i = 1, n a ‖v‖A =
√

2/h2.

V p°ípad¥ rozd¥lení na m podoblastí s minimálním p°ekrytím bude ‖vi‖Ai
=√

2/h2 pro v²echna i = 1, . . . ,m, takºe vychází k0 ∼ m. V p°ípad¥ v¥t²ího p°ekrytí
se situace zlep²í. Podstatné zlep²ení pak p°inese aº dopln¥ní dal²ího prostoru, který
odpovídá diskretizaci na hrubé síti, tedy obdoba multigridní metody.
Hlavní operací je °e²ení soustavy Br̃ = r. Platí

r̃ = B−1r =
∑
i

RTi A
−1
i Rir.

Pro °e²ení soustav s maticemi Ai lze pouºít p°ímou metodu, nap°íklad Gaussovu
eliminaci. Takto získaná metoda tedy bude kombinací itera£ního a p°ímého °e-
²i£e. Kombinace itera£ních a p°ímých metod se objevují i v dal²ích technikách
p°edpodmín¥ní.

4.4.1 Metoda Schurova dopl¬ku

Matici

A =

(
A11 A12

A21 A22

)
m·ºeme faktorizovat tímto zp·sobem:(

A11 A12

A21 A22

)
=

(
I1 0

A21A
−1
11 I2

)(
A11 0
0 S

)(
I1 A−111 A12

0 I2

)
=

=

(
A11 0
A21 S

)(
I1 A−111 A12

0 I2

)
=

(
A11 A12

A21 S +A21A
−1
11 A12

)
, (31)

kde I1 a I2 jsou jednotkové matice, které obecn¥ mohou mít r·znou velikost. Matici

S = A22 −A21A
−1
11 A12 (32)

nazýváme Schur·v dopln¥k.
Pro p°edpodmín¥ní vyuºijeme p°edchozí rozklad, místo matice A11 a Schurova

dopl¬ku S v²ak budeme pracovat s aproximacemi Ã11 a S̃.(
A11 A12

A21 A22

)
∼

(
I1 0

A21Ã
−1
11 I2

)(
Ã11 0

0 S̃

)(
I1 Ã−111 A12

0 I2

)
=

=

(
Ã11 0

A21 S̃

)(
I1 Ã−111 A12

0 I2

)
= B

Tuto matici B pouºijeme jako p°edpodmi¬ova£.
V kaºdé iteraci tedy budeme °e²it soustavu pro pseudoreziduum Br̃ = r. Díky

p°edchozímu rozkladu matice B lze tento vypo£et rozd¥lit do dvou krok·.



1. krok: (
Ã11 0

A21 S̃

)(
w1

w2

)
=

(
r1
r2

)

r1 = Ã11w1 ⇒ w1 = Ã−111 r1

r2 = A21w1 + S̃w2 ⇒ w2 = S̃−1(r2 −A21w1)

2. krok: (
I1 Ã−111 A12

0 I2

)(
r̃1
r̃2

)
=

(
w1

w2

)
w2 = r̃2

w1 = r̃1 + Ã−111 A12r̃2 ⇒ r̃1 = w1 − Ã−111 A12w2.

Dal²ím zjednodu²ením m·ºe být blokov¥ diagonální p°edpodmín¥ní

BD =

(
Ã11 0

0 S̃

)
.

Zatím hovo°íme obecn¥ o p°ípadu s d¥lením na dva bloky/podprostory. Speciální je
nap°. metoda rozloºení oblasti, kdy je bloková struktura matice A dána rozd¥lením
oblasti na vnit°ní a hrani£ní uzly, viz Obr. 4. Matice A má tedy strukturu

A =

(
AII AIB
ABI ABB

)
,

kde AII je blokov¥ diagonální matice. Je-li nap°íklad oblast rozd¥lena na dv¥
podoblasti, platí

AII =

(
A11 0
0 A22

)
.

Obrázek 4: Rozd¥lení oblasti na dv¥ podoblasti, znázorn¥ny vnit°ní a hrani£ní uzly

V tomto p°ípad¥ je vhodné soustavu p°edpodmínit maticí

B =

(
AII 0

0 S

)
,

kde S = ABB − ABIA−111 AIB − AB2A
−1
22 A2B . Matice S je men²í a lépe podmí-

n¥ná neº A, ale hustá. Pro p°ímé °e²ení soustavy s S musíme soustavu sestavit,
coº m·ºe být problém. Pokud °e²íme soustavu s S itera£n¥, vyuºíváme fakt, ºe
S = S1 + S2, kde Si je £ást S sestavená z diskretizaci na i-té podoblasti. Navíc,
pokud jsou Siregulární lze sestavit z inverzí Si p°edpodmi¬ova£ B−1 = S−11 +S−12 .
Takový p°edpodmi¬ova£ je analogií Schurova p°edpodmín¥ní, nyní ale pro Schu-
r·v dopln¥k. I jej lze doplnit hrubým prostorem pro zvý²ení efektivity. Více viz
[Saad 2003, Toselli, Widlund 2005].
Schur·v dopln¥k lze pro p°edpodmín¥ní vyuºít i v p°ípad¥, kdy je oblast dis-

kretizována pomocí hrubé sít¥ a poté pomocí jemné. Jednotlivé uzly je pak op¥t
moºné rozd¥lit do dvou skupin, viz AMLI metoda [Axelsson 1994]. Techniku Schu-
rova dopl¬ku pouºijeme také u sedlobodových soustav.

4.5 P°edpodmín¥ní vyuºívající neúplnou faktorizaci

Pouºitím neúplné faktorizace, zkrácen¥ ILU z angl. incomplete LU, získáme op¥t
p°edpodmín¥ní modi�kací p°ímého °e²i£e.

Algoritmus 10 LU rozklad bez pivotace.
for k = 1, . . . , n− 1

for i = k + 1, . . . , n
l = aik

akk
¶

aik = l ·
for j = k + 1, . . . , n

aij = aij − l · akj ¸
end

end

end

Pokud je matice A SPD, dá se dokázat, ºe nikdy nenastane akk = 0 (nebudeme
d¥lit nulou), nemusíme tedy provád¥t pivotizaci.

Metoda ILU
Pro ú£ely p°edpodmín¥ní není t°eba provád¥t p°ímo LU rozklad, sta£í najít p°i-
bliºný rozklad B = L̃Ũ ∼ A a pouºít jej jak p°edpodmi¬ova£. Implementace -
výpo£et pseudoresidua

Br̃ = r, t.j. L̃Ũ r̃ = r

provedeme ve dvou krocích provedením p°ímého a zp¥tného chodu

L̃w = r, w = L̃−1r,

Ũ r̃ = w, r̃ = Ũ−1w.

Ozna£me P mnoºinu vybraných pozic, tedy P ⊂ {(i, j) : i, j = 1, . . . , n}. Ope-
race ¶ a · budeme provád¥t, jen kdyº (i, k) ∈ P . Klí£ovou operací je operace ¸,



tu provedeme, jen kdyº (i, j) ∈ P . Mnoºina P je tedy mnoºinou práv¥ t¥ch po-
zic, na nichº povolujeme zapln¥ní matice. Tak dostaneme p°ibliºné trojúhelníkové
faktory, p°i£emº bude platit

L̃Ũ −A = R

Rij = 0 (i, j) ∈ P

Metoda MILU
Dal²í moºností je nahradit operaci ¸ operací aii = aii + l · akj Takto získaná
metoda se nazývá modi�kovaná ILU metoda, zkrácen¥ MILU. V tomto p°ípad¥
platí

Re = 0, e = (1, . . . , 1)
T
,

t.j.

Ae =

∑
j

aij

 = L̃Ũe.

Metoda ILUT
Jinou variantou je vytvá°et mnoºinu pozic dynamicky. Kroky ¶ a · provádíme,
pokud je spln¥na podmínka |l| > ε, v opa£né p°ípad¥ nastavíme aik = 0. Tato
metoda má zkratku ILUT, kde T znamená zadanou mez (threshold) ε.

Metody ILU(0), MILU(0)
Jako mnoºinu pozic £asto volíme P0 = {(i, j) : aij 6= 0}, získáme tak metody
ILU(0), MILU(0). V t¥chto metodách tedy nevytvá°íme nenulové prvky tam, kde
p·vodn¥ byly nulové.

Metody ILU(0*), MILU(0*)
vzniknou kdyº vezmeme mnoºinu pozic P0 = {(i, j) : aij 6= 0} a v·bec nem¥níme
prvky mimo diagonálu. Symetrickou matici A m·ºeme rozloºit jako

A = D − L− LT ,

kde D je diagonální a L je ost°e dolní trojúhelníková £ást. Chceme pak dostat
faktorizaci (p°edpodmín¥ní) ve tvaru

B = (X − L)X−1 (X − L)
−1
,

kde X je diagonální matice. Jde o zobecn¥ní symetrického Gaussova-Seidelova
p°edpodmín¥ní, které vznikne volbou X = D.
Poºadujeme, aby ²lo o MILU metodu, tedy aby se °ádkové sou£ty rovnaly, Be =

Ae, kde e = (1, . . . , 1)
T . Z této podmínky ur£íme diagonální matici X.

B = (X − L)X−1 (X − L)
−1

=
(
I − LX−1

) (
X − LT

)
= X − L− LT + LX−1LT

Podmínka Be = Ae tedy p°ejde do formy De = Xe+LX−1LT e, kde De je vektor
diagonálních hodnot A. Pokud ozna£íme w = LT e vektor °ádkových sou£t· ost°e
horní trojúhelníkové £ásti A, bude po sloºkách platit

aii = xii +
(
LX−1w

)
i
.

Dále vyuºijeme toho, ºe matice L je trojúhelníková a vyjád°íme p°edpis pro ur£ení
prvk· diagonální matice

xii = aii −
(
LX−1w

)
i

= aii −
∑
j

Lij
1

xjj
wj = aii +

i−1∑
j=1

aij
1

xjj
wj . (33)

Vzorec (33) m·ºeme pouºít pro postupný výpo£et prvk· diagonální matice X, p°i
výpo£tu xii pot°ebujeme znát p°edchozí xjj , j < i. Výpo£et bude korektní pokud
xjj 6= 0.
Poºadavek, aby p°edpodmi¬ova£ B byl SPD, je ekvivalentní poºadavku, aby

matice X byla SPD, tedy xii > 0. To ale neplatí automaticky. Pokusíme se tedy
najít podmínky, které zaru£í, ºe matice B bude SPD. Podmínky budeme hledat
v souvislosti s °e²ením modelových úloh.
Nap°íklad úloha −u′′ = f vede po diskretizaci na matici

A1 =


2 −1

−1 2
. . .

. . .
. . . −1
−1 2

 .

�ádkové sou£ty této matice jsou nezáporné, tedy Ae ≥ 0, a navíc platí
(−L+D) e > 0. Obdobn¥, úloha −∆u = f vede po diskretizaci na matici ob-
dobných vlastností,

A2 =


M −I

−I M
. . .

. . .
. . . −I
−I M

 , kde M =


4 −1

−1 4
. . .

. . .
. . . −1
−1 4


a I je jednotková matice.

V¥ta 4.3. Nech´ L ≥ 0, Ae ≥ 0 a (D − L)e > 0, kde nerovnost mezi vektory £i
maticemi znamená nerovnost mezi odpovídajícími prvky. Potom platí

xii ≥ [(D − L) e]i =
[(
A+ LT

)
e
]
i
> 0.

Takºe matice X a B = (X − L)X−1 (X − L)
−1 jsou SPD.

D·kaz (matematickou indukcí):

1. i = 1 :
x11 = a11 = (Ae)1 +

(
LT e

)
1
> 0



2. i > 1 : P°ipome¬me, ºe w = LT e. Podle induk£ního p°edpokladu pro j < i
platí xj > 0, wj > 0 a xj ≥ (Ae)j +

(
LT e

)
j
≥
(
LT e

)
j

= wj , tedy 1
xj
wj ≤ 1.

Formule (33) potom dává

xii = aii +

i−1∑
j=1

aij︸︷︷︸
≤0

1

xj︸︷︷︸
≥0

wj︸︷︷︸
≥0

≥ aii +

i−1∑
j=1

aij = [(D − L) e]i > 0.

Za p°edpoklad· V¥ty (4.3) platí xii ≥ wi. Zesílením této podmínky dojdeme
k tvrzení, které m·ºeme pouºít k analýze efektu p°edpodmín¥ní.

V¥ta 4.4. Nech´ platí p°edpoklady V¥ty (4.3) a existuje δ > 0 tak, ºe platí

xii ≥ (1 + δ)wi.

Potom

B ≤ A ≤ 1 + δ

δ
B

kde nerovnosti mají energetický význam, tedy p°edstavují spektrální ekvivalenci

(Bx, x) ≤ (Ax, x) ≤ 1 + δ

δ
(Bx, x) ∀x ∈ Rn.

D·kaz. Dokaºme první nerovnost (Bx, x) ≤ (Ax, x) . Vyuºijeme pomocné tvrzení:
Nech´M je symetrická matice a x vektor p°íslu²né délky. Potom pro skalární sou£in
(Mx, x) platí:

(Mx, x) =
∑
i

∑
j

Mijxjxi =
∑
ij

Mij

(
−1

2
(xi − xj)2 +

1

2
x2i +

1

2
x2j

)
=

=
∑
i 6=j

−1

2
Mij (xi − xj)2 +

∑
i

∑
j

1

2
Mij

x2i +
∑
j

(∑
i

1

2
Mij

)
x2j =

=
∑
i<j

−Mij (xi − xj)2 +
∑
i

∑
j

Mij

x2i (díky symetrii matice M)

Odvozenou formuli aplikujeme na zbytek R = B−A. Víme, ºe Re = Be−Ae = 0.
Tedy

(Rx, x) =
∑
i<j

−Rij (xi − xj)2 +
∑
i

∑
j

Rij

x2i =
∑
i<j

−Rij (xi − xj)2

Pro i 6= j bude

Rij =
[
(X − L)X−1

(
X − LT

)
−D + L+ LT

]
ij

= (X −D)ij +
(
LX−1LT

)
ij

=
(
LX−1LT

)
ij

=
(
LX−1LT ej , ei

)
=
(
X−1LT ej , L

T ei
)
≥ 0

Proto platí

(Rx, x) ≤ 0⇒ R = B −A ≤ 0⇒ B ≤ A (v energetickém smyslu).

Druhá nerovnost se dokáºe pon¥kud sloºit¥ji.

Poznámka 4.1. Vyuºívali jsme aij = (Aej , ei) , kde ei a ej jsou vektory standardní
báze.
S vyuºitím vý²e uvedené v¥ty a vhodné diagonání modi�kace lze pro matice

vycházející z °e²ení modelových úloh ukázat, ºe p°i pouºití p°edpodmín¥ní pomocí
MILU(0*) je cond(B−1A) = O(h−1) místo cond(A) = O(h−2).


