
1 Opakování lineární algebry

1.1 Normy vektor· a matic

De�nice 1.1. Vektorovým (lineárním) prostorem nazýváme kaºdou neprázdnou
mnoºinu X, na níº jsou de�novány operace

+ : X ×X → X,

· : R×X → X

spl¬ující následující podmínky:

1. ∀x, y ∈ X: x+ y = y + x (komutativita),

2. ∀x, y, z ∈ X: (x+ y) + z = x+ (y + z) (asociativita vzhledem k �+�),

3. (∃0 ∈ X) (∀x ∈ X): x+ 0 = x (0 . . . nulový prvek),

4. (∀x ∈ X) (∃ (−x) ∈ X): x+ (−x) = 0 ((−x) . . . prvek opa£ný k x),

5. (∀α, β ∈ R) (∀x ∈ X): α (βx) = (αβ)x (asociativita vzhledem k � ·�),

6. ∀x ∈ X: 1 · x = x,

7. (∀α, β ∈ R) (∀x, y ∈ X):
α (x+ y) = αx+ βy,
(α+ β)x = αx+ βx

(distributivita). [3]

De�nice 1.2. Nech´ X = (X,+, ·) je vektorový prostor. Zobrazení ‖·‖ : X → R+
0 se

nazývá norma, jestliºe (∀x, y ∈ X) (∀α ∈ R):

1. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖,

2. ‖αx‖ = |α| ‖x‖,

3. ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0. [1, 2]

P°íklad 1.3. N¥které normy na prostoru X = Rn (tzv. vektorové normy):

• maximová norma ‖x‖∞ = ‖(x1, . . . , xn)‖∞ := max {|x1| , . . . , |xn|}

• sou£tová norma ‖x‖1 = ‖(x1, . . . , xn)‖1 := |x1|+ · · ·+ |xn|

• eukleidovská norma ‖x‖2 = ‖(x1, . . . , xn)‖2 :=
√
x21 + · · ·+ x2n

?: Ukaºte, ºe se skute£n¥ jedná o normy.

?: Jak vypadají mnoºiny
{
x ∈ R2 : ‖x‖ = 1

}
pro jednotlivé normy?

V¥ta 1.4. Kaºdé dv¥ normy ‖·‖(1) a ‖·‖(2) na prostoru Rn jsou ekvivalentní, tj.(
∃k,K ∈ R+

)
(∀x ∈ X) : k ‖·‖(1) ≤ ‖·‖(2) ≤ K ‖·‖(1) .

P°íklad 1.5. N¥které normy na prostoru X = Rn,m (tzv. maticové normy):

A =

 a11 · · · a1m
...

. . .
an1 anm


• °ádková norma ‖A‖∞ := max {|aj1|+ · · ·+ |ajm| , j = 1, . . . , n}

• sloupcová norma ‖A‖1 := max {|a1k|+ · · ·+ |ank| , k = 1, . . . ,m}

• spektrální norma normální matice ‖A‖2 :=
√
ρ (ATA) =

√
ρ (AAT ) = ρ (A)

• Frobeniova norma ‖A‖F :=

√
n∑
j=1

m∑
k=1

|ajk|2

V¥ta 1.6. Kaºdé dv¥ normy ‖·‖(1) a ‖·‖(2) na prostoru Rn,m jsou ekvivalentní, tj.(
∃k,K ∈ R+

)
(∀x ∈ X) : k ‖·‖(1) ≤ ‖·‖(2) ≤ K ‖·‖(1) .

1.2 Skalární sou£in

De�nice 1.7. Nech´ X = (X,+, ·) je vektorový prostor. Zobrazení (·, ·) : X ×X → R
se nazývá skalární sou£in, jestliºe ∀x, y ∈ X:

1. x 7→ (x, y) je lineární zobrazení na X,

2. (x, y) = (y, x),

3. (x, x) ≥ 0

4. (x, x) = 0 ⇔ x = 0. [3]

Poznámka 1.8. Zobrazení ‖·‖ : X → R de�nované p°edpisem ‖x‖ :=
√

(x, x) je normou
na X, jedná se o tzv. normu indukovanou skalárním sou£inem.

P°íklad 1.9. N¥které skalární sou£iny na prostoru X = Rn a p°íslu²né indukované
normy:

• eukleidovský skalární sou£in (x, y) := xT y

−→ ‖x‖2 :=
√
xTx =

√
x21 + · · ·+ x2n (eukleidovská norma)

• energetický skalární sou£in (x, y)A := (Ax, y)

−→ ‖x‖A :=
√

(Ax, x) (norma indukovaná SPD maticí A)



1.3 Ortogonalita

De�nice 1.10. Nenulové vektory x, y ∈ Rn se nazývají ortogonální, jestliºe (x, y) = 0.
Jestliºe navíc (x, x) = (y, y) = 1, jedná se o vektory ortonormální.

De�nice 1.11. �tvercová matice U ∈ Rn,n, která spl¬uje UTU = I, se nazývá orto-

gonální matice.

Poznámka 1.12. Ortogonální matice má ortonormální sloupce a spl¬uje U−1 = UT .

De�nice 1.13. Nech´ A je SPD matice. Nenulové vektory x, y ∈ Rn se nazývají
A-ortogonální, jestliºe xTAy = 0.

1.4 Vlastní £ísla a vektory

De�nice 1.14. Nech´ A ∈ Rn,n. Jestliºe existuje nenulový vektor e ∈ Cn a skalár λ ∈ C
tak, ºe

Ae = λe,

pak se λ nazývá vlastní £íslo matice A, e se nazývá vlastní vektor p°íslu²ný k λ a
(λ, e) se nazývá vlastní dvojice matice A. [2]

De�nice 1.15. Pojmem charakteristický polynom matice A rozumíme polynom

p (λ) := det (A− λI)

a pojmem charakteristická rovnice matice A rozumíme rovnici p (λ) = 0. [2]

De�nice 1.16. Nech´ A ∈ Rn,n. Mnoºinu v²ech vlastních £ísel matice A nazýváme
spektrum matice A a zna£íme σ (A).

De�nice 1.17. Nech´ σ (A) = {λ1, . . . , λm}. Spektrálním polom¥rem matice A
nazveme £íslo ρ (A) = max {|λ1| , . . . , |λm|}.

De�nice 1.18. Nech´ A ∈ Rn,n je regulární (tj. £tvercová, k níº existuje inverzní). Pak
£íslem podmín¥nosti matice rozumíme £íslo cond (A) = ‖A‖ ·

∥∥A−1∥∥. Spektrálním
£íslem podmín¥nosti matice rozumíme £íslo κ (A) = ρ (A) ρ

(
A−1

)
. [2]

Poznámka 1.19. Je-li navíc matice A SPD, pak κ (A) = cond (A) = λmax

λmin
≥ 1.

Lemma 1.20 (Posun spektra, viz [2]). Nech´ λ je vlastní £íslo matice A a v odpovídající
vlastní vektor. Pak matice A− qI, q ∈ R má vlastní £íslo λ− q a stejný vlastní vektor v.

D·kaz. (A− qI) v = Av − qv = λv − qv = (λ− q) v

Lemma 1.21 (Invariantnost vzhledem k podobnosti). Nech´ A ∈ Rn,n je libovolná
£tvercová matice a T ∈ Rn,n regulární matice. Pak matice TAT−1 má stejná vlastní
£ísla jako matice A. [1]

D·kaz. Ae = λe ⇔ TAe = λTe ⇔ TA
(
T−1T

)
e = λTe ⇔ TAT−1(Te) = λ (Te)

V¥ta 1.22 (Ger²gorinova, viz [2]). V²echna vlastní £ísla matice A ∈ Rn×n leºí ve
sjednocení kruh· S := S1 ∪ S2 ∪ · · · ∪ Sn, kde

Si :=

z ∈ C : |z − aii| ≤
n∑

j=1,j 6=i

|aij |

 , i = 1, . . . , n.

Obrázek 1: Matice a její spektrum

1.5 Reálné symetrické matice

V¥ta 1.23. Nech´ A je reálná symetrická matice. Pak σ (A) ⊂ R.

Poznámka 1.24. V p°ípad¥ reálné symetrické matice se Ger²gorinovy kruhy redukují na
intervaly reálných £ísel a spektrum matice pak leºí ve sjednocení t¥chto interval·. [2]

V¥ta 1.25. Vlastní vektory reálné symetrické matice A odpovídající r·zným vlastním
£ísl·m jsou ortogonální.

V¥ta 1.26 (Spektrální rozklad, viz [1]). Nech´ A je reálná symetrická matice. Pak
existuje ortogonální matice U a diagonální matice D tak, ºe

A = UDUT .

Sloupce si matice U jsou transponované ortonormální valstní vektory matice A p°íslu²né
vlastním £ísl·m λi = [D]ii.

1.6 Výpo£et vlastních £ísel

• p°ímý výpo£et: kaºdé vlastní £íslo je ko°enem charakteristické rovnice

• lokalizace spektra pomocí Ger²gorinovy v¥ty

• mocninná metoda pro odhad dominantního vlastního £ísla

• metody zaloºené na podobnosti matic, viz [2]
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