1 Opakovani linearni algebry

1.1 Normy vektori a matic

Definice 1.1. Vektorovym (linedrnim) prostorem nazyvame kazdou neprézdnou
mnozinu X, na niz jsou definovany operace

X xX o X,
G RxX =X
spliujici nasledujici podminky:
1. Va,y € X: z +y =y + = (komutativita),
2. Va,y,z € X: (x +y) + 2=z + (y + z) (asociativita vzhledem k ,,+*),
3. (F0e X)(Vze X): 2+ 0=z (0... nulovy prvek),
4 VreX)3(—z) e X):x+ (—z) =0 ((—=) ... prvek opacny k z),
5. (Va, B € R) (Vz € X): a(Bz) = (af) z (asociativita vzhledem k ,,-),
6. Ve e X:1-z ==z,

a(z+y) = ar+ By,

7. (Va, B €R) (Va,y € X): (a+B)z=az+ Bz

(distributivita). [3]
Definice 1.2. Necht X = (X, +,) je vektorovy prostor. Zobrazeni ||-|| : X — R se
nazyva norma, jestlize (Vz,y € X) (Vo € R):

Lz +yll <zl + [lyll,

2. [laz| = [ [|l[],

3. [zl =0< 2=0.]1, 2]

Piiklad 1.3. Nékteré normy na prostoru X = R" (tzv. vektorové normy):

e maximova norma ||z|| = [[(®1,..., %), = max{|z],...,|z,[}
e souctovd norma ||z||; = |[(z1,...,zn)||; = |z1| + - + |24]
e cukleidovskd norma ||z||, = |[(@1,...,20)|l, = V@i + -+ 22

?7: Ukazte, ze se skute¢né jednd o normy.

?: Jak vypadaji mnoziny {:E €ER?: ||z|| = 1} pro jednotlivé normy?

Véta 1.4. Kazdé dvé normy |||,y a |[|5) na prostoru R™ jsou ekvivalentni, tj.
(Fk, K e RT) (Vo € X) k[l lq) < @) < K [l -

Priklad 1.5. Nékteré normy na prostoru X = R™™ (tzv. maticové normy):

aip - Qim
A =
an1 Apm
o tadkova norma ||A| =max{|aj1|+ -+ |ajm|,j=1,...,n}
e sloupcova norma ||Al|; = max {|ax| + -+ |ank| , k=1,...,m}

e spektrilni norma normalni matice ||A|, = /p (ATA) = \/p (AAT) = p (A)

n m
e Frobeniova norma Al = /> > |aj|?
\/ j=1k=1

Véta 1.6. Kazdé dvé normy [|-[|y) a |[|5) na prostoru R™™ jsou ekvivalentni, tj.

(Fk, K € RT) (Vo € X) : kl-ll 3y < Ml ) < K Il gy -

1.2 Skalarni soudin

Definice 1.7. Necht X = (X, +,-) je vektorovy prostor. Zobrazeni (-,-) : X x X —» R
se nazyva skalarni souéin, jestlize Vz,y € X:

1. = — (z,y) je linearni zobrazeni na X,
2. (2,y) = (y,2),

3. (z,2) >0

4. (z,z) =0< 2 =0.[3]

Pozndmka 1.8. Zobrazeni ||| : X — R definované pfedpisem ||z| = /(z, ) je normou
na X, jedna se o tzv. normu indukovanou skalarnim soucinem:.

Priklad 1.9. Nékteré skalarni souciny na prostoru X = R™ a piislusné indukované
normy:

e cukleidovsky skaldrni soucin (z,y) = 2Ty
— ||zlly = VaTx = \/23 + - + 22 (eukleidovskd norma)

e energeticky skalarni soucin (z,y), = (Az,y)

— ||z|| 4, = v/(Az, x) (norma indukovana SPD matici A)



1.3 Ortogonalita

Definice 1.10. Nenulové vektory x,y € R™ se nazyvaji ortogonalni, jestlize (x,y) = 0.
JestliZe navic (z,z) = (y,y) = 1, jedna se o vektory ortonormalni.

Definice 1.11. Ctvercova matice U € R™", ktera splimje UTU = I, se nazjvé orto-
gonalni matice.

Pozndmka 1.12. Ortogonalni matice méa ortonormalni sloupce a spliiuje U~! = UT.

Definice 1.13. Necht A je SPD matice. Nenulové vektory z,y € R™ se nazyvaji
A-ortogonalni, jestlize 27 Ay = 0.

1.4 Vlastni ¢isla a vektory

Definice 1.14. Necht A € R™™. Jestlize existuje nenulovy vektor e € C™ a skalar A € C
tak, ze
Ae = e,

pak se A nazyva vlastni &islo matice A, e se nazyva vlastni vektor piislusny k A a
(A, e) se nazyva vlastni dvojice matice A. [2]

Definice 1.15. Pojmem charakteristicky polynom matice A rozumime polynom
p(A) =det (A — Al)
a pojmem charakteristickd rovnice matice A rozumime rovnici p (A) = 0. [2]

Definice 1.16. Necht A € R™". Mnozinu vSech vlastnich ¢sel matice A nazyvame
spektrum matice A a zna¢ime o (A).

Definice 1.17. Necht o (A) = {A1,..., \n}. Spektralnim polomé&rem matice A
nazveme ¢islo p (A) = max {|A\1],...,|A\m|}-

Definice 1.18. Necht A € R™" je regularni (tj. ¢tvercova, k niz existuje inverzni). Pak

¢islem podmin&nosti matice rozumime ¢islo cond (A) = || A|| - HA_1H. Spektralnim
gislem podminé&nosti matice rozumime &islo x (4) = p (A) p (A71). [2]

Pozndmka 1.19. Je-li navic matice A SPD, pak & (A) = cond (A) = Jmax > 1,

min

Lemma 1.20 (Posun spektra, viz [2]). Necht A je vlastni ¢islo matice A a v odpovidajici
vlastni vektor. Pak matice A—ql, q € R md vlastni ¢islo A — q a stejnyj vlastni vektor v.

Dikaz. (A—qgl)v=Av—qu= v—qu=(A—q)v O

Lemma 1.21 (Invariantnost vzhledem k podobnosti). Necht A € R™" je libovolnd
étvercovd matice a T € R™™ reguldrni matice. Pak matice TAT ™' md stejnd vlastni
¢isla jako matice A. [1]

Diikaz. Ae =Xe & TAe=Xle < TA(T'T)e=Ale < TAT ! (Te) = X (Te) O

Véta 1.22 (GerSgorinova, viz [2]). Vsechna vlastni cisla matice A € R™™ lezi ve
sjednocent kruhi S = S USyU---US,, kde

n
Si=qz€C:|z—ayl < Z la;;| p,i=1,...,n.

J=Lj#i
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Obrézek 1: Matice a jeji spektrum

1.5 Reéalné symetrické matice

Véta 1.23. Necht A je redlnd symetrickd matice. Pak o (A) C R.

Pozndmka 1.24. V piipadé redlné symetrické matice se Ger§gorinovy kruhy redukuji na
intervaly realnych ¢isel a spektrum matice pak lezi ve sjednoceni téchto intervala. [2]

Véta 1.25. Viastni vektory redlné symetrické matice A odpovidagici riznym vlastnim
cislim jsou ortogondlni.

Vé&ta 1.26 (Spektralni rozklad, viz [1]). Necht A je redlnd symetrickd matice. Pak
existuje ortogondlni matice U a diagondlni matice D tak, Ze

A=UDUT.

Sloupce s; matice U jsou transponované ortonormdlni valstni vektory matice A piislusné

vlastnim cislim \; = [D],,.

1.6 Vypocet vlastnich ¢&isel
e piimy vypocet: kazdé vlastni ¢islo je kofenem charakteristické rovnice
e lokalizace spektra pomoci GerSgorinovy véty

e mocninné metoda pro odhad dominantniho vlastniho ¢isla

metody zaloZené na podobnosti matic, viz [2]
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