
3.2 Krylovovská metoda pro obecné, nesymetrické matice.
GMRES

Richardsonova metoda ur£uje op¥t iteraci

ui+1 = u0 + Lin {r0, . . . , ri} ∈ u0 +Ki+1 (r0, A)

ri+1 = b−Aui+1 = b−Aui − ωAri = ri − ωAri
ri+1 ∈ Lin

{
r0, . . . , A

ir0
}

= Ki+1 (r0, A) ,

kde Ki+1(r0, A) je Krylov·v prostor. V p°ípad¥ obecné regulární matice chceme
op¥t najít metodu Krylovovského typu, která bude navíc spl¬ovat n¥jakou pod-
mínku optimality

‖ui+1 − u∗‖? = min {‖w − u∗‖? : w ∈ u0 +Ki+1 (r0, A)} .

Je otázkou jakou máme v podmínce optimality pouºít normu. Eukleidovská norma
se nehodí, nebo´ nás nutí pracovat s neznámým p°esným °e²ením u∗ = A−1b. Je-li
A obecná regulární matice, není moºné k pouºít normu ‖·‖A. �e²ením je pouºít
normu ‖·‖ATA, nebo´ matice ATA je symetrická a pro chybu (i+ 1)-ní iterace v
této norm¥ platí

‖ei+1‖2ATA = ‖ui+1 − u∗‖2ATA =
〈
ATA (ui+1 − u∗) , ui+1 − u∗

〉
=

= 〈A (ui+1 − u∗) , A (ui+1 − u∗)〉 =

= ‖b−Aui+1‖2 = ‖ri+1‖2 .

V p°ípad¥ SPD matic jsme minimalizovali chybu v A-norm¥, nyní budeme minima-
lizovat residuum v eukleidovské norm¥. Podmínka optimality je tedy podmínkou
minimálního rezidua

‖ui+1 − u∗‖ATA = ‖ri+1‖ = min {‖Aw − b‖ : w ∈ u0 +Ki+1 (r0, A)} . (21)

3.2.1 Arnoldiho algoritmus

Pro realizaci podmínky (21) vyuºijeme postupnou konstrukci ortonormální
báze Krylovova prostoru, známou jako Arnoldiho algoritmus. Jeho sou£ástí je
Gramm·v-Schmidt·v ortonormaliza£ní proces:
Jsou dány vektory v1, . . . , vn, potom

� normujeme první vektor
w1 =

v1
‖v1‖

,

� j-tý vektor ortonormální ke v²em p°edchozím ur£íme pomocí p°edpisu

wj =
vj −

∑j−1
k=1 (vj , wk)wk∥∥∥vj −∑j−1
k=1 (vj , wk)wk

∥∥∥ .
Robustn¥j²í variantou je modi�kovaný Gram·v-Schmidt·v ortonormaliza£ní pro-
ces, viz Algoritmus 6.

Algoritmus 6 Modi�kovaný Gram·v-Schmidt·v algoritmus
v1, . . . , vn ←−
w1 = v1

‖v1‖
for j = 2, . . . , n

for k = 1, . . . , j − 1
vj = vj − 〈vj , wk〉wk

end

wj =
vj
‖vj‖

end

Arnoldiho metoda postupného vytvá°ení Krylovova prostoru:

v1 =
r0
‖r0‖

v2 = Av1 −→ v2 = v2 − 〈v2, v1〉 v1 −→ v2 =
v2
‖v2‖

v3 = Av2, atd.

Postupn¥ vytvá°íme ortonormální bázi {v1, v2, v3},

Lin {v1, v2, v3} = Lin
{
r0, Ar0, A

2r0
}
.

Algoritmus 7 Arnoldiho metoda vytvá°ení ortonormální báze
r0 % generující (po£áte£ní) vektor

v1 = r0
‖r0‖

for j = 1, . . . , i do

w = Avj % roz²í°ení sou£asného prostoru

for k = 1, . . . , j do % ortogonalizace

hkj = 〈w, vk〉
w = w − hkjvk

end

hj+1,j = ‖w‖
vj+1 = w

hj+1,j

V¥ta 3.3. Nech´ Vk = [v1, . . . , vk] je matice o rozm¥rech n×k (matice A má roz-
m¥ry n× n) se sloupci tvo°enými ortonormálními vektory vytvo°enými Arnoldiho
metodou (Algoritmus 7). Potom

AVk = [Av1, . . . , Avk] = Vk+1Hk+1,k,

kde

Hk+1,k =



h11 h12 · · · h1k
h21 h22 h2k

0 h32
. . .

...
...

. . . hkk
0 hk+1,k


je matice v tzv. horním Hessenbergov¥ tvaru.



D·kaz. Poslední °ádek algoritmu Arnoldiho metody dává

w = hj+1,j · vj+1 = Avj −
j∑
l=1

hljvl,

tedy Avj vyjád°íme jako

Avj =

j+1∑
l=1

hljvl =

k+1∑
l=1

Hljvl,

kde Hlj = hlj (pro l = 1, . . . , j + 1) , Hlj = 0 (pro l = j + 2, . . . , k + 1). Sou°adni-
cov¥

(AVk)ij = (Avj)i =

k+1∑
l=1

Hjl (vl)i =

k+1∑
l=1

Hjl (Vk+1)il = (Vk+1Hk+1,k)ij .

Algoritmus 8 Metoda GMRES s °e²ením normální soustavy (GMRES-NE)

u0 po£áte£ní odhad
m max. po£et iterací
H = zeros(m+ 1, m) de�nujeme a nulujeme matici H
V = V (n, m) de�nujeme matici pro ukládání vi
r0 = b−Au0, ρ0 = ‖r0‖
v1 = r0/ρ0 lze uloºit V (:, 1) = v1
for i = 1, 2, . . . , m do

vypo£ti w = Avi
for k = 1, . . . , i do

hki = (w, vk) hki = H(k, i) - generujeme i-tý sloupec
w = w − hkivk

end
hi+1,i = ‖w‖
vi+1 = w/hi+1,i lze uloºit V (:, i+ 1) = v1+1

vypo£ti y: HT
? H?y = ρ0H

T
? e1 H? = H(1 : (i+ 1), 1 : i) submatice

ur£i ui = u0 + V?y V? = V (:, 1 : (i+ 1)) = [v1, . . . , vi+1]
end

3.2.2 Realizace podmínky optimality

Vra´me se k podmínce optimality: hledáme novou iteraci ve tvaru ui+1 = u0 +
Vi+1y, p°i£emº

‖b−Aui+1‖ = ‖b−Au0 −AVi+1y‖ = ‖r0 −AVi+1y‖ = ‖r0 − Vi+2Hi+2,i+1y‖
= ‖Vi+2 (‖r0‖ · e1 −Hi+2,i+1y)‖ = ‖‖r0‖ · e1 −Hi+2,i+1y‖

Vý²e jsme vyuºili skute£nosti, ºe Vk jsou ortonormální s plnou hodností, tedy je
‖V x‖2 = 〈V x, V x〉 =

〈
x, V TV x

〉
= ‖x‖2, e1 = (1, 0, . . . , 0)T .

Podmínka
‖‖r0‖ · e1 −Hi+2,i+1y‖ → min

je pak podle V¥ty 3.1 ekvivalentní °e²ení soustavy

HT
i+2,i+1Hi+2,i+1y = ‖r0‖HT

i+2,i+1e1. (22)

Uvedené skute£nosti nás vedou k první variant¥ algoritmu GMRES (Algoritmus
8), kdy úloha minimalizace je °e²ena s vyuºitím normálních rovnic.

3.2.3 Realizace podmínky optimality pomocí QR rozkladu

Vedle °e²ení normální soustavy je QR faktorizace dal²ím zp·sobem, jak najít mi-
nimum ‖c−Hy‖. Nech´ Q, Q−1 = QT , je ortogonální matice, R je horní trojú-
helníková matice,

QH = R,

potom
‖c−Hy‖ = ‖Q (c−Hy)‖ = ‖Qc−Ry‖

a proto bude °e²ení rovnice
Ry = Qc

minimalizovat ‖c−Hy‖. Protoºe R je horní trojúhelníková matice, je uvedená
rovnice jednodu²e °e²itelná zp¥tnou substitucí.
Vzhledem k postupné konstrukci H je QR faktorizace je velmi dob°e realizova-

telná, nap°. vyuºitím Givensovy transformace:

Gij = Gij(θ) =



1
. . .

gii gji

gij gjj
. . .

1


gii = gjj = cos θ = c
gij = −gji = sin θ = s

Platí:

� Gij je ortogonální matice,

� násobení M → GijM m¥ní pouze prvky v i-tém a j-tém °ádku matice,

� násobení Gij lze pouºít k nulování prvku na míst¥ M(j, k). K tomu volíme

c =
mik√

m2
ik +m2

jk

, s =
mjk√

m2
ik +m2

jk



� sou£in Givensových rotací je op¥t ortogonální matice. Speciáln¥ lze tímto zp·-
sobem konstruovat ortogonální transformaci Q, která p°evede Hessenbergovu
matici na trojúhelníkovou. Navíc v GMRES Hessenbergovu matici v kaºdé
iteraci pouze dopl¬ujeme novým sloupcem. Pro p°evedení na horní trojúhel-
níkovou matici pak sta£í v kaºdé iteraci aplikovat jednu dal²í rotaci a nu-
lovat tak jeden nenulový prvek v posledním °ádku. Tak dostáváme metodu
GMRES(G) - Givens. Podrobnosti nap°. [Saad 2003].

3.2.4 Poznámky k implementaci GMRES

Z algoritmu 8 vidíme, ºe kaºdá iterace obsahuje násobení maticí A, °adu skalár-
ních sou£in· a °e²ení normální soustavy. Poslední operaci lze zefektivnit pouºitím
QR faktorizace Givensovými transformacemi. Náro£nost zvy²uje nutnost uchová-
vání vektor· báze a nutnost ortogonalizace v·£i v²em p°edchozím vektor·m báze.
V tomto ohledu máme moºnost

� zmen²it po£et pot°ebných iterací vhodným p°edpodmín¥ním,

� provád¥t GMRES jen do ur£itého po£tu iterací, potom za£ít budovat nový
Krylov·v prostor. Hovo°íme o restartované GMRES metod¥.

Spolu s konvergencí se je²t¥ zmíníme o korektnosti a p°ípadném kolapsu Arnoldiho
procesu.

3.3 Konvergence GMRES

V¥ta 3.4. Nech´ A je diagonalizovatelná, A = K−1DK , κ(K) =
∥∥K−1∥∥ ‖K‖.

Potom platí odhad
‖ri‖
‖r0‖

≤ κ(K)min
p∈Pi

max
λ∈σ(A)

|p(λ)| . (23)

D·kaz. Platí ui ∈ u0 +Ki (r0, A) a

‖b−Aui‖ = min {‖b−Au0 −Av‖ : v ∈ Ki (r0, A)} .

Tedy
‖ri‖ = ‖pi(A)r0‖ ≤

∥∥K−1pi(D)Kr0
∥∥ ≤ κ(K)min

p∈Pi

‖pi(D)r0‖ .

Odtud dostáváme (23), Pi je mnoºina polynom· stupn¥ i normovaných podmínkou
p(0) = 1 pro p ∈ Pi.

Pro diagonalizovatelné matice dostáváme podobný odhad jako u metody sdru-
ºených gradient·, ale spektrum σ(A) jiº nemusí být reálné a kladné. Nedostaneme
tak stejný typ odhadu s odmocninou £ísla podmín¥nosti jako u metody CG, viz
nap°. [Saad 2003].
Nech´ spektrum σ(A) je podmnoºinou elipsy E se st°edem c a ohnisky c ± d a

poloosou a, E neobsahuje po£átek. Potom

ρ = lim
k→∞

(
min
p∈Pi

‖pi(D)r0‖
)1/k

∼ a+
√
a2 − d2

c+
√
c2 − d2

.

De�nice 3.1. Prostor V nazveme invariantní prostor matice A, jestliºe

v ∈ V ⇒ Av ∈ V.

Vra´me se je²t¥ k Arnoldiho procesu a otázce korektnosti GMRES algoritmu.
Zatím jsme po£ítali, ºe w = Avj dává roz²í°ení stávajícího Krylovova prostoru.
Pokud tomu tak není,

Avj ∈ Lin
{
r0, . . . A

j−1r0
}
,

potom v Arnoldiho procesu ani v GMRES algoritmu nem·ºeme pokra£ovat (break
down). Znamená to taky, ºe Kj je invariantní prostor matice A. V tomto p°ípad¥ je
ale také Kj je invariantní prostor matice A−1. Protoºe r0 ∈ Kj , bude také e0 ∈ Kj ,
tedy uj bude v tomto p°ípad¥ p°esným °e²ením. Jde tedy o ²´stné p°eru²ení (lucky
break down).
Stejnou úvahou dosp¥jeme ke skute£nosti, ºe v p°ípad¥ p°esné aritmetiky mu-

síme po n krocích (n je dimenze soustavy) dostat p°esné °e²ení. Tento fakt ov²em
nemá praktický význam, jednak je aritmetika nep°esná, jednak chceme dostat
vhodné p°ibliºné °e²ení za mnohem mén¥ krok· (iterací).

3.4 MINRES

De�nujme £tvercovou matici Hk,

Hk := V Tk AVk = V Tk Vk+1Hk+1,k =

=

 1 0
. . .

...
1 0




h11 h12 · · · h1k
h21 h22 h2k

0 h32
. . .

...
...

. . . hkk
0 hk+1,k

 =


h11 h12 · · · h1k
h21 h22 h2k

. . .
. . .

...
hk,k−1 hkk


V¥ta 3.5. Pokud je A symetrická, je Hk také symetrická a tedy t°ídiagonální.
To znamená, ºe hik = 0 pro i < k − 1. Není tedy t°eba ortogonalizovat ke v²em
p°edchozím vektor·m, sta£í ke dv¥ma p°edchozím vektor·m.

V p°ípad¥ symetrické matice tedy lze GMRES výrazn¥ zjednodu²it, dostáváme
tak metodu MINRES.
Symetrická matice je diagonalizovatelná, lze tedy pouºít konvergen£ní v¥tu pro

GMRES (V¥ta (3.4)). Navíc je κ(K) = 1 a spektrum reálné. Pro MINRES lze proto
dokázat v¥tu analogickou konvergen£ní v¥t¥ pro CG, viz nap°. [Elman et al. 2005].

V¥ta 3.6. Nech´ A je symetrická, σ(A) ⊂ (−a, −b)∪ (c, d), potom po 2i iteracích
dostáváme odhad

‖r2i‖ ≤ 2

(√
ad−

√
bc√

ad+
√
bc

)i
‖r0‖ .


