3.2 Krylovovskd metoda pro obecné, nesymetrické matice.
GMRES

Richardsonova metoda urc¢uje opét iteraci
Ui+1 = Up +Lin{T07..., ri} € Up +K:i+1 (To,A)

Tiv+1 = b— Aqu =b— A’LLZ — (J.}Ari =Tr; — LUATi
rit1 € Lin {To, ey A'LTQ} = KiJr]_ (To, A) s
kde KC;j+1(ro, A) je Kryloviv prostor. V pfipadé obecné regularni matice chceme

opét najit metodu Krylovovského typu, kterd bude navic spliiovat néjakou pod-
minku optimality

Juiss — wll, = min {o — u*[, + w € uo + Kipr (ro, 4)} -

Je otazkou jakou méme v podmince optimality pouzit normu. Eukleidovska norma
se nehodi, nebot nas nuti pracovat s neznAmym piesnym fefenim u* = A~'b. Je-li
A obecna regularni matice, neni mozné k pouzit normu ||-|| . Resenim je pouzit
normu ||-|| 4 4, nebot matice AT A je symetrickd a pro chybu (i + 1)-ni iterace v
této normé plati

<ATA (ui+1 — ’U,*> y Ug41 — u*> =
= (A(uip1 —u"), A(ujpr —u*)) =
= |Ib— Auga|® = risa®.

2 .2
lleivilliar 4 = lwirs — u*|I3r 4

V piipadé SPD matic jsme minimalizovali chybu v A-normé, nyni budeme minima-
lizovat residuum v eukleidovské normé. Podminka optimality je tedy podminkou
minimalniho rezidua

s = ar g = Ires]) = min ([ Aw — | - w € up + Ko (ro, A)} . (21)

3.2.1 Arnoldiho algoritmus

Pro realizaci podminky vyuzijeme postupnou konstrukci ortonormélni
béze Krylovova prostoru, znamou jako Arnoldiho algoritmus. Jeho soucasti je
Grammuv-Schmidtiv ortonormaliza¢éni proces:

Jsou dany vektory vy, ..., v,, potom

e normujeme prvni vektor
U1
W1 = 7>
[[o]l

e j-ty vektor ortonormélni ke vSem piedchozim ur¢ime pomoci predpisu
j—1
U — D k=1 (V) Wk) W

v — >0 (@ijk)wkH

"]

Robustnéjsi variantou je modifikovany Gramiv-Schmidtiv ortonormaliza¢ni pro-
ces, viz Algoritmus [f]

Algoritmus 6 Modifikovany Gramiv-Schmidtiv algoritmus

ViyenonyUp <
_ n
W1 = Ty
for j =2, ,n
for k=1,...,7—1
) 7-]
vj = v; — (v;, Wk) W
end
w; = 2
I sl
end

Arnoldiho metoda postupného vytvareni Krylovova prostoru:

To
v, = —
ol
vy = Avy — v = vy — (g, V1) V] —> Vg = ”1}—2H
V2
vy = Avo, atd.

Postupné vytvaime ortonormalni bazi {vy,vs,v3},

Lin {vy,v9,v3} = Lin {ro,ArmAQro} .

Algoritmus 7 Arnoldiho metoda vytvafeni ortonormélni baze

ro % generujici (polatelni) vektor

— _To

U1 = o] )

for j=1,...,17 do
w = Av; % roz8ifeni soulasného prostoru
for k=1,...,7 do ’ ortogonalizace

hkj = <w7 vk>
w=w — NV

end
hjt1,5 = [lwl|
Vjt1 = 5

j+1.3

Véta 3.3. Necht Vi, = [v1,..., vg] je matice o rozmérech n x k (matice A md roz-
meéry n X n) se sloupci tvofengmi ortonormdlnimi vektory vytvorengmi Arnoldiho
metodou (Algoritmus @) Potom

AV, = [Any, ..., Avg] = Vik1Hig1 ks

kde
hii hiz -+ hu
ha1  hoo ho
Hipiw=1] 0 hzp
: P
0 Ptk

je matice v tzv. hornim Hessenbergové tvaru.



Diikaz. Posledni fadek algoritmu Arnoldiho metody déava

J
w=hjy1;-vj41 = Avj — Z hijvi,
=1

tedy Av; vyjadiime jako
Jj+1 k+1

Avj = Z hljvl = ZHlle7
=1 =1

kde H;; = hyj (prol=1,...,5+1), H;; =0(prol =5 +2,...,k+1). Soufadni-
coveé

k+1 k+1
(AVi)y; = (Avy), = D Hj(w); = > Hj (Vieyr)y = Verr Hiran); -
=1 =1

Algoritmus 8 Metoda GMRES s feSenim normalni soustavy (GMRES-NE)

Uug pocateéni odhad

m max. pocet iteraci

H = zeros(m + 1, m) definujeme a nulujeme matici H
V =V(n, m) definujeme matici pro ukladani v;
To = b — Aug, po = ol

v = 7ro/po 1ze ulozit V(:, 1) = vy

fori=1,2,..., mdo
vypolti w = Awv;
fork=1,...,4ido
his = (w> Uk)
w=w — h;vg
end
hivi,i = |lw]|
Vig1 = W/ iy
vypocti y: HI Hyy = poH[ ey
uréi u; = ug + Viy
end

hi; = H(k,i) - generujeme i-ty sloupec

1ze ulozit V(:, i + 1) = v141
H,=H(1:(i+1),1:1i) submatice
Ve=V(1:(0+1)=[v1,...,041]

3.2.2 Realizace podminky optimality
Vratme se k podmince optimality: hledame novou iteraci ve tvaru u;41 = ug +

Vit1y, pricem?

6= Auipi]| = |b— Aug — AVipryll = [lro — AVigryll = [[ro — Viea Hig2,ir1yl
[[Vita (7ol - €1 — Hiv2iv19)|| = llll7oll - e1 — Hit2,i419]|

Vyse jsme vyuzili skutec¢nosti, ze Vi jsou ortonormalni s plnou hodnosti, tedy je
|Vl = (Va,Va) = (2, VIVz) = |z|*, e1 = (1, 0,..., 0).
Podminka
llloll - €1 = Hiyz,i1yl| — min

je pak podle Véty [3.1] ekvivalentni Feseni soustavy
T T
Hi+2,i+1Hi+2,i+1y = |lroll Hi+2,i+161- (22)

Uvedené skutecnosti nds vedou k prvni varianté algoritmu GMRES (Algoritmus
, kdy dloha minimalizace je feSena s vyuzitim normélnich rovnic.

3.2.3 Realizace podminky optimality pomoci QR rozkladu

Vedle feSeni normélni soustavy je QR faktorizace dalsim zpusobem, jak najit mi-
nimum |c — Hy||. Necht Q, Q~! = Q7 je ortogonalni matice, R je horni troji-
helnikova matice,

potom
lle = Hyl| = |Q (¢ = Hy)| = [|[Qc — Ry]|
a proto bude feSeni rovnice

Ry = Qc

minimalizovat |c — Hyl|. ProtoZze R je horni trojuhelnikovd matice, je uvedena
rovnice jednoduse FeSitelnd zpétnou substituci.

Vzhledem k postupné konstrukci H je QR faktorizace je velmi dobfie realizova-
telnd, napt. vyuzitim Givensovy transformace:

1

gii g]7 Gis = g]] = COSG =C

Gij = Glj(e) = 9ij = —Gji = sinf = s

9ij 9ij

Plati:
e Gj; je ortogonélni matice,
e nasobeni M — G;; M méni pouze prvky v i-tém a j-tém Fadku matice,
e nasobeni G;; lze pouzit k nulovani prvku na misté M (j, k). K tomu volime

mMik mjk

c= 5=
[ 2 2
My, + My

)
[ 2 2
mik—&-mjk



e soucin Givensovych rotaci je opét ortogonalni matice. Specialné lze timto zpi-
sobem konstruovat ortogonalni transformaci @, ktera pievede Hessenbergovu
matici na trojuhelnikovou. Navic v GMRES Hessenbergovu matici v kazdé
iteraci pouze dopliiujeme novym sloupcem. Pro pfevedeni na horni trojihel-
nikovou matici pak sta¢i v kazdé iteraci aplikovat jednu dalsi rotaci a nu-
lovat tak jeden nenulovy prvek v poslednim fddku. Tak dostavidme metodu
GMRES(G) - Givens. Podrobnosti napf. [Saad 2003].

3.2.4 Poznamky k implementaci GMRES

Z algoritmu [§] vidime, ze kazda iterace obsahuje nasobeni matici A, fadu skalér-
nich sou¢ina a feSeni normélni soustavy. Posledni operaci lze zefektivnit pouzitim
QR faktorizace Givensovymi transformacemi. Naro¢nost zvySuje nutnost uchové-
vani vektoru béze a nutnost ortogonalizace vaci viem piedchozim vektorim baze.
V tomto ohledu mame moznost

e zmen§it pocet potiebnych iteraci vhodnym predpodminénim,

e provadét GMRES jen do uréitého poc¢tu iteraci, potom zacit budovat novy
Kryloviv prostor. Hovofime o restartované GMRES metodé.

Spolu s konvergenci se jesté zminime o korektnosti a pfipadném kolapsu Arnoldiho
procesu.

3.3 Konvergence GMRES

Véta 3.4. Necht A je diagonalizovatelnd, A = K 'DK , k(K) = HK‘1|| IK||.
Potom plati odhad

||7"iH :
< k(K )min max M. 23
lroll — ( )pEIP’iAGU(A) ‘p( )| (23)

Diikaz. Plati u; € ug + K; (7’0, A) a
b — Au;|| = min {||b — Aug — Av]| : v € K; (ro, 4)}.

Tedy
7]l = Ips(A)roll < [|[ K~ pi(D) Ko < (K )min [|p;(D)rol| -

Odtud dostévéme (23)), P; je mnoZzina polynomi stupné i normovanych podminkou
p(0) =1 prop € P,. O

Pro diagonalizovatelné matice dostavame podobny odhad jako u metody sdru-
7enych gradientii, ale spektrum o (A) jiz nemusi byt redlné a kladné. Nedostaneme
tak stejny typ odhadu s odmocninou ¢isla podminénosti jako u metody CG, viz
napf. [Saad 2003].

Necht spektrum o(A) je podmnozinou elipsy £ se stiedem ¢ a ohnisky ¢+ d a
poloosou a, £ neobsahuje pocatek. Potom

1/k

) a++vVa?—d?
c+VeZ—dz

oy Moo (D
p= lim (ﬁg}”pl( )roll

Definice 3.1. Prostor V nazveme invariantni prostor matice A, jestlize
veEV = AveV.

Vratme se jesté k Arnoldiho procesu a otézce korektnosti GMRES algoritmu.
Zatim jsme pocitali, ze w = Av; dava rozsifeni stévajictho Krylovova prostoru.
Pokud tomu tak nent,

Av; € Lin {ro, e Aj_lro} ,

potom v Arnoldiho procesu ani v GMRES algoritmu nemuZzeme pokracovat (break
down). Znamena to taky, ze KC; je invariantni prostor matice A. V tomto pfipadé je
ale také K; je invariantn{ prostor matice A~1. Protoze rq € K, bude také ey € K,
tedy u; bude v tomto piipadé piesnym FeSenim. Jde tedy o §tstné preruseni (lucky
break down).

Stejnou uvahou dospéjeme ke skutecnosti, ze v pripadé presné aritmetiky mu-
sime po n krocich (n je dimenze soustavy) dostat piesné feSeni. Tento fakt ovSem
nemd prakticky vyznam, jednak je aritmetika nepfesnd, jednak chceme dostat
vhodné pfiblizné feSeni za mnohem méné kroku (iteraci).

3.4 MINRES

Definujme ¢tvercovou matici Hy,

Hy = VAV, = VI Vi Hyy1 o =

hit hiz -+ hig
1 0 hor  hao hok hit hiz - hik
) . hat  ha ha
— . 0 h32 . : _
1 O . . .
ok hi k-1 hrk
0 Pkt k

Véta 3.5. Pokud je A symetrickd, je Hy také symetrickd a tedy tridiagondlni.
To znamend, Ze h;, = 0 pro ¢ < k — 1. Neni tedy tieba ortogonalizovat ke vSem

[

predchozim vektorim, staci ke dvéma predchozim vektorim.

V pfipadé symetrické matice tedy 1ze GMRES vyrazné zjednodusit, dostavame
tak metodu MINRES.

Symetricka matice je diagonalizovatelnd, 1ze tedy pouZzit konvergencni vétu pro
GMRES (Véta (3.4)). Navic je x(K) = 1 a spektrum realné. Pro MINRES lze proto
dokézat vétu analogickou konvergenc¢ni vété pro CG, viz napf. [Elman et al. 2005].

Véta 3.6. Necht A je symetrickd, o(A) C (—a, —b)U(c, d), potom po 2i iteracich

dostdvame odhad )
vad — vbc
[raill <2 | =——=——= lIroll -
vad + vVbe



