
2.5 Metoda sdruºených gradient· jako Krylovovská metoda

Tato metoda byla vyvinuta v 50. letech 20. století jako p°ímá metoda pro °e-
²ení soustav lineárních rovnic s SPD maticí. Jako itera£ní metoda je pouºívána aº
od 70. let. Algoritmus metody sdruºených gradient· (zkrácen¥ CG z angl. conju-
gate gradient) m·ºeme chápat jako rozvinutí algoritmu metody nejv¥t²ího spádu,
viz dal²í £ást. Efektivita metody sdruºených gradient· souvisí s plným vyuºitím
tzv. Krylovova prostoru.

De�nice. Prostor Km (A, v) = Lin
(
v,Av, . . . , Am−1v

)
je tzv. Krylov·v podpro-

stor (pro dané m ∈ N, matici A a vektor v). Jedná se o podprostor Rn, kde n je
°ád matice A. Dimenze Km (A, v) je nejvý²e rovna men²ímu z £ísel m a n.

V¥ta 2.3. V p°ípad¥ Richarsonovy metody nebo metody nejv¥t²ího spádu platí

ui+1 = ui + ωi · ri a ri+1 = ri − ωi ·Ari.

Odtud plyne indukcí, ºe pro i ≥ 0 je

ri+1 ∈ Ki+2(r0, A) a ui+1 = u0 +

i∑
k=0

ωk · rk ∈ u0 +Ki+1(r0, A).

Iterace Richarsonovy metody nebo metody nejv¥t²ího spádu tedy pat°í do mno-
ºiny ur£ené Krylovým podprostorem, ale nevyuºívají jej optimáln¥, tj. neplatí

‖ui+1 − u?‖(m) = min
{
‖w − u?‖(m) : w ∈ u0 +Ki+1(r0, A)

}
(7)

v n¥které z norem ‖·‖(m), m = 0, 1, 2. Plné vyuºití Krylovova prostoru znamená
vznik efektivn¥j²í metody, u které je konvergence ur£ena konvergen£ním faktorem
typu (5).

V¥ta 2.4. Uvaºujme iterace ui+i ∈ u0 +Ki+1(r0, A). Potom

ei+1 ∈ e0 +Ki+1(r0, A) = Ki+2(e0, A), ei+1 = Pi+1(A)e0.

Podmínka optimality (7) a srovnání s �eby²evovým polynomem (5), (6) implikují

‖ei+1‖(m) = min
Pi+1:Pi+1(0)=1

‖Pi+1(A)e0‖(m) ≤ min
Pi+1:Pi+1(0)=1

max
λ∈σ(A)

|Pi+1(λ)| ‖e0‖(m)

≤ min
Pi+1:Pi+1(0)=1

max
λ∈σ(A)

∣∣PCi+1(λ)
∣∣ ‖e0‖(m) ≤ 2

(√
κ− 1√
κ+ 1

)i+1

.

D·kaz. D·kaz obsahuje z°ejmé, ale d·leºité kroky, proto je p°ipomeneme:
I. Chyba po (i+ 1)-ní iteraci

ei+1 = ui+1 − u∗ = ui − u∗ + ωi · (−Aei) = ei − ωiAei =

= (I − ωiA) · ei =

i∏
k=0

(I − ωkA) e0 = Pi+1 (A) · e0,

kde Pi+1 (z) =
∏i
k=0 (I − ωkz) je polynom stupn¥ i+ 1 s absolutním £lenem 1, tj.

Pi+1 (0) = 1. Pokud e0 =
∑n
s=1 αsvs je vyjád°ení po£áte£ní chyby v bázi tvo°ené

vlastními vektory A, potom

ei+1 = Pi+1 (A) ·
n∑
s=1

αsvs =

n∑
s=1

αsPi+1 (A) vs =

n∑
s=1

αsPi+1 (λs) vs

II. ‖·‖(m) norma chyby. Nech´ A je symetrická, tedy existuje ortonormální sys-
tém vlastních vektor· {vs}, e0 =

∑
s αsvs. Potom

‖ei+1‖(m) =

∥∥∥∥∥∑
s

αsPi+1 (λs) vs

∥∥∥∥∥
(m)

‖ei+1‖2(m) =

(∑
s

αsPi+1 (λs) vs,
∑
s

αsPi+1 (λs) vs

)
(m)

=
∑
s

α2
sλ
m
s P

2
i+1 (λs) ≤

(
max

λs∈σ(A)
P 2
i+1 (λs)

)∑
s

α2
sλ
m
s

‖ei+1‖(m) ≤ max
λs∈σ(A)

|Pi+1 (λs)| · ‖e0‖(m)

III. Na²e metoda je optimální, tedy chyba iterace je men²í, neº jakou bychom do-
stali p°i dosazení normovaného �eby²evova polynomu. A pro �eby²ev·v polynom
umíme najít odhad konvergen£ního faktoru, viz Sekce 2.3.1.

Poznámka 2.4. Máme odhady

‖ei+1‖(m) ≤ ξ
(
c− 1

c+ 1

)i+1

‖e0‖(m) ,

kde ξ = 1 a c = cond(A) u Richardsonovy metody a metody nejv¥t²ího spádu,
ξ = 2 a c =

√
cond(A) u optimální Krylovovské metody.

Poznámka 2.5. Kolik iterací je pot°eba pro dosaºení dané p°esnosti ε?

‖ei+1‖(m) ≤ ε ‖e0‖(m)

ξ

(
c− 1

c+ 1

)i+1

≤ ε

(i+ 1) ln

(
c− 1

c+ 1

)
≤ ln(ε/ξ)⇒ (i+ 1) ≥ − ln(ε/ξ)

[
− ln

(
c− 1

c+ 1

)]−1
.

Protoºe

− ln

(
c− 1

c+ 1

)
= ln

(
c+ 1

c− 1

)
= ln

(
1 + 1/c

1− 1/c

)
= 2

(
1

c
+

1

3

(
1

c

)3

+ · · ·

)
≥ 2 · 1

c
,

platí

i+ 1 ≥ 1

2
· c · ln(ξ/ε).



Po£et iterací tedy roste s c = cond(A) u Richardsonovy metody a metody nejv¥t-
²ího spádu (respektive pomaleji), s c =

√
cond(A) u Krylovovské metody.

Zamysleme se dále nad realizací podmínky optimality (7).

V¥ta 2.5. Pokud {vi} je báze prostoru °e²ení, potom je podmínka optimality∥∥∥u0 +
∑

αkvk − u?
∥∥∥2
(m)

= ‖u0 − u? + V α‖2(m) → min,

ekvivalentní °e²ení soustavy
Gα = ξ

kde V je matice se sloupci tvo°enými vektory vr, G = V TAmV = (Grs) =(
(vr, vs)(m)

)
je Grammova matice a ξ = −V TAm(u0 − u?) = (ξr) =(

(−u0 + u?, vr)(m)

)
. Pravou stranu ξ lze ur£it pokud m ≥ 1 a násobení A p°e-

vede neznámou chybu e0 = u0 − u? na residuum.

Poznámka 2.6. Dobré je pracovat s bází, ve které je G dob°e podmín¥ná, nejlépe
bází ortogonální. Báze tvo°ená vektory Air0 dob°e podmín¥ná není, viz mocninná
metoda pro výpo£et vlastních £ísel a vlastních vektor·.
V dal²í £ásti ukáºeme, ºe metoda sdruºených gradient· je Krylovovská metoda

s podmínkou optimality v norm¥ ‖·‖(1) = ‖·‖A . Z toho pak plyne, ºe pro ni bude

platit konvergen£ní odhad c =
√
cond(A) . P·jdeme cestou zobecn¥ní metody

nejv¥t²ího spádu, vyuºitím konstrukce A-ortogonální báze Krylovova prostoru,
která nám ukáºe, jak podmínku optimality realizovat.


