2.5 Metoda sdruzenych gradienti jako Krylovovska metoda

Tato metoda byla vyvinuta v 50. letech 20. stoleti jako pfim& metoda pro fe-
Seni soustav linearnich rovnic s SPD matici. Jako itera¢ni metoda je pouzivina az
od 70. let. Algoritmus metody sdruzenych gradienti (zkrécené CG z angl. conju-
gate gradient) muZeme chapat jako rozvinuti algoritmu metody nejvétsiho spadu,
viz dalgi ¢ast. Efektivita metody sdruzenych gradientii souvisi s plnym vyuzitim
tzv. Krylovova prostoru.

Definice. Prostor K,, (4,v) = Lin (U,Au . ,Amflv) je tzv. Krylovav podpro-
stor (pro dané m € N, matici A a vektor v). Jedna se o podprostor R", kde n je
fad matice A. Dimenze K,, (A,v) je nejvySe rovna mensimu 7z ¢isel m a n.

Véta 2.3. V pripadé Richarsonovy metody nebo metody nejvétsiho spddu plati
. A’I“i.

Uipl = Ui +W; - T4 @ Tip] =T — W

Odtud plyne indukci, Ze pro i > 0 je
Tit1 € ]Ci+2(7’0, A) a U;y1 = Ug + Zwk ‘TR € Ug + ICZ‘Jrl(To,A).
k=0

Iterace Richarsonovy metody nebo metody nejvétsiho spadu tedy patii do mno-
ziny urcené Krylovym podprostorem, ale nevyuzivaji jej optimalné, tj. neplati

laisr = 6 gy = min = 0y + w0 € w0+ Kiga(r0, A)} (7)

v nékteré z norem ||~H(m), m = 0,1,2. Plné vyuZiti Krylovova prostoru znamena
vznik efektivnéjsi metody, u které je konvergence urcena konvergenénim faktorem

typu .

Véta 2.4. Uvazujme iterace u;1; € ug + Kit1(ro, A). Potom

€iy1 € €+ K:iJrl(’l‘U, A) = K:i+2(60, A)7 €it1 = H+1(A)60.

Podminka optimality (@) a srovndni s éebysﬂe’uouy’m polynomem (@), @ implikuji
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Diikaz. Dukaz obsahuje ziejmé, ale dulezité kroky, proto je pfipomeneme:
I. Chyba po (i + 1)-ni iteraci
eit1 = Uip1 —u" =u; —u' wi- (—Ae) = e; —wiAe; =
i
H (I — ka) €p

k=0

(I - Wz'A) c€p = =P (A) * €0,

)

kde P11 (2) = HZ:O (I — wgz) je polynom stupné i + 1 s absolutnim ¢lenem 1, tj.
P41 (0) = 1. Pokud ey = Y ._, asv, je vyjadieni pocateéni chyby v bazi tvofené
vlastnimi vektory A, potom

n n
eit1 = Py ( Z Vs = Z%Pz’+1 (A)vs = Zaspi-i-l (As) vs
s=1 s=1
I1. ||~||(m) norma chyby. Necht A je symetrické, tedy existuje ortonormaélni sys-

tém vlastnich vektoru {vy}, eg = ), asvs. Potom

leirillony = || D asPira (As)vs
s (m)
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III. Nase metoda je optimélni, tedy chyba iterace je mensi, nez jakou bychom do-
stali pfi dosazeni normovaného CebySevova polynomu. A pro Ceby8eviiv polynom
umime najit odhad konvergenéniho faktoru, viz Sekce O

Poznamka 2.4. Mame odhady
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kde £ = 1 a ¢ = cond(A) u Richardsonovy metody a metody nejvétsiho spadu,
& =2ac=/cond(A) u optimélni Krylovovské metody.

Pozndamka 2.5. Kolik iteraci je potfeba pro dosazeni dané piesnosti 7
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Pocet iteraci tedy roste s ¢ = cond(A) u Richardsonovy metody a metody nejvét-
stho spadu (respektive pomaleji), s ¢ = \/cond(A) u Krylovovské metody.
Zamysleme se déle nad realizaci podminky optimality (7).

Véta 2.5. Pokud {v;} je bdze prostoru feseni, potom je podminka optimality
2 2
Huo + E QU — u*H( )= [uo — u* + Vall,) — min,
m

ekvivalentni feseni soustavy

Ga=¢

kde V je matice se sloupci tvoiengmi vektory v,., G = VIA™V = (G,,) =
((vr, vs)my) je Grammova matice a § = —VIA™(ug — u*) = (&) =
((fuo + u*, vr)(m)). Pravou stranu £ lze urcit pokud m > 1 a ndsobeni A pre-
vede nezndmou chybu ey = ug — u* na residuum.

Pozndmka 2.6. Dobré je pracovat s bazi, ve které je G dobie podminénd, nejlépe
bézi ortogonalni. Béze tvofena vektory A'rg dobfe podminénd neni, viz mocninna
metoda pro vypocet vlastnich ¢isel a vlastnich vektori.

V dalgi ¢asti ukdzeme, ze metoda sdruzenych gradientt je Krylovovski metoda
s podminkou optimality v normé || ;) = [|-|| 5 - Z toho pak plyne, Ze pro ni bude
platit konvergen¢ni odhad ¢ = y/cond(A) . Pijdeme cestou zobecnéni metody
nejvétsiho spadu, vyuzitim konstrukce A-ortogonélni baze Krylovova prostoru,
kterd ndm ukéaze, jak podminku optimality realizovat.



