
2.3 �eby²evova metoda

Uvaºujme Richardsonovu metodu s prom¥nným parametrem danou itera£ním
p°edpisem

ui+1 = ui + ωi (b−Aui) .
Pro chybu pak dostaneme

ei+1 = (I − ωiA) ei = (I − ωiA) · · · (I − ω0A) e0 = Pi+1(A) e0,

kde Pi+1(λ) je itera£ní polynom. Obdobn¥ jako v d·kazu V¥ty (2.1) dokáºeme, ºe

‖ei+1‖m ≤ max
k
|Pi+1(λk)| · ‖e0‖m (5)

(m = 0, 1, 2). Pro získámí efektivní metody pot°ebujeme najít polynom Pi+1 tak,
ºe Pi+1(0) = 1 a hodnoty Pi+1(λk) budou v absolutní hodnot¥ malé. Pokud Pi+1

je takový polynom, potom ωi jsou p°evrácené hodnoty ko°en· tohoto polynomu.
P°edpokládejme, ºe známe odhad σ(A) ⊂ 〈λd, λh〉. Jako polynom Pi+1 m·ºeme

zvolit normovaný �eby²ev·v polynom PCi+1, pro který bude platit

max
λ∈〈λd,λh〉

∣∣PCi+1(λ)
∣∣ = min

Pi+1

max
λ∈〈λd,λh〉

|Pi+1(λ)| ,

na pravé stran¥ nerovnosti je minimum vedeno p°es v²echny polynomy stupn¥ i+1
normované podmínkou Pi+1(0) = 1.

2.3.1 �eby²ev·v polynom

� �eby²ev·v polynom na intervalu 〈−1, 1〉:

χ̃n (x) = cos (n · arccosx) =
1

2

[(
x+

√
x2 − 1

)n
+
(
x−

√
x2 − 1

)n]
.

Z°ejm¥ |χ̃n (x)| ≤ 1. Ko°eny χ̃n jsou dány rovností n · arccos x̃k = (2k − 1)π2
pro k = 1, . . . , n. Tedy

x̃k = cos

(
π

2

2k − 1

n

)
.

� �eby²ev·v polynom na intervalu 〈λd, λh〉:

χn (λ) = χ̃n

(
λh + λd − 2λ

λd − λh

)
= cos

(
n · arccos

λh + λd − 2λ

λd − λh

)
.

Z°ejm¥ χn (0) = χ̃n (x0), kde x0 = λh+λd

λd−λh
= c+1

c−1 ≥ 1, c = λh

λd
je odhadem

£ísla podmín¥nosti. Ko°eny získáme lineární transformací, tedy

x̃k =
λh + λd − 2xk

λd − λh
, xk =

λh + λd
2

− λd − λh
2

x̃k,

kde x̃k je ko°en polynomu χ̃n (x).

� Normovaný polynom χ̄n spl¬ující χ̄n (0) = 1:

χ̄n (λ) =
χn (λ)

χn (0)

pro κ 6= 1.

2.3.2 Odhad chyby

Podobn¥ jako v p°ípad¥ Richardsonovy metody hledáme horní odhad pro |χ̄n (λ)|,

|χ̄n (λ)| = |χn (λ)|
|χn (0)|

.

Pro £itatel z°ejm¥ platí |χn (λ)| ≤ 1, pro jmenovatel platí

χn (0) = χ̃n (x0) ≥ 1
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,

proto χn (0) je de�nováno a nenulové pro κ 6= 1. Dostáváme tedy odhad

|χ̄n (λ)| ≤ 2

(√
c− 1√
c+ 1

)n
. (6)

Nebudeme se zabývat podrobnostmi implementace metody, viz [Axelsson 1994,
Templates]. Poznamenejme jen, ºe

� odhad (6) ukazuje moºné významné zrychlení oproti Richardsonov¥ metod¥,
pro níº jsme odvodili odhad

∣∣PRi (λ)
∣∣ ≤ (c− 1

c+ 1

)i
,

� odhad (6) vyuºijeme dále i pro odhad konvergence metody sdruºených gradi-
ent·,

‖ui − u?‖A ≤ 2 ·

(√
κ (A)− 1√
κ (A) + 1

)i
· ‖u0 − u?‖A .



2.4 Metoda nejv¥t²ího spádu

Itera£ní p°edpis metody nejv¥t²ího spádu má op¥t tvar Richardsonovy metody
s prom¥nným parametrem,

ui+1 = ui + ωiri.

Koe�cient ωi v²ak nyní ur£íme tak, aby energetická norma chyby ei+1 = ei+1(ω) =
ui+1 − u∗ = ui + ωiri − u∗ byla minimální, minimalizujeme tedy normu ‖ei+1‖A,
respektive její druhou mocninu:

ϕ (ω) = ‖ei+1‖2A = ‖ui+1 − u∗‖2A = ‖ui + ωri − u∗‖2A = ‖ei + ωri‖2A
= (ei + ωri, ei + ωri)A = (Aei +Aωri, ei + ωri) =

= (Aei, ei) + 2 · (Aei, ωri) + (Aωri, ωri) =

= (Aei, ei) + 2ω · (Aei, ri) + ω2 · (Ari, ri)

Pokud koe�cient ωi minimalizuje ϕ (ω), platí

ϕ′ (ωi) = 2 · (Aei, ri) + 2ωi · (Ari, ri) = 0.

S vyuºitím Aei = A · (ui − u∗) = Aui − b = −ri dostaneme

ωi = − (Aei, ri)

(Ari, ri)
=

(ri, ri)

(Ari, ri)
.

Poznámka 2.2. Koe�cient ωi lze získat také minimalizací tzv. energetického funk-
cionálu J (u) = 1

2 (Au, u)− (b, u), [Vondrák, Pospí²il 2011].

‖u− u∗‖2A = (A (u− u∗) , u− u∗) =

= (Au, u)− (Au∗, u)− (Au, u∗) + (Au∗, u∗) =

= (Au, u)− 2 (b, u)︸ ︷︷ ︸
2·J (u)

+ (Au∗, u∗)︸ ︷︷ ︸
konstanta

4
Poznámka 2.3. Vyuºíváme ekvivalenci mezi °e²ením soustavy a minimalizací funk-
cionálu. �e²ení soustavy lineárních rovnic Au = b, kde A je SPD, je ekvivalentní
s °e²ením úlohy

u = argmin ‖u− u∗‖A = argminJ (u) .

4

Algoritmus 2 (Metoda nejv¥t²ího spádu se dv¥ma násobeními maticí A v iteraci)
u0 ←−
for i = 0, 1, . . .

ri = b−A · ui
ωi = (ri,ri)

(Ari,ri)
ui+1 = ui + ωi · ri

end

Algoritmus 3 (Metoda nejv¥t²ího spádu, jedno násobení maticí A díky rekurent-
nímu vztahu pro reziduum)
u0 ←−
r0 = b−A · u0
for i = 0, 1, . . .

vi = A · ri
ωi = (ri,ri)

(vi,ri)
ui+1 = ui + ωi · ri
ri+1 = ri − ωi · vi

end

V¥ta 2.2. (Konvergence metody nejv¥t²ího spádu) Pro chybu

ei+1 = ui+1 − u? = ui + ωiri − u?

iterace metody nejv¥t²ího spádu platí

‖ei+1‖A = ‖ui + ωiri − u?‖A ≤ ‖ui + ωoptri − u?‖A ≤ q ‖ei‖A ,

kde

ωopt =
2

λmin + λmax
, q = max

k
|1− ωoptλk| =

κ− 1

κ+ 1
, κ = cond(A).

D·kaz. Vyuºíváme optimalitu iterace metody nejv¥t²ího spádu v A-norm¥ a srov-
nání s Richardsonovou metodou pro ωopt, viz (3), (4) a V¥ta 2.1.


