2.3 Cebysevova metoda

Uvazujme Richardsonovu metodu s proménnym parametrem danou iterac¢nim
predpisem
Uij4+1 = Uj + w; (b — Aul) .
Pro chybu pak dostaneme
61'+1 = (I — wZA) e; = (I — WZA) cee (I — woA) ep — PZ+1(A) €0,

kde P;;1(X) je itera¢ni polynom. Obdobné jako v dikazu Véty (2.1) dokdZzeme, Ze

leirill, < max |Pipy (M)l - [leoll,,, (5)
(m =0,1,2). Pro ziskdmi efektivni metody potiebujeme najit polynom P, tak,
7e P;11(0) =1 a hodnoty P;;1(A\x) budou v absolutni hodnoté malé. Pokud P;44
je takovy polynom, potom w; jsou prevracené hodnoty kofena tohoto polynomu.

Ptedpokladejme, ze zname odhad U(A) (Mg, A\n)- Jako polynom P; ;1 miizeme
zvolit normovany CebySeviv polynom Pl 1, pro ktery bude platit

max |PS =min max |P;i1(\
A€ >‘ z+1 )| P¢+1)\E<)\d,/\h>| l+1( )|a

na pravé strané nerovnosti je minimum vedeno pfes vSechny polynomy stupné i+ 1
normované podminkou P;41(0) = 1.

2.3.1 CebySeviiv polynom

e Cebyseviiv polynom na intervalu (—1,1):
=3[+ VD) o= vEET)
Ziejmé |x, (x)| < 1. Kofeny X, jsou dény rovnosti n - arccos &y, = (2k — 1) 3

prok=1,...,n. Tedy
<7r2k—1>
Tj, = COS
2 n

e Cebyseviiv polynom na intervalu (Ady An):

~ An+ A — 2A An+ A — 2A
Xn (A) = Xn | —————~—— ] =cos [ n-arccos ———- | .

Xn () = cos (n - arccos x)

Ad — An Ad — An
Ziejmé Xy, (0) = Xn (x0), kde g = % = i‘*‘% >1,¢c= )"L je odhadem
¢isla podminénosti. Kofeny ziskame linearni transformaa, tedy
5  AntAg — 23y - 7)\h+)\d7>\d_)\hi
k — )\d — )\h ) k — 9 2 k>

kde Zj, je kofen polynomu Y, ().

e Normovany polynom Y, spliujici y, (0) = 1:

pro k # 1.

2.3.2 Odhad chyby
Podobné jako v pfipadé Richardsonovy metody hleddme horni odhad pro |x, (A)],

X (V]
Xn (0)]

Pro citatel zfejmé plati |x,, (A)| < 1, pro jmenovatel plati

Xn (V)] =

n

n 2
- 1 1 [{c+1 c+1
n(0) = xn > = VJzz -1 = - —1
X () X (fL'O) - 2(:1;0"‘ "I:O ) 2 C—1+ (C—l)

- () (W) (Y

proto x, (0) je definovano a nenulové pro k # 1. Dostavame tedy odhad

wonsz (V) ©)

Nebudeme se zabyvat podrobnostmi implementace metody, viz [Axelsson 1994
Templates|. Poznamenejme jen, Ze

e odhad @ ukazuje mozné vyznamné zrychleni oproti Richardsonové metodé,
pro niz jsme odvodili odhad

PR (A ‘_(c—l)’
c+1

e odhad @ vyuzijeme dale i pro odhad konvergence metody sdruzenych gradi-

ent,
i
k(A —1
lJug — w4 <2- <U> luo — w4 -

VE(A)+1




2.4 Metoda nejvétsiho spadu

Itera¢ni piedpis metody nejvétsiho spadu méa opét tvar Richardsonovy metody
s proménnym parametrem,

Ui+1 = U; —+ Ww;T;.
Koeficient w; v8ak nyni ur¢ime tak, aby energetickd norma chyby e;11 = e;41(w) =
Uip1 — u* = u; + w;r; — v byla minimalni, minimalizujeme tedy normu ||€j41]| 4,
respektive jeji druhou mocninu:

) = el = lurr — w1 = llui +wrs —u*|% = llei +wri}
= (e +wrie; +wry), = (Ae; + Awry, e; + wry) =

(Ae;, e;) + 2 (Aej,wr;) + (Awry, wr;) =

= (Aej,e;) + 2w (Aes,r) +w? - (Ary, ;)

Pokud koeficient w; minimalizuje ¢ (w), plati
(p/ (wl) =2 (Aei,ri) + 2w; - (A’I“i,’l“i) =0.
S vyuZitim Ae; = A - (u; — u*) = Au; — b = —r; dostaneme

(Aeiﬂ’i) (7%7%‘)

Y (Ary, 1) - (Arg, )’

Poznamka 2.2. Koeficient w; lze ziskat také minimalizaci tzv. energetického funk-
ciondlu J (u) = § (Au,u) — (b, u), [Vondrak, Pospfsil 2011].

(Aw—u"),u—u’) =

(Au,u) — (Au*,u) — (Au,u*) + (Au™,u*) =

= (Au,u) —2(b,u) + (Au*,u")
—_—

2:J(u) konstanta

2
lu = u*

A

Pozndamka 2.3. Vyuzivame ekvivalenci mezi feSenim soustavy a minimalizaci funk-
cionélu. Regenf soustavy linearnich rovnic Au = b, kde A je SPD, je ekvivalentni
s feSenim tulohy

u = argmin |lu — u*|| , = argmin J (u).

A

Algoritmus 2 (Metoda nejvétsiho spadu se dvéma nésobenimi matici A v iteraci)

Ug <—

Uil = Ui + Wi - T
end

Algoritmus 3 (Metoda nejvétsiho spadu, jedno nasobeni matici A diky rekurent-
nimu vztahu pro reziduum)

Ug <—

’I‘Ozb—A'UO

for 1 =0,1,...
’Ui:A'Ti
wi_(m,m)

T (i)
Uiyl = Ui + Wi+ Ty
Tig1 = T4 — Wi~ 04
end

Véta 2.2. (Konvergence metody nejvétsiho spadu) Pro chybu
*

*
Cifl = Uiyl — U = U + Wil — U

iterace metody nejvétsiho spadu plati

H6i+1HA = [lu; + wirs U*HA < WoptTi U*HA <q ||ei||A7
kde
W, = = Imax — W = — KZ—COH(lA.
opt ) o \ ax, q P opt \k K 13

Diikaz. VyuZivame optimalitu iterace metody nejvétsiho spadu v A-normé a srov-
néni s Richardsonovou metodou pro wey, viz (3), @) a Veta2.1] O



