
PØECHODEM HORY K ØE©ENÍ OKRAJOVÉ ÚLOHY12Jiøí BouhalaKatedra aplikované matematiky, FEI, V©B - TU Ostravajiri.bouhala�vsb.zSpousta problémù, speiálnì øe¹ení øady difereniálníh rovni, vede k úkolunajít staionární bod nìjakého funkionálu. Budeme se zabývat otázkou existenetakového bodu a uká¾eme si tøi z mnoha metod zalo¾enýh na splnìní t. zv. Palais{ Smaleovy podmínky.Domluvme se takto: podnikneme tøi výlety do rùznýh øí¹í. Pøi prvním nasbí-ráme nápady, pøi druhém je pøebereme a zformulujeme pøíslu¹né vìty a pøi tøetímdoká¾eme pomoí tìhto vìt existeni alespoò jednoho slabého øe¹ení jistýh dife-reniálníh rovni.První výlet, a to do 2. semestru matematiké analýzy.Mìjme zobrazení J : R2 ! Ra hledejme podmínky, které zaruèí existeni staionárního bodu J .Pøedstavme si pro inspirai takovouto situai:
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1 J 2 C1(R2 ;R);r > 0; e 2 R2 ; kek > r; (1)infkuk=r J(u) > J(0) � J(e):
Nabízí se takováto my¹lenka: uva¾ujme v¹ehny køivky le¾íí na grafu funkeJ a jdouí z bodu (0; J(0)) do bodu (e; J(e)); na ka¾dé z tìhto køivek vezmìmenejvy¹¹í bod. Zdá se, ¾e nejni¾¹í z takto vybranýh bodù odpovídá staionárnímubodu funke J .1Tento text vznikl pøepraováním stejnojmenné pøedná¹ky pronesené autorem na semináøiModerní matematiké metody v in¾enýrství v Dolní Lomné v roe 1998.2Pøíspìvek vznikl za podpory grantù GAÈR 201/00/0376 a M©MT J17/98: 272400019.1



2 Øeknìme to pøesnìji: obrázek svádí k domnìne, ¾e def.= inf2� maxt2h0;1iJ((t)); (2)kde � def.= f 2 C(h0; 1i;R2) : (0) = 0; (1) = egje kritikou hodnotou J , t. zn., ¾e existuje u 2 R2 takové, ¾eJ(u) = ; J 0(u) = 0:Nemusí to být pravda!Hezký protipøíklad nalezli Brézis s Nirenbergem (viz [5℄):J(x; y) def.= x2 + (1� x)3 � y2:Volme r = 12 ; e = (2; 2):Pak zøejmì J(0) = 0 = J(e);infk(x;y)k=r J(x; y) = mink(x;y)k=r J(x; y) > 0:Na druhou stranu snadno spoèteme, ¾e�J�x (x; y) = 2x� 3(1� x)2 � y2;�J�y (x; y) = 2(1� x)3 � y;a proto bod 0 je jediným staionárním bodem J , pøièem¾ J(0) < ;  není kritikouhodnotou J .Pøíèinou potí¾í je tato skuteènost: volíme-li køivky n 2 � a body un 2 R2 tak, abymaxt2h0;1iJ(n(t)) = J(un)! ;je kunk ! 1. (Nápovìda k podrobnìj¹ímu rozmy¹lení: znázornìte si v R2 vrstevniif(x; y) 2 R2 : J(x; y) = 1g a uka¾te, ¾e  = 1.)Dá se ukázat (viz [2℄, Theorem 1.15, str. 12), ¾e za situae (1) existuje posloupnost(un) v R2 taková, ¾e (J(un))!  a ¾e J 0(un)! 0:Pokud byhom vìdìli, ¾e z takovéto posloupnosti lze vybrat posloupnost konver-gentní, bylo by zøejmì  kritikou hodnotou J .�un ! u; J(un)! ; J 0(un)! 0 J2C1(R2;R)=) J(u) = ; J 0(u) = 0:�Toho lze doílit napøíklad pøidáním pøedpokladu:(un) je posloupnost v R2 ;(J(un)) je omezená posloupnost v R;J 0(un)! 0; 9>=>; =) (un) je omezená posloupnost. (P )



3Pøed zobenìním vý¹e uvedenýh úvah si prohlídnìme je¹tì jednu situai:
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16 J 2 C1(R2 ;R);% > 0; (3)infu2f(0;y): y2RgJ(u) > maxu2f(�%;0);(%;0)gJ(u):Opìt: obrázek zrádnì napovídá, ¾e = inf2� maxt2h�%;%i J((t)); (4)kde � = f 2 C(h�%; %i;R2) : (�%) = (�%; 0); (%) = (%; 0)g;je kritikou hodnotou funkionálu J . Opìt doka¾me pomoí protipøíkladu, ¾e tomutak nemusí být:
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2J(x; y) def.= (2e�x2 � 1) � arotg y:
Volme % = 1: Pak zøejmì platí:infy2RJ(0; y) = 0 > maxfJ(�%; 0); J(%; 0)g= �2� ee � � �2 :Na druhou stranu, proto¾e�J�x (x; y) = �4xe�x2 � arotg y;�J�y (x; y) = �(2e�x2 � 1) � 11 + y2 ;neexistuje ¾ádný staionární bod J .Pøíèinou nezdaru je toté¾, o u prvního pøíkladu, a opìt situai zahrání, budeme-likromì (3) pøedpokládat i (P ).



4Druhý výlet, tentokrát do øí¹e funkionální analýzy.Pokusíme se zobenit vý¹e uvedená tvrzení pro funkionályJ 2 C1(X;R);kde X je (reálný) Banahùv prostor. Pøedpoklad (P ) je v¹ak nutno nahradit þtvrd-¹ímÿ omezením { t. zv. Palais { Smaleovou podmínkou (dùvodem je skuteènost,¾e v nekoneènì dimenzionálním prostoru nejsou omezené mno¾iny relativnì kom-paktní):(un) je posloupnost v X;(J(un)) je omezená posloupnost v R;J 0(un)! 0 v X�; 9>=>; =) z posl. (un) lze vybratposloupnost konvergentí. (PS)Získáme tak slíbené vìty:Vìta 1 (þMountain Pass Theoremÿ; Ambrosetti, Rabinowitz, 1973).Neh» � X je Banahùv prostor,� J 2 C1(X;R),� r > 0; e 2 X; kek > r,� infkuk=r J(u) > J(0) � J(e),� J splòuje (PS) podmínku.Potom def.= inf2� maxt2h0;1iJ((t)); kde � def.= f 2 C(h0; 1i; X) : (0) = 0; (1) = eg;je kritikou hodnotou funkionálu J .Vìta 2 (þSaddle Point Theoremÿ; Rabinowitz, 1978).Neh» � X = Y � Z je Banahùv prostor,� dim Y <1,� % > 0,� M = fu 2 Y : kuk � %g,� N = fu 2 Y : kuk = %g,� J 2 C1(X;R),� infu2Z J(u) > maxu2N J(u),� J splòuje (PS) podmínku.Potom  def.= inf2�maxu2M J((u)); kde � def.= f 2 C(M;X) : jN = idg;



5je kritikou hodnotou funkionálu J .Uveïme si je¹tì jedno tvrzení o funkionáleh splòujííh (PS) podmínku, po-moí nìho¾ pak doká¾eme existeni slabého øe¹ení Poissonovy rovnie.Vìta 3 (þEkelandùv variaèní prinipÿ; Ekeland, 1974).Neh» X je Banahùv prostor a neh» funkionál J 2 C1(X;R) je na X omezenýzdola a splòuje (PS) podmínku. Pak existuje minu2X J(u).Tøetí a poslední výlet, výlet mezi difereniální rovnie.Uká¾eme si na tøeh pøíkladeh, jak lze vý¹e uvedenýh úvah a vìt vyu¾ít pøi dùkazuexistene øe¹ení difereniálníh rovni.Vìta 4. Neh» 
 � RN (N � 1) je omezená oblast s lipshitzovskou hranií a neh»f 2 L2(
). Potom úloha (��u = f na 
;u = 0 na �
 (5)má ve W 1;20 (
) alespoò jedno slabé øe¹ení.Dùkaz Vìty 4.Je známo, ¾e slabá øe¹ení úlohy (5) odpovídají staionárním bodùm funkionáluJ(u) def.= 12 � Z
 jruj2 dx� Z
 f � u dx : W 1;20 (
) �! R (6)s derivaí hJ 0(u); 'i = Z
ru � r' dx� Z
 f � ' dx: (7)Znaème kuk =sZ
 jruj2 dxnormu na prostoru W 1;20 (
) a pøipomeòme si, ¾eW 1;20 (
) �� L2(
); (8)z èeho¾ plyne existene  > 0 takového, ¾e pro ka¾dé u 2W 1;20 (
) platí:kukL2(
) def.= sZ
 u2 dx �  � kuk: (9)Odtud a z (6) pomoí H::olderovy nerovnosti získáme informai:J(u) � 12 �kuk2�kfkL2(
)�kukL2(
) � 12 �kuk2�kfkL2(
) ��kuk ! 1 pro kuk ! 1;(10)



6z ní¾ vyplývá, ¾e funkionál J je na W 1;20 (
) omezený zdola. K dokonèení dùkazu,¾e J nabývá naW 1;20 (
) svého minima (v nìm¾ je pak nutnì staionární bod), staèíukázat (viz Vìtu 3), ¾e J splòuje (PS) podmínku.Pøedpokládejme, ¾e pro posloupnost (un) platí:(J(un)) je omezená posloupnost a J 0(un)! 0: (11)Odtud a z (10) snadno plyne, ¾e posloupnost (un) je omezená. Proto¾e W 1;20 (
)je reexivní Banahùv prostor, existuje u 2 W 1;20 (
) a posloupnost vybraná z po-sloupnosti (un) (znaème ji stejnì) taková, ¾eun * u:Naví, proto¾e J 0(un)! 0;platí:hJ 0(un); un � ui = Z
run � r(un � u) dx� Z
 f � (un � u) dx! 0: (12)V¹imnìme si, ¾e:� j R
 f � (un � u) dxj � kfkL2(
) � kun � ukL2(
) ! 0,proto¾e díky un * u a kompaktnímu vnoøení (8) platí, ¾e un ! u v L2(
);� zobrazení ' 7! R
ru � r' dx 2 �W 1;20 (
)��(j R
ru � r' dxj � kuk � k'k), a proto R
ru � r(un � u) dx! 0.Z tìhto pozorování a ze vztahu (12) snadno zjistíme, ¾e0 Z
run � r(un � u) dx� Z
ru � r(un � u) dx � (kunk � kuk)2 � 0; (13)a proto kunk ! kuk. Proto¾e naví un * u a W 1;20 (
) je uniformnì konvexníBanahùv prostor, je un ! u. To jsme si pøáli dokázat.Vìta 5.Dirihletova úloha (�u00 = u3 v (0; �);u(0) = u(�) = 0 (14)má ve W 1;20 (0; �) alespoò jedno netriviální slabé øe¹ení.Dùkaz Vìty 5.Slabá øe¹ení úlohy (14) odpovídají kritikým bodùm funkionáluJ(u) def.= 12 � Z �0 (u0(x))2 dx� 14 � Z �0 (u(x))4 dx:



7Je známo (opatrný ètenáø si dùkaz mù¾e vyhledat v [2℄), ¾eJ 2 C1 �W 1;20 (0; �);R�a ¾e hJ 0(u); 'i = Z �0 u0(x) � '0(x) dx� Z �0 (u(x))3 � '(x) dx: (15)Pøipomeòme si, ¾e kuk def.= sZ �0 (u0(x))2 dxje normou na prostoru W 1;20 (0; �). Proto¾eW 1;20 (0; �) �� L4(0; �); (16)existuje  > 0 takové, ¾e pro ka¾dé u 2W 1;20 (0; �) platí:J(u) = 12 � kuk2 � 14 � kuk4L4(0;�) � 12 � kuk2 � 14 �  � kuk4; (17)a proto existuje r > 0 takové, ¾einfkuk=r J(u) > J(0) = 0: (18)Nyní vezmìme libovolné 0 6� u 2W 1;20 (0; �) a t 2 R:PotomJ(t � u) = 12 � t2 � Z �0 (u0(x))2 dx� 14 � t4 � Z �0 (u(x))4 dx! �1 pro t! +1;a proto existuje e = t � u 2W 1;20 (0; �) takové, ¾ekek > r; J(e) � 0 = J(0): (19)Dokázali jsme, ¾e funkionál J splòuje þgeometrikéÿ pøedpoklady Vìty 1. Zbývádokázat, ¾e funkionál J splòuje (PS) podmínku. Buï (un) Palais { Smaleova po-sloupnost ve W 1;20 (0; �), t. j., neh» platí: def.= supfjJ(un)j : n 2 Ng 2 R a J 0(un)! 0: (20)Odtud snadno plyne, ¾e pro v¹ehna dost velká n 2 N platí:+ kunk � J(un)� 14 � hJ 0(un); uni = 14 � kunk2;



8a proto posloupnost (un) je omezená. Dále postupujme analogiky (a proto ryhleji)jako v dùkazu Vìty 4. Proto¾e W 1;20 (0; �) je reexivní Banahùv prostor, existujeu 2W 1;20 (0; �) a posloupnost vybraná z posloupnosti (un) (znaème ji stejnì) taková,¾e un * u. Z pøedpokladu (20) pak vyplývá:hJ 0(un); un � ui = Z �0 u0n � (un � u)0 dx� Z �0 u3n � (un � u) dx! 0: (21)Odtud získáme:0 Z �0 u0n � (un � u)0 dx� Z �0 u0 � (un � u)0 dx � (kunk � kuk)2 � 0; (22)a proto kunk ! kuk. Dokazované tvrzení un ! u je pøímým dùsledkem uniformníkonvexity prostoru W 1;20 (0; �) a konvergení un * u a kunk ! kuk.Pro ilustrai u¾iteènosti Vìty 2 uva¾ujme problém(��pu = �1jujp�2u+ g(u)� h(x) v 
;u = 0 na �
; (23)kde 
 � RN je omezená oblast s lipshitzovskou hranií, N � 1, p > 1,g : R ! R je spojitá funke, h 2 Lp0(
) (p0 = pp�1 ), �p je p { Laplaian, t. j.,�pu = div(jrujp�2ru);a �1 je první vlastní èíslo ��p na 
 (uva¾ujeme problém s nulovou Dirihletovouhranièní podmínkou). Dá se ukázat, ¾e�1 = minfZ
 jrujp dx : u 2W 1;p0 (
); Z
 jujp dx = 1ga ¾e �1 je kladné, izolované a jednoduhé vlastní èíslo, k nìmu¾ existuje na 
 kladnávlastní funke '1 2W 1;p0 (
).Vìta 6. Neh» limjxj!1 g(x)jxjp�1 = 0 (24)a neh» platí buïF (�1)Z
 '1(x) dx < (p� 1) Z
 h(x)'1(x) dx < F (+1)Z
 '1(x) dx; (25)neboF (+1)Z
 '1(x) dx < (p� 1) Z
 h(x)'1(x) dx < F (�1)Z
 '1(x) dx; (26)kde F (x) def.= px Z x0 g(s) ds� g(x);F (�1) def.= lim supx!�1 F (x); F (+1) def.= lim infx!+1 F (x);F (+1) def.= lim supx!+1 F (x); F (�1) def.= lim infx!�1 F (x):Pak má úloha (23) alespoò jedno slabé øe¹ení u 2W 1;p0 (
).



9Poznámka k dùkazu Vìty 6.Dá se ukázat, ¾e slabá øe¹ení problému (23) odpovídají kritikým bodùm funkio-náluJ(u) def.= 1p Z
 jrujp dx� �1p Z
 jujp dx�Z
G(u) dx+Z
 hu dx : W 1;p0 (
) �! R;kde G(x) def.= Z x0 g(s) ds:Pøedpoklady (24) a (25 nebo 26) zaruèují, ¾e J splòuje Palais { Smaleovou pod-mínku. Naví lze dokázat, ¾e v pøípadì (25) má J geometrii sedlového bodu a ¾ev pøípadì (26) je funkionál J dokone zdola omezený. Tvrzení vìty proto snadnozískáme aplikaí Vìty 2 a Vìty 3.Ètenáøe, který tou¾í po podrobném dùkazu, (snad) uspokojí ètení [4℄.Literatura[1℄ P. H. Rabinowitz,Minimax methods in ritial point theory with appliations to di�erentialequations, Amer. Math. So., Providene, 1986.[2℄ M. Willem, Minimax theorems, Birkh::auser, Boston, 1996.[3℄ J. Bouhala, Zobenìné Landesman { Lazerovy podmínky, Sborník ze 7. semináøe Modernímatematiké metody v in¾enýrství (3�), Frýdlant n. O., 1999.[4℄ J. Bouhala a P. Drábek, Strong resonane for some quasilinear ellipti equations, J. Math.Anal. Appl. { pøijato k publikai, 2000.[5℄ H. Brézis a L. Nirenberg, Remarks on �nding ritial points, Comm. Pure Appl. Math. 64,1991.


