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5.1 Algebraické operace

DEFINICE 1
(Binarni) algebraickad operace o na neprazdné mnozine

A je zobrazeni
o: Ax A>3 (a,b)—aobe A

Operace o na mnoZziné A tedy kazdé usporadané dvojici
(a,b) € A x A prvki a,b € A prifazuje jednoznacné
ureny prvek a o b € A.

PRIKLAD 1 S&itdni + definované na mnoZziné redlnych &isel R,
které napriklad dvojici (2,3) € R x R pfifazuje prvek
24+3=5€eR
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5.1 Algebraické operace

PRIKLAD 2 S&itani redlnych (komplexnich) aritmetickych vektord
stejné dimenze nebo sCitani a nasobeni realnych (komplexnich)

ctvercovych matic stejného radu.

PRIKLAD 3 Sklddéni zobrazeni o definované na mnoziné vSech
zobrazeni Z(A) dané mnoziny A do sebe. Tato operace prifazuje
kazdé usporadané dvojici zobrazeni (f, g) € Z(A) x Z(A) sloZené
zobrazeni f o g € Z(A) definované pro kazdé = € A predpisem

(fog)(z) = f(g(x)).
Jestlize napfiklad f € Z(R) a g € Z(R) jsou definovany predpisem
f(z) =2%ag(x) = 2%+ 1, pak

(fog)(x) = f(g(x)) = (* +1)"
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5.2 Vektorovy prostor

DEFINICE 2

Redlnym (komplexnim) vektorovym prostorem rozumime mnozinu
V s algebraickou operaci + : V x V 5 (u,v) — u+ v € V, kterou

nazyvame scitdni vektorii a zobrazenim R(C)xV 3 (a,v) — av €

V), které nazyvame ndsobeni skaldrem, priCemz plati:

VP1
VP2
VP3
VP4
VP35
VPé6
VP7
VP38

Va,v,iweV:u+ (v+w)=(u+v)+w
dJocVWueV:u+o=0+u=u
VvueVi—ueV:u+(—u)=—-u+u=o
Vu,veV:u+v=v+u

Va € R(C)Vu,v eV :a(u+v)=au+ av
Vo, € RIC)Vu e V: (a+ f)u = au + fu
Va, 5 € R(C)Vu € V : a(fu) = (af)u
VvuecV:1lu=u
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5.2 Vektorovy prostor

PRIKLAD 4 Redlné aritmetické vektory daného fadu n se s¢itdnim
vektort a s ndsobenim skaldrem po slozkach tvofi redlny vektorovy
prostor. Jeho nulovy prvek jeo = [0,...,0], proa = |ay, ..., a,] je
inverznim prvkem —a = |—ay, ..., —a,|. Pron = 1 je mnoZina

skalaru 1 vektoru stejna.

PRIKLAD 5 MnozZina F vSech redlnych funkci s operaci +
definovanou pro kazdé realné x rovnosti

(f +9)(@) = f(z) + g(z)
a s nasobenim skaldrem, které pro kazdé a« € R a f € F definuje
funkci o f € F rovnosti (af)(x) = af(x), tvori redlny vektorovy
prostor. Nulovy prvek o tohoto prostoru je dan piedpisem o(xz) = 0,
prvek opacny k f je definovan pomoci (—f)(x) = — f(z).
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5.3 Vlastnosti vektorovych prostoru

VETA 1
Necht V je vektorovy prostor s nulovym prvkem o, u € V a necht

« je libovolny skalar. Pak plati nasledujici rovnosti:

I. Ou=o
2. a0 =0
3. (—l))u= —u
DUKAZ:
1. Ou' £ 0u+o = Ou-+ (Ou + (—(Ou))) L (0u+ 0u) + (—(0u)) =

22 (04 0)u+ (—(0u)) = 0u+ (—(0u)) = o.
2. PouZzijeme-li Il pro u = o, dostaneme 0o = o, takze

ao = a(00) "= (a0)o = 0o = o.

3. u+ (—Du = lu+ (—u = (1+ (- 1))u:ou@o.
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5.4 Vektorovy podprostor

DEFINICE 3
Neprazdna mnozina U4 C V je podprostorem vektorového prostoru
V), jestlize U je vektorovy prostor vzhledem ke sCitani vektoru a

nasobeni skalarem v prostoru V.

VETA 2
MnozZzina U C V je podprostorem vektorového prostoru ¥V pravé

tehdy, kdyz pro libovolné dva prvky u, v € U a pro libovolny skalar
« plati:
l.u+vel

2. auel
DUKAZ: ZRIplyne Ou € U i (—1)u € U, takze podle 1. a 3. véty 1 také nulovy

prvek o = Ou i opaény prvek —u = (—1)u patii do Y. Ostatni axiomy

vektorového prostoru jsou splnény ziejme také.
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5.4 Vektorovy podprostor

PRIKLAD 6 Necht p je pevné zvolend piimka v prostoru
prochazejici zvolenym pocatkem souradnic. Pak mnozina vsech
polohovych vektoru bodl na pfimce p tvori podprostor vektorového

prostoru vSech vazanych vektort v prostoru.

PRIKLAD 7 Pro dané k > 1 je mnoZina P, v§ech mnohoclent

stupné mensiho nez £ podprostorem vektorového prostoru
z prikladu 5.

PRIKLAD 8 Necht V je libovolny prostor. Pak O = {o} je
podprostorem V, nebof o + o = o a pro libovolny skalar « plati, Ze
a0 = 0. Vektorovy prostor O je nejmensi podprostor daného

vektorového prostoru a nazyva se nulovym podprostorem.
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5.4 Vektorovy podprostor

PRIKLAD 9 Nechf S = {vy,..., v} je kone¢nd mnozina vektort

vektorového prostoru V. MnozZina vSech vektort, které 1ze zapsat ve
tvaru u = a1vy + - - - + ag vy je podprostorem vektorového prostoru
V, ktery nazyvame linedrni obal mnoziny S. Linedrni obal dané

mnoziny vektorti S zna¢ime (S) = (vy,..., V).

PRIKLAD 10 U = {[uy, us, u3] € R? : uy — 2uy + uz = 0} tvori
podprostor vektorového prostoru R>. Vyfesime-li soustavu jedné
rovnice o trech neznamych u; — 2uy 4+ ug = 0 dostaneme reseni ve
tvaru u; = 2t — s, us = t,u3 = s s parametry t, s € R. Pak muZeme
podprostor {/ zapsat ve tvaru:
U={[2t—st,s|t,seR}={t[2,1,0] + s[—1,0,1],¢,s € R} =

= ([2,1,0],[—1,0,1]) .
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5.5 Soucet a prunik podprostoru

Pro libovolné dva podprostory U/, VV daného vektorového prostoru
VW muZeme vytvoftit prunik podprostoru U M) jako prinik mnoZin
U,V a soucet podprostori

U+V={u+v:uel,veV}
Prunik podprostorti neni nikdy prazdny, nebot’ do ného vzdy patii
nulovy prvek.

VETA 2
Necht U/, V jsou podprostory vektorového prostoru W. Pak U NV i

U + V jsou podprostory W.
DUKAZ: Necht u,v e NV, tedyueld,uecV,veldlav €V JelikozU aV
jsou podprostory téhoz prostoru, platiu+v € U/ au + v € V), tedy

u+ v €U NY,apro libovolny skalar o plati také au € U 1 au € V, takze
au € U NV. Diukaz, ze U + V je podprostorem )}V je obdobny.
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5.5 Soucet a prunik podprostoru

PRIKLAD 11 Jsou ddny podprostory vektorového prostoru R?:
U= {[ul,UQ,’LLQ,] c RS : u1 — 2u9 + usg = O} a
V = {[v1,v2,v3] € R® : v +v3 =0}

J€R? :uy —2ug +uz =0Aug +uz =0} =
= {|u1, uz, us) : —3t,up = —t,uzg =t,t € R} =
= {[-3t,—t,t],t € R} = ([-3,—1,1])
U+YV ={lur,u,us] :ug =2t — s,us =t,us = s,t,s € R}+

Z/{ﬂV:{ul,UQ,ug

Uy

+ {[v17027v3] : V1 = Pp,V2 = —q,V3 =¢q,P,q € R} —
— {[Qt_ S+p7t_Q7S+Q]7t787p7q S R} —
= ([2,1,0],[-1,0,1],[1,0,0],[0,—1,1])

Jestlize prunik podprostoru U/, V daného vektorového prostoru W je
nulovy podprostor O, pak se soucet U + V nazyva direkini (primy)

soucet podprostorit aznali seUd D V.
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5.6 Vektory v matematice a fyzice

m Vektorové prostory zobecnuji pojem vektoru
znamého napft. z fyziky, tj. veliCina majici velikost a
smer

m Nejedna se o veliCiny, které maji velikost a smér
(Co je velikost vektoru z prostoru vsech funkci
F7

m Dokonce 1 veliCiny, kter€ maji velikost a smér
nemusi splnovat axiomy vektorového prostoru

m V piipadé abstraktnich vektoru je nékdy mozné je
pro zjednoduseni nahradit "Sipkami"”, tj. veliCinami,
které maji velikost a smer.
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