
Cvičení z lineární algebry 46 Vít Vondrák 

Cvičení č. 9 
Bilineární formy. Matice bilineární formy. Kvadratické formy. Matice kvadratické formy. 

 

Bilineární formy 

 

Definice: 

Zobrazení RVVB : , kde V je reálný vektorový prostor se nazývá bilineární forma, 

jestliže 

),(),(:,.4

),(),(),(:,,.3

),(),(:,.2

),(),(),(:,,.1

vuBvuBVvuR

wuBvuBwvuBVwvu

vuBvuBVvuR

wvBwuBwvuBVwvu













 

Bilineární forma, pro kterou platí VvuuvBvuB  ,),,(),( , se nazývá symetrická a 

bilineární forma pro níž platí VvuuvBvuB  ,),,(),(  se nazývá antisymetrická. 

 

Příklad: 

Rozhodněte, zda-li zobrazení  RRRB  33:  definované předpisem 

33233222122111 52223),( yxyxyxyxyxyxyxyxB   

je bilineární forma. 

 

Řešení: 

1. ),(),(),(:,, 3 wvBwuBwvuBRwvu   

Zvolme ],,[],,,[],,,[ 321321321 wwwwvvvvuuuu  . Pak 

),(),(

52223522

235522222

233)(5)(2

)(2)(2)(3)()(),(

33233222122111332332

2212211133332323323222

22121221211111333233

322222122211111

wvBwuB

wvwvwvwvwvwvwvwuwuwu

wuwuwuwuwvwuwvwuwvwuwv

wuwvwuwvwuwvwuwvuwvu

wvuwvuwvuwvuwvuwvuB











 

2. ),(),(:, 3 vuBvuBRvuR   . 

),()5222

3(52223

)(5)(2)(2)(2)(3)()(),(

33233222

12211133233222122111

33233222122111

vuBvuvuvuvu

vuvuvuvuvuvuvuvuvuvu

vuvuvuvuvuvuvuvuB













 

3. ),(),(),(:,, 3 wuBvuBwvuBRwvu  . 

).,(),(

52223522

235522222

233)(5)(2

)(2)(2)(3)()(),(

33233222122111332332

2212211133332323323222

22121221211111333223

332222112221111

wvBwuB

wuwuwuwuwuwuwuvuvuvu

vuvuvuvuwuvuwuvuwuvuwu

vuwuvuwuvuwuvuwvuwvu

wvuwvuwvuwvuwvuwvuB











 

4. ),(),(:, 3 vuBvuBRvuR   . 
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).,()5222

3(52223

)(5)(2)(2)(2)(3)()(),(

33233222

12211133233222122111

33233222122111

vuBvuvuvuvu

vuvuvuvuvuvuvuvuvuvu

vuvuvuvuvuvuvuvuB













 

Z 1., 2.,3. a 4. tedy vyplývá, že zobrazení B je bilineární forma.  

 

Příklad: 

Rozhodněte, zda-li zobrazení  RPPB  33:  definované předpisem 

3,),1()0(),( PqpqpqpB   

je bilineární forma. 

 

Řešení: 

1. ),(),(),(:,, 3 rqBrpBrqpBPrqp  . 

  ),(),()1()0()1()0()1()0()0()1()0)((),( rqBrpBrqrprqprqprqpB   

2. ),(),(:, 3 qpBqpBPqpR   . 

),()1()0()1()0)((),( qpBqpqpqpB    

3. ),(),(),(:,, 3 rpBqpBrqpBPrqp  . 

  ),(),()1()0()1()0()1()1()0()1)()(0(),( rpBqpBrpqprqprqprqpB   

4. ),(),(:, 3 qpBqpBPqpR   . 

),()1()0()1()0()1)()(0(),( qpBqpqpqpqpB    

Zobrazení B je tedy bilineární forma.  

 

Poznámka: 

Každá bilineární forma B nad V se dá napsat jako součet ),(),(),( vuBvuBvuB AS  , kde 

 ),(),(),(
2
1 uvBvuBvuBS   je symetrická bilineární forma, která se nazývá symetrická část 

formy B a kde  ),(),(),(
2
1 uvBvuBvuBA   je antisymetrická bilineární forma, která se 

nazývá antisymetrická část formy B. 

 

Příklad: 

Rozhodněte, zda-li bilineární forma RRRB  33:  definovaná předpisem 

33233222122111 52223),( yxyxyxyxyxyxyxyxB   

je symetrická či antisymetrická, případně nalezněte její symetrickou a antisymetrickou část. 

 

Řešení: 

.52223

52223),(

33233222122111

33233222122111

yxyxyxyxyxyxyx

xyxyxyxyxyxyxyxyB




 

Odtud je patrné, že ),(),( xyByxB   ani 3,),,(),( RyxxyByxB  . Bilineární forma tedy 

není ani symetrická ani antisymetrická.  

Nyní určíme její symetrickou a antisymetrickou část. 

  



 

.5222

10444222

52223

52223),(),(),(

33233222122111

332332221221112
1

33233222122111

332332221221112
1

2
1

yxyxyxyxyxyxyx

yxyxyxyxyxyxyx

yxyxyxyxyxyxyx

yxyxyxyxyxyxyxxyByxByxBS
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  .2244

52223

52223),(),(),(

122112212
1

33233222122111

332332221221112
1

2
1

yxyxyxyx

yxyxyxyxyxyxyx

yxyxyxyxyxyxyxxyByxByxBA







 

 Snadno se dá ověřit, že opravdu platí ),(),(),( vuBvuBvuB AS  .   

 

Příklad: 

Rozhodněte, zda-li bilineární forma B definovaná na 3P  předpisem 

3,),1()1(),( PqpqpqpB   

je symetrická či antisymetrická, případně nalezněte její symetrickou a antisymetrickou část. 

 

Řešení: 

.,),,()1()1()1()1(),( 3PqpqpBqppqpqB   

Odtud je patrné, že bilineární forma B je symetrická a tudíž )1()1(),( qpqpBS   a 

0),( qpBA .   

 

Matice bilineární formy 

 

Definice: 

Nechť ),...,( 1 neeE  je báze vektorového prostoru V a B je bilineární forma nad tímto 

vektorovým prostorem. Maticí bilineární formy B nazýváme matici  ),(][ jiE eeBB  . 

 

Věta: 

Nechť B je bilineární forma na V a nechť EB][  je matice této formy vzhledem k bázi E. Pro 

libovolné vektory Vvu ,  platí EE

T

E vBuvuB ][][][),(  . 

 

Příklad: 

Je dána bilineární forma  B na 3P  předpisem 3,),1()0(),( PqpqpqpB  . Pomocí matice 

bilineární formy nalezněte obraz ),( qpB  kde  .1)(,1)( 2  xxxqxxp  

 

Řešení: 

Pro snadné nalezení souřadnic vektorů si pro tuto úlohu zvolíme bázi ),,( 321 pppP  , 

.)(,)(,1)( 2

321 xxpxxpxp   Určíme souřadnice  vektorů p, q: 





































1

1

1

][,

0

1

1

][ PP qp , 

neboť .111)(,011 321321 pppxqpppp   

Nyní sestavíme matici bilineární formy vzhledem k bázi P. 
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010)1()0(),(

010)1()0(),(

010)1()0(),(

010)1()0(),(

010)1()0(),(

010)1()0(),(

111)1()0(),(

111)1()0(),(

111)1()0(),(

22

3333

2

2323

2

1313

2

3232

2222

1212

2

3131

2121

1111



















ppppB

ppppB

ppppB

ppppB

ppppB

ppppB

ppppB

ppppB

ppppB

 



















000

000

111

][ PB . 

1

0

0

1

]0,1,1[

1

1

1

000

000

111

]0,1,1[][][][),( 



















































 PP

T

P vBpqpB .   

 

Kvadratické formy 

 

Definice: 

Nechť  B je bilineární forma na V. Kvadratickou formou příslušnou bilineární formě B 

rozumíme zobrazení RVQB :  definované předpisem .),,()( VxxxBxQB   

 

Příklad: 

Nalezněte kvadratickou formu příslušnou k bilineární formě RRRB  33:  definované 

předpisem 

33233222122111 52223),( yxyxyxyxyxyxyxyxB  . 

 

Řešení: 

.5422

52223),()(

2

332

2

221

2

1

33233222122111

xxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxxxxBxQB




 

Kvadratická forma příslušná k bilineární formě B má tedy tvar 

.5422)( 2

332

2

221

2

1 xxxxxxxxQB    

 

Věta: 

Nechť BQ je kvadratická forma na V příslušná nějaké bilineární formě B. Pak symetrická část 

této bilineární formy B má tvar  

 .)()()(),(
2
1 yQxQyxQyxB BBBS   

 

Příklad: 

Určete, zda-li zobrazení RRQ 2: , definované předpisem 2

221

2

1 344)( xxxxxQ   je 

kvadratická forma. 
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Řešení: 

Abychom mohli rozhodnout zda-li Q je kvadratická forma musíme nejdříve nalézt k ní 

příslušnou bilineární formu, tj. takovou bilineární formu B, že ),()( xxBxQ  . K tomu 

využijeme předchozí věty: 

 

 


  

.3224

6448344344

3634444484

344344)(3))((4)(4

)()()(),(

22122111

221221112
12

221

2

1

2

221

2

1

2

222

2

221122121

2

111

2

12
1

2

221

2

1

2

221

2

1

2

222211

2

112
1

2
1

yxyxyxyx

yxyxyxyxyyyyxxxx

yyxxyyyxyxxxyyxx

yyyyxxxxyxyxyxyx

yQxQyxQyxBS











Dle definice bilineární formy se dá snadno ukázat, že 

22122111 3224),( yxyxyxyxyxBS   je symetrická bilineární forma pro niž 

).(344),( 2

221

2

1 xQxxxxxxBS   

Zobrazení  Q je tudíž kvadratickou formou.   

 

Matice kvadratické formy 

 

Definice:  

Nechť E je báze vektorového prostoru V, nechť B je bilineární forma na V a Q nechť je k ní 

příslušná kvadratická forma. Pak maticí kvadratické formy Q vzhledem k bázi E nazýváme 

matici symetrické části formy B vzhledem k bázi E, t.j. ESE BQ ][][  . 

 

Věta: 

Nechť Q je kvadratická forma na V a nechť EQ][  je matice této formy vzhledem k bázi E. Pro 

libovolný vektor Vu  platí EE

T

E uQuuQ ][][][)(  . 

 

Příklad: 

Nalezněte matici kvadratické formy Q z předchozího příkladu vzhledem ke standardní bázi. 

Pomocí této matice určete ].2,1[),( xxQ  

 

Řešení: 

Pro nalezení matice kvadratické formy musíme znát symetrickou část bilineární formy k níž 

kvadratická forma Q přísluší. Tuto část jsme však již nalezli v předchozím příkladě a má tvar 

22122111 3224),( yxyxyxyxyxBS  . 

Dále připomeneme, že standardní bázi ),( 21

II ssS  tvoří sloupcové vektory jednotkové matice. 

Matice symetrické části bilineární formy příslušné ke Q má tedy složky: 

3113012102004),(

),(2103002112014),(

4003102012114),(

22

1221

11







II

S

II

S

II

S

II

S

ssB

ssBssB

ssB

 

Matice kvadratické formy má tedy tvar 















32

24
][][ SSS BQ . 

Pro určení obrazu kvadratické formy potřebujeme znát souřadnice vzoru vzhledem ke 

standardní bázi. To je ovšem triviální neboť xx S ][ . 
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.8
4

0
]2,1[

2

1

32

24
]2,1[][][][)( 





























 SS

T

S uQxxQ   

Vskutku .82321414344)( 222

221

2

1  xxxxxQ   

 

Příklad: 

Nalezněte matici kvadratické formy Q z předchozího příkladu vzhledem k bázi 

].1,1[],1,1[),,( 2121  eeeeE  

 

Řešení: 

Jak již bylo uvedeno v předchozím příkladě, musíme sestavit matici symetrické bilineární 

formy 

22122111 3224),( yxyxyxyxyxBS  . 

11)1()1(31)1(2)1(12114),(

),(1)1(13112)1(12114),(

3113112112114),(

22

1221

11







eeB

eeBeeB

eeB

S

SS

S

 

Matice kvadratické formy vzhledem k bázi E má tedy tvar 











111

13
][][ ESE BQ .  


