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8.1 Induktivni definice determinantu

Budeme resit soustavu

a11r1 + Q1279 b1
911 + Qo9xy = by

Upravami, které nepouzivaji déleni, dostaneme

aiy ai | by — a11 12 b1

| d21 22 by | Q2211 — Q212 | Q11022 — (12021 0 | byaga — aizbs
a2 | by s a11 12 b1

| d21 d22 by | Qa2 —d217y | 0 anagg — 12621 | annbe — brag

odkud pro ai1a99 — aioas; # 0 dostaneme

brasy — 1202 o ai1bs — byag;
2 —_—

r1 —

: :
11022 — Q1204921 11022 — A12021
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8.1 Induktivni definice determinantu

Nyni s1 vSimnéme, Ze Citatele 1 yjmenovatele 1ze vyjadrit pomoci

jedné funkce matice:
a b
det [ o d ] =

ResSeni soustavy lze zapsat za pomoci tohoto oznaceni ve tvaru

a b
c d

‘:ad—bc.

bl a12 aii bl
bz a2 a1 bz
r1 — Lo —
d ’ d
kde d — | a1 a2
— A7110922 — A120921 =
ao1 QA22

Tyto vzorce se daji zobecnit na feSeni soustav n rovnic 0 n

neznamych.
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8.1 Induktivni definice determinantu

DEFINICE 1
Pro kazdou CEtvercovou matici A = |a;;], nechf M;-A]‘-

znaCi matici, kterd vznikne vySkrtnutim jejiho ¢-t€ho
fadku a j-t€ho sloupce. Matice M,‘f; s€ nazyva minor ma-
tice A prislusny k dvojici indexti (¢, 7).

PRIKLAD 1

1 2 3 - 7
. |46
A = 4 5 6 ) M12:
79
7 8 9 - -
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8.1 Induktivni definice determinantu

DEFINICE 2
Necht A = [a;;] je ¢tvercovd matice fadu n s redlnymi nebo kom-
plexnimi prvky. Determinant matice A je Cislo, které znaCime det A

nebo |A| a vypocteme jej podle nasledujicich pravidel:
D1 Je-lin = 1, pak det A = det [all] = a1q.-

D2 Predpokladejme, ze n > 1 a ze umime urCit determinant libo-

volné Ctvercové matice radu n — 1. Pak
A A A
+1 A
4 (=1)""ay, |M1n

Determinant matice je tedy funkce prvkit matice, kterd je definovana explicitné
pron = 1 apron > 1 je definovana pomoci pravidla, které definuje determinant

matice fadu n pomoci determinantt fadu n — 1.
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8.1 Induktivni definice determinantu

PRIKLAD 2
1 2 3
1 —1 2
—1 2 1

:1|

2

2
1

N

1
1

2
1

N

1
—1

—1
2

= 1(=11[ =212)) =2 (11| = 2| = 1) +3 (12| = (=1)| = 1]) =
=1-(-5)—2-3+3-1=-8.
PRIKLAD 3

lll
l21

lnl

0

l22

ln2

Znn

— lll

ZQQ 0
32

Odtud speciilné plyne detI = 1.

Ly
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8.1 Induktivni definice determinantu

Definujme algebraicky doplnék matice A prislusny k dvojici indext
(z,7) predpisem

Vzorec D2 lze pak piepsat ve tvaru

det A = a;1 Ay + -+ + a1, Agy.

Determinant matice n-tého fadu pocitany podle pravidla D2 vyzaduje vycisleni
souctu n soucinu ¢isel a determinant(i matic fidu n — 1. PouZijeme-li pravidlo D2
na determinanty fadu n — 1, dostaneme, zZe vycisleni determinantu matice n-tého
radu vyzaduje vycisleni souctu n(n — 1) soucind dvou Cisel a determinantt fadu
n — 2. Opakovanim tohoto postupu zjistime, zZe vycCisleni determinantu matice
n-tého fadu vyzaduje n! s¢itancd tvorenych souciny n Cisel, tj. celkem (n — 1)n!
soudind.

Existuji efektivnéjsi postupy vypoctu determinantii.
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8.2 Determinant a ,,antisymetrické formy “

LEMMA 1 Necht A = [a;;] a B = [b;;] jsou ¢tvercové matice,
které se lisi nanejvys v prvnim radku, a « je libovolny skalar. Pak

A A B
ar r I
b = adet A, ! : I | =det A + det B.
DUKAZ:
aal1 c. Ad1n
OzI‘A a1 ce aon
>|<1 — ; . ; = aa11A11+ - +aap A, = adet A
an1 c . Ann
a1 +b11 ... aip+bin
rid +rP a21 o a2n _
*
an1 “ e Ann

= (a11 + b11)A11 + -+ (a1 + b1n) A1, =
= (a11A11 + -+ a1nAin) + (b11A11 + - + b1nAyy,) = det A 4 det B.
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8.2 Determinant a ,,antisymetrické formy “

LEMMA 2 Necht A=[a,;;] je ¢tvercova matice fadu n > 2. Pak

rit I
det A = rQA = — r‘f‘
% %
DUKAZ: Pro n = 2 plati
A
| _ | din @12 | _
r2A 21 dA22
A
_ _ _ Iy
— Q11022 — A12G21 = _(a21a12 — &22a11) — — I.A
1

VVVVVV

minord v D2 a vhodnou tpravou. Uplny diikaz je viak
komplikovany.
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8.2 Determinant a ,,antisymetrické formy “

VETA 1

Necht A = [a;;] je ¢tvercovd matice fadu n > 2 a necht B = [b;,]
je matice, ktera vznikla z matice A vzajemnou vymeénou :-t€ho a
j-tého radku. Pak

* *
rd | g I'ff‘ ?

det A =| * — —| % = —det B.
r* | J r | J
* *

DUKAZ: Diikaz se provadi pomoci matematické indukce s vyuZitim

Lemma 2. Viz literatura.
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8.2 Determinant a ,,antisymetrické formy “

VETA 2
Necht A a B jsou &tvercové matice, které maji stejné fadky
s vyjimkou k-tého. Pak pro libovolné o plati

* *
k| arp | =adetA, k| rp+rP | =det A+ detB.
* *

DUKAZ: Diikaz se provadi pomoci matematické indukce s vyuZitim

Lemma 1 a Véty 1. Viz literatura.
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8.2 Determinant a ,,antisymetrické formy “

DUSLEDEK:

Necht’ A je libovolna Ctvercova matice:
1. Ma-li A dva stejné radky, pak det A = 0.
2. Ma-li A nulovy fadek, pak det A = 0.

3. Je-1li B Ctvercova matice, ktera ma stejné radky jako A

s vyjimkou k-tého, a
ry =t tarf, k#L

pak det A = det B.
4. Jsou-li fadky A linearné zavislé, pak det A = 0.
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8.3 Vypocet hodnoty determinantu

Elementarni radkové upravy ovliviiuji velmi jednoduSe hodnotu

determinantu.
1. Vzijemna vyména dvou fadkl zméni znaménko determinantu

2. Vynasobeni radku skalarem vynasobi timto skalarem

determinant

3. PriCteni nasobku nékterého radku k jinému hodnotu

determinantu nezmeéni

Elementarni fadkové Upravy matice proto mizeme vyuZzit k prevodu
matice na specialni tvar vhodny pro vypocet determinantu. Pro nas
je to prozatim dolni trojuhelnikova matice, jejiz determinant je podle

pfikladu 3 roven soucinu diagonalnich prvkau.
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8.3 Vypocet hodnoty determinantu

P

KLAD 4

—_ O =

| —_— O

S

Lo GO0 O

O ==

|
Wk P hhoWw

—_ O =

OO

— OO

_—

—_ O O

O ==

—_ O O
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8.4 Determinant souc¢inu matic

VETA 3

Nechf A a B jsou ¢tvercové matice fadu n. Pak

det(AB) = det A - det B.
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8.5 Rozvoj determinantu podle libovolného

radku

VETA 4

index k plati

det A = ap1 A1 + -+ - + apnAgn.

Jestlize A = |a;;| je ¢tvercova matice fadu n > 1, pak pro libovolny

DUSLEDEK:
Necht' A = |a;;] je ¢tvercovad matice fadu n > 1.

1. Jsou-li k,[ dva rizné indexy fadkl matice A, pak

ar1Ap + -+ apn Ay, = 0.

2. Je-1i A trojihelnikova matice, pak det A = aq1 - - - Gy,
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8.6 Adjungovana a inverzni matice

DEFINICE 3

Necht A je libovolnd ¢tvercova matice fadu n > 1. Pak

adjungovand matice A k matici A je Ctvercova matice
steyného radu definovana predpisem

[T An AT
A = : : .
_Aln A’n/n,_
PRIKLAD 6 Pro matici
3 2 1] -2 3 4
A=|20 2 je = | 8 -6 —4|.
_3 1 —1 2 3 —4_
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8.6 Adjungovana a inverzni matice

PRIKLAD 6 Pokracovdni

Opravdu

An=| " _f|=—2, A12=—|§
Ay = §$|=2, A21=—|§
Ao =| _i|:—3— — 6, As
ST
A= o|=—4
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10.6 Adjungovana a inverzni matice

VETA 5

Nechf A je &tvercova reguldrni matice fadun > 1. Pak det A 4 0 a

A~ 1

1
 det A

—~

A.
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8.6 Adjungovana a inverzni matice

PRIKLAD 7 Pro matici A definovanou v Piikladu 6 dostaneme

3 2 1
2 0 2
31 -1
DUSLEDEK:

Matice A je regularni, pravé kdyz det A # 0.

DUKAZ:

—2
8
2

3
—6
3

4
—4
—4

Ol WIN Oy

o Ll SR L R

Wl W= Wl

Je-11 A singuladrni, pak ma zavislé fadky, takze podle dusledku 4 vét

1 a2 plati det A = 0. Obracené tvrzeni plyne z véty 3.
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8.7 Determinant transponované matice

VETA 6
Necht A je étvercova matice. Pak det A" = det A.
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8.8 Determinant jako funkce sloupcu

Z véty 6 vyplyva, ze determinant povazovany za funkci sloupcii ma
stejné vlastnosti jako determinant povaZovany za funkci radka.
Napriklad determinant je antisymetrickad bilinedrni forma libovolné
dvojice sloupcu matice.

VETA 7

Nechf A je ¢tvercova matice Fddun > 1. Pakproi =1, ..., n plati

det A — CLMAM —+ - 4+ anzAnz
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8.9 Cramerovy vzorce

PouZijeme-li vzorec pro inverzni matici k feSeni soustavy Ax = b
s regularni Ctvercovou matici A fddu n > 1, dostaneme pro slozky z;

reSeni X vzorce

1
J— —1 —
i [A b} © det A

Minory prislusné k prvkiim i-t€ho sloupce neobsahuji prvky i-t€ho

(Aiby + -+ Aniby).

sloupce, a proto muZzeme vyraz v kulaté zavorce povazovat za rozvoj
determinantu podle 2-tého sloupce matice
( (

AP=[% b x]=|st ... s, b s, ... st],
ktera vznikne z A zadménou 2-t€ho sloupce za b. Vyrazy
 det AP
~ detA’
se nazyvaji Cramerovy vzorce.

X z':l,...,n
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8.9 Cramerovy vzorce

PRIKLAD 8 Pomoci Cramerovych vzorct najdéte feSeni soustavy

35131 + 25132 + r3 = 0
211 + 223 = 0
3371 — i) — r3 = 0

RESEN{: Postupné vypocteme determinant matice soustavy

3 2 1
Al =1 2 0 2 | =20
3 —1 -1
a Citatele Cramerovych vzorcu
6 2 1 3 6 1
AP =10 0 2 |=12]A5|=]|2 0 2 |=48 A=
0 —1 -1 3 0 —
Odtud
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