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7.1 Definice a priklady




7.1 Definice a priklady

DEFINICE 1
Necht U,V jsou vektorové prostory. Zobrazeni A : U — V se
nazyva linedrni zobrazeni (operdtor), jestlize pro kazdé dva vektory

u,v € U a skalar « plati:
1. Alu+v) = A(u) + A(v)
2. Alau) = aA(u)

Linearni zobrazeni Y — U se Casto nazyva linedrni transformace. Mnozinu
vSech linearnich zobrazeni vektorového prostoru U/ do vektorového prostoru V
budeme znacit L(U, V). Misto L(U, U ) budeme psat strucné L(Uf). Linearni zob-
razeni vektorového prostoru 4 do R se nazyvaji linedrni formy nebo linedrni

funkciondly.
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7.1 Definice a priklady

PRIKLAD 1 Funkce y = ax je linedrni transformace R pro
libovolné pevné zvolené a € R, nebof

a(u+v)=au+av a alau)= aau
pro libovolna Cisla u, v a a.

PRIKLAD 2 Funkce f : y = 2z + 1 neni linedrni transformace R,

nebot f(24+2) = f(4)=9#10= f(2) + f(2).

PRIKLAD 3 Je-li A libovolna redlnd m x n matice, R™!(R™!)
prostor vSech sloupcovych aritmetickych vektorti dimenze n(m),

"
pax Je A:R™ 5 x s Ax € R™!

linedrni zobrazeni, nebof pro libovolné vektory x a y plati

Ax+y)=Ax+ Ay a A(ax)=aAx.
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7.2 Elementarni vlastnosti linearniho zobra-
zeni

VETA 1
Necht U,)V jsou vektorové prostory. Pro libovolné

linearni zobrazeni A € L(U,V) av € U plati

1. Alo)=o0
2. A(—v) = —-A(v)

DUKAZ:
1. A(o) = = o
2. A(~v) = A((=1) -v) = (1) - A(v) = ~A(v)



7.2 Elementarni vlastnosti linearniho zobra-
zeni

VETA 2
Jestlize A € L(U,V), pak pro libovolné skaléry
aq,...,Qp, avektory vy, ..., v, prostoru U/ plati

Alaavi + -+ + anvp) = arA(vi) + - + a A(v).
DUKAZ:
Alaqvi 4 -+ apvy) = Alarvi + (aava + - + apvy,)) =

— A(ozlvl) -+ A(OéQVQ -+ -+ anvn) —
= A(vy) + Alaavy + -+ apvy,) = - =

= a1 A(vy) + - - + @, A(vy).
VSechna linearni zobrazeni definovana na prostorech konecné

dimenze jsou Uplné urCeny obrazy vektort libovolné baze, tedy

obrazy kone¢ného poctu vektoru.
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7.2 Elementarni vlastnosti linearniho zobra-
zeni

PRIKLAD 4 Zobrazeni D : P, — P, definované piedpisem

D :p(x) = apa"+ - Aasx’+avtag — p(x) = na,z" - - A-2a0x+a;

je linearni.

Opravdu pro p(z) = a,2" + - - +apaq(r) = b,a™ + - + by je

(p+ q)(z) = (an + bp)a™ + -+ - + (ap + bo),

(ap)(x) = (aay)x™ + --- + («aag) a

L. D(p+q) =n(ay +by)z" "+ + (a1 + by) =
=na,z" 4t ag b 4 by =
=p'(z) + ¢ (x) = D(p) + D(q)

2. D(ap) = n(aa,)z" '+ -+ (aay) = a(na,z” "+ +ay) =

= ap'(z) = aD(p).
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7.3 Nulovy prostor a obor hodnot

DEFINICE 6
Necht U,V jsou vektorové prostory a necht A € L(U, V). Pak nu-

lovy prostor (jddro) N (A) zobrazeni A je mnoZina vzord o, t.].

N(A)={uel: A(u) = o}.

VETA 6
Necht A € L(U,V). Pak N (A) je podprostorem U.

DUKAZ: Jestlize u,v € N(A), tj. A(u) =0, A(v) = o0, aje-li «
libovolny skalar, pak plati

A(lu+v)=A(u)+ A(v) =oa A(au) = aA(u) = o.



7.3 Nulovy prostor a obor hodnot

DEFINICE 7
Necht U, V jsou vektorové prostory a necht A € L(U, V). Pak obo-

rem hodnot H(A) zobrazeni A je mnoZina vSech obraz, t.j.

H(A)={veV:dJuel,A(u) =v}.

VETA 7
Necht A € L(U,V). Pak H(A) je podprostorem V.

DUKAZ: Jestlize u = A(x), v = A(y) a « je skaldar, pak

u+v=Ax)+Aly) =Ax+y)aau=aA(x) = Alax).
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7.3 Nulovy prostor a obor hodnot

VETA 8
Necht U/, V jsou vektorové prostory, necht A € L(U,V) a nechft
A(xp) = b. Potom libovolné feseni x rovnice

Ax)=Db

Ize zapsat ve tvaru x = X + n, kde n € AN'(A).
DUKAZ: Necht' A(x) = b. Potom plati

Ax —xg) = A(x) — A(xg) =b —b = o,
takZe vektor n = x — xq patii do jaddra N'(A) ax = xq + n.
DUSLEDEK: Linedrni zobrazeni A je prosté, pravé kdyz

N(A) = {o}.
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7.3 Nulovy prostor a obor hodnot

DEFINICE 8

Necht U, V jsou vektorové prostory konecné dimenze a necht A €
L(U,V). Pak hodnost h(A) zobrazeni A definujeme jako dimenzi
H(A) a defekt d(A) zobrazeni A definujeme jako dimenzi N (A).

VETA 9
Necht U, V jsou vektorové prostory konecné dimenze a necht A €
L(U,V). Potom

h(A) + d(A) = dim(U).

DUSLEDEK: Linedrni transformace A : V — )V definovana na
vektorovém prostoru konecné dimenze ) je zobrazeni na V), prave

kdyZ A je prosté zobrazeni.
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7.4 Princip superpozice a inverze linearnich
zobrazeni

Mnoho technickych problému 1ze zformulovat jako dlohu najit pro
dané linearni zobrazeni A : I/ — V apro b € V vektor x € U tak,
aby platilo

A(x) = b. (R)
Napftiklad dlohu najit nezndmé priuhyby vodice z prikladu III

z Uvodni pfednasSky miZeme zapsat ve tvaru

A(u) =b
[ uy | - 0.1112 2 =10 0 0 ][ w
U 0.1112 -1 2 -1 0 0 Uo
Us , b = 0.1112 aA(u): 0 —1 2 —1 0 us
Uy 0.1112 0 0 -1 2 —1 Uy
Us 0.1112 0 0 0 —1 2 Us




7.4 Princip superpozice a inverze linearnich
zobrazeni

Predpokladejme nyni, Ze zndme napiiklad feSeni x; a X5 rovnice (R)

pro dvé pravé strany b; a b, tedy Ze plati
A(X1> — b1 a A(X2> — bg,

a 7Ze navic plati b = by + bs.
Pak miZeme urcit feSeni x rovnice () pouhym seCtenim x; a X,

nebot’ pro x = x; + Xy plati
A(X) = A(Xl -+ X2> = A(X1> -+ A(X2> = b1 -+ bg — b.
Tomuto jednoduchému dusledku vlastnosti linearnich zobrazeni se

rika princip superpozice.
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7.4 Princip superpozice a inverze linearnich
zobrazeni

VETA 10
Nechf A : U — V je vzdjemné jednoznacné linedrni zobrazeni
vektorového prostoru I/ na vektorovy prostor V. Pak existuje A™1

které€ je rovnez linearni zobrazeni.
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7.5 Matice linearniho zobrazeni

VETA 11
Necht A : R™! — R™! je libovolné linedrni zobrazeni. Pak existuje

matice A typu (n, m) tak, Ze pro libovolné x € R"! plati

A(x) = Ax.
DUKAZ: JelikoZ libovolny vektor x € R™! 1ze zapsat ve tvaru

I I
X =218+ + ITmS,,

lze A(x) zapsat pomoci
AX) = A(zst + -+ zpst ) = 2 A(SH) + -+ 2,,A(s)) = Ax,
kde

A = [A(s{), R 714(37177,)} = lay] .
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7.5 Matice linearniho zobrazeni

Linearni zobrazeni
A:R™ 5x+— Ax € R™!

se Casto ztotoznuje s matici A a o matici A se mluvi jako o linedrnim
zobrazeni.

V tomto smyslu budeme 1 my pouzivat pojmy obor hodnot matice
A, nulovy prostor matice A, nebo defekt matice A.

Pojmy, které jsme s1 doposud zavedli jsou v souladu s touto
konvenci. Napiiklad obor hodnot H (A ) kazdé matice A je totoZny

s jejim sloupcovym prostorem S(A ), takze pro hodnosti matice a

zobrazeni plati
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7.5 Matice linearniho zobrazeni

PRIKLAD 5 Urcete bazi nulového prostoru matice
1 1 2 3
A=]|1 1 1 3 |.
2 2 2 6
RESENT{: Budeme fesit soustavu Ax = o. Nejprve upravime matici A pomoci
radkovych uprav na schodovy tvar
1 1 2 3 1 1 2 3 1 1 2 3
A=|11113|-rr —»[0 0 —1 O — |1 0 0 —1 0 |.
2 2 2 6 —21‘1 0O 0 -2 0 —21‘2 0 O 0 0
Odtud h(A) = 2 (pocet nenulovych radki) a d(A) =4 — 2 = 2.
Bazi N (A) tedy tvoii jakékoliv dva nezavislé vektory, jejichZ slozky fesi soustavu

£131+£132—|—2£133—|—3£134=O
— I3 :O

Vypocteme je tak, ze za xo a x4 dosadime postupn€ napiiklad slozky
e; = [1,0],es = [0,1] avypolteme 1 = —1,z3 =0ax; = —3,x3 = 0.
Bazi nulového prostoru tedy tvori vektory

n; =|—1,1,0,0], n, = [—3,0,0,1].
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7.5 Matice linearniho zobrazeni

Divame-li se na matici A jako na linedrni zobrazeni A : x — Ax,
muzeme vyuZit dosavadnich vysledki o linedrnich zobrazenich

k alternativnimu vykladu teorie resitelnosti linearnich soustav:

B Soustava linearnich rovnic ma resSeni, prave kdyz prava strana

patfi do oboru hodnot matice soustavy

B Resend je jediné, jestlize N'(A) = {o}, tedy defekt d(A) = 0,
coz je ekvivalentni s A(A) = n, kde n je poCet neznamych.
VETA 12
Necht A je matice typu (m,n) pro kterou plati d(A) > 0, ne-

cht b je m-rozmérny sloupcovy vektor, nechf Ax, = b a ne-

cht (ny,...,ny) je bize N(A). Potom libovolné feSeni soustavy

Ax = b muZze byt zapsano ve tvaru x = Xg + ayng + - - - + agny.
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7.5 Matice linearniho zobrazeni

PRIKLAD 6 Najdéte vSechna feSeni soustavy

riT + 29 + 223 + 3x4 = 0
r1 + To + r3 + 3dxg = 1
25131 -+ 25132 -+ 25133 -+ 65134 — 2

RESEN{: Rozsifenou matici soustavy nejprve upravime na schodovy tvar

I 1 2 3|0 1 1 2 3|0 1 1 2 3
A=|1 11 3|1 |-r—~|0 0 -1 01 —~ 10 0 =1 0
2 2 2 62 |—2n 0 0 =2 012 | —2r9 0O 0 0 O

Z. ného dostaneme CasteCné feseni x feSenim soustavy

0
1
0

r1 + X2 + 2373 -+ 3374 = 0
— I3 = 1
tak, ze polozime napriklad 2o = 0 a x4 = 0. Dostaneme 1 = 2, x5 = —1.

JelikoZ matice soustavy je stejnd jako matice A v prikladu 5, miZeme napsat
libovolné feSeni soustavy pomoci parametri o, as:

2 - T 1 " 3
0 1 0

X= | Tl oo | T2 o
0 0 1
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7.5 Matice linearniho zobrazeni

Budeme predpokladat, ze U/ a V jsou dva vektorové prostory
konecné dimenze s bizemi £ = (ey,...,e,)aF = (fi,...,f,).
DEFINICE 9

Nechf A : U — V je linedrni zobrazeni. Pak miZeme vek-

tory A(eq),..., A(e,,) vyjadfit jako linearni kombinace vektort
f,,.... £, ve tvaru:
Aler) = anfi +---+ auf,

Alem) = aimfi +-+ ok,
Matici [Al; » = |ay] = [A(e1)] £, ..., [A(en)] ] nazgvime ma-
tici linedrniho zobrazeni A vzhledem k bdzim (£, F). Jestlizeld =V

a & = JF, pak budeme mluvit o matici linedrni transformace vzhle-

dem k bdzi £ a misto [A], . budeme psit strucné [A,.
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7.5 Matice linearniho zobrazeni

PRIKLAD 7 Necht P3, P, maji baze £ = (e, ea, €3), kde

e1(2) = 1,e5(z) = w,e5(x) = 22 a F = (f1, fo), kde fi(x) = 1, fo(z) = .
Najdéte matici derivace

DIP39pHp/€PQ.

RESEN{: Nejdiive najdeme soufadnice D(e;), D(e2) a D(e3) v bazi F. Jelikoz
D(e1)(x) =0, D(ez)(x) =1a D(es)(x) = 2z, miiZeme napsat piimo:

0O = 0-1 + O0-=x
1 = 11 + 0-z
2c = 0-1 + 2-zx

Soutadnice D(ey), D(e2) a D(e3) vzhledem k F tvori ziejmé koeficienty na

radcich, které zapiSeme do sloupcti a dostaneme

Pler=|0 0 5|
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7.5 Matice linearniho zobrazeni

VETA 13

Necht A : U — V je linedrni zobrazeni, £ je baze U a F je baze V.

Pak pro libovolné x € U plati

DUKAZ:

AX)|F = [A(z1€1 + - + Tpen)] r =

= [z1A(e1) + -+ znAlen)| 5
=z [A(e1)]z + -+ @, [Ale
x

:[[A(el)]F,--- [Alenm)] £ | [x]g =
= |Ale 7 [x]¢

m)| 5
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7.5 Matice linearniho zobrazeni

PRIKLAD 8 S vyuzitim feSeni piikladu 7 vypoctéte derivaci libovolného
mnohocClenu p nejvyse druhého stupné.
RESEN{: Mnoho¢len p(z) = az? + bz + ¢ € P3 md v bdzi £ souradnice

c
ple=1] b
a
JelikoZ jsme si v ptikladu 7 ukdazali, Ze derivace D : ‘P3 — P> ma v bazich £, F
o
matici - T0 1 0
| ]5,]—“ — 10 0 2|
plati
01 07/ 7 b
P’ =[Dplr = 1Dle 7 lple = [ 0 0 2 ] 2 ] - [ 2a ]
Odtud
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7.5 Matice linearniho zobrazeni

VETA 14

Necht A : U4/ — U a B : U — U jsou linedrni transformace. Pak
slozené zobrazeni AB : U — U definované piedpisem (AB)(x) =
A(B(x)),Vx € U je linedrni transformace na { a

[AB]g — [A]g [B]e ’
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7.6 Zmeéna baze

Necht £ = (eq,...,e,) a F = (f1, ..., f,) jsou dvé baze U. Necht’
C' : U — U je linearni zobrazeni takové, ze C'(e;) = f;. Zobrazeni C
tedy zobrazuje bazi £ na bazi F, takze podle diusledku véty 9 je

vzajemné jednoznaéné a podle véty 10 existuje C~1

Necht’ x € U je libovolny vektor a [x|, = |z1,...,%,]. Pak z
X =x1€+---+x,€e,
plyne
C(X) = 331f1 + s+ Zlfnfn,
takze

Odtud dostaneme

Oznaéime-li T = [C];'

|
Q
-
N
|
)
A
N
o
S
il
oL
o
)
28
oo
=
=
o
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7.6 Zmeéna baze

DEFINICE 10
Necht £ = (eq,...,e,) a F = (fi, ..., f,) jsou dvé baze vektorového

prostoru (/. Matice

T =[led]r, .., [en]#]

se nazyva matice zpétného prechodu od nové baze F k bazi £.

Uvazujme matici prechodu S = |C], od piivodni baze £ k bazi F.
Mezi matici zpétného prechodu T a matici prechodu S plati vztah
TS :T[[C(el)]g e [C(en)]g} = [T fil.,...,T [fn]g} =

=[[fi]5,..., [fs] =L,

takze T = S~
Pro tuto matici plati vztah x|, = S x| .
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7.6 Zmeéna baze

VETA 14

Necht A je linedrni transformace U/, £ a F jsou baze U a necht T je

matice zpétného prechodu od nové baze F k bazi £. Pak plati

Al = T [T

LA = [TIAE)e ... T[A£)],] =

AR, [AE)]] = T[[Al [l - -5 [Ale [Fale] =



7.7 Podobnost matic

DEFINICE 11
Ctvercové matice A a B stejného Fadu jsou podobné, jestlize existuje

regularni matice T tak, ze

A =TBT %

VETA 15
Matice dané linearni transformace v rtiiznych bazich jsou podobné.

Da se dokazat 1 tvrzeni, ze jsou-l1 matice podobné, pak jsou
maticemi né¢jaké linearni transformace v rtiznych bazich. Jelikoz
podstatné charakteristiky linearnich transformaci (napriklad hodnost
nebo defekt) nezavisi na bazi prostoru, da se oCekavat, ze podobné

matice budou mit podstatné charakteristiky shodné.
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