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Zavislé a nezavislé vektory

INICE 1
razdnd kone¢nd mnoZina vektort S = {vy,..., vy}
orového prostoru V je (linedrné) nezdvisld, jestlize
1ce

vy + -+ apvp =0 (%)

ediné reseni
o= - = o = 0.
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Zavislé a nezavislé vektory

INICE 1

razdnd konecnd mnozina vektori S = {vy,..., vy}
orového prostoru V je (linedrné) nezdvisld, jestlize
1ce

vy + -+ apvp =0 (%)

ediné reseni
o= - = = 0.

ize S = {vy,..., vy} je (linearné) nezavisla, fikdme
, z& vektory vi,...,v; jsou (linearné€) nezavislé.
li rovnice (x) i jiné feseni, pak fikdme, Ze S je
drné) zavisld a vektory v, ..., vy jsou (linearne)
slé.
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Zavislé a nezavislé vektory

LAD 1 Jestlize vi = [2,—1,0],vo = [1,2,5]av3y = [7,—1,5],
nozina vektord S = {vy, vy, v3} je linedrné zavisld, nebof

Vo — V3 = O.

5 Linearni nezavislost a baze — n. 4/17



Zavislé a nezavislé vektory

LAD 1 Jestlize vi = [2,—1,0],vo = [1,2,5]av3y = [7,—1,5],
nozina vektord S = {vy, vy, v3} je linedrné zavisld, nebof

Vo — V3 = O.

LAD 2 MnohoCleny p;(z) =1 — x,pa(z) =5+ 3z — 22° a
— 1 + 32 — 22 tvoii linedrné z4vislou mnoZinu v Ps, nebof
17dé = € R plati 3p1(x) — po(x) + 2p3(x) = 0, tj.

p2 + 2p3 = o.
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Zavislé a nezavislé vektory

LAD 1 Jestlize vi = [2,—1,0],vo = [1,2,5]av3y = [7,—1,5],
nozina vektord S = {vy, vy, v3} je linedrné zavisld, neboft

Vo — V3 = O.

LAD 2 MnohoCleny p;(z) =1 — x,pa(z) =5+ 3z — 22° a
— 1 + 32 — 22 tvoii linedrné z4vislou mnoZinu v Ps, nebof
17dé = € R plati 3p1(x) — po(x) + 2p3(x) = 0, tj.

p2 + 2p3 = o.

LAD 3 Vektory e; = [1,0,0],e5 =[0,1,0] aes = [0,0, 1]
inearné nezavislou mnozinu realnych trirozmérnych
tickych vektord, nebof ae; + ases + ases = o pouze

20,04220,04320.
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Linearni kombinace a zavislost

INICE 2

or v z vektorového prostoru ) budeme nazyvat
rni kombinaci vektoru vy, ..., vy € V), jestlize exis-
skalary o, . .., oy tak, ze

V = Q1V]+ -+ QpVg.
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Linearni kombinace a zavislost

INICE 2

or v z vektorového prostoru ) budeme nazyvat
rni kombinaci vektoru vy, ..., vy € V), jestlize exis-
skalary o, . .., oy tak, ze

V = Q1V]+ -+ QpVg.

LAD 4 Mnohoclen p,(x) = z z vektorového prostoru P
linearnich redlnych mnohoclenu je linearni kombinaci
o¢lend py(xz) = = + 1 a p3(x) = 2 + 2, nebof pro libovolné
x plati

pi(z) =z =2(z+1) - (z+2) = 2pa(z) — p3(),
D1 = 2P — Ps.
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Linearni kombinace a zavislost

Al
e¢nda mnozina nenulovych vektort S = {vy,...v,,}

nearn¢ zavisla, praveé kdyz existuje £ > 2 tak, zZe
or v je linearni kombinaci vektorti vy, ..., Vi_1.
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Linearni kombinace a zavislost

Al
e¢nda mnozina nenulovych vektort S = {vy,...v,,}

nearn¢ zavisla, praveé kdyz existuje £ > 2 tak, zZe
or v je linearni kombinaci vektorti vy, ..., Vi_1.
\Z: Necht’ § je mnoZina nenulovych linearné zavislych

u. UvaZujme mnoZiny

v o -
{vi},8 ={vi,va},...,Sn =1{Vv1,...,Vv.n} anecht’ S je
ns$i mnoZina vektoru, které jsou linearné zavislé, takze plati

a1vi+ -+ apvy =0 ()

ery z koeficientll o, . . ., a4 je nenulovy. Pak £ > 2, nebot’ S;
mé nezdvisld mnoZzina vektort, a oy 7 0, nebot’ jinak by Si._4
nearne zavisla.
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Linearni kombinace a zavislost

\Z: Pokracovani
ci (x*) miZeme tedy upravit pomoci axiomil vektorového

)ru na tvar

— — X
Vk:(—1>V1—|—"'—|—( kl)vk_l_
QU 875
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Linearni kombinace a zavislost

\Z: Pokracovani
ci (x*) miZeme tedy upravit pomoci axiomil vektorového

)ru na tvar

— O — g1
Vi =|— | V1T T Vi—1.
(075 (075

ené, jestlize pro 2 < k < m plati

Vi = 1V] + -+ + Qp—1VE—1,

v vy) — ... — (ap_1Vg_1) + 1vip + Oveyr + -+ - + 0v,, = 0O,

S, je linearné zavisla, nebot” koeficient 1 u vy je nenulovy.
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Postacujici podminky pro nezavislost
kci

*S ={/f1,..., fr} je koneCnd mnozina redlnych funkci
ového prostoru F. S je nezdvisla pravé tehdy, kdyz z

arfi(z) + -+ o fr(z) =0

echna x € R plyne, ze oy = -+ - = a, = 0.
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Postacujici podminky pro nezavislost
kci

*S ={/f1,..., fr} je koneCnd mnozina redlnych funkci
ového prostoru F. S je nezdvisla pravé tehdy, kdyz z

arfi(z) + -+ o fr(z) =0

echna x € R plyne, ze oy = -+ - = a, = 0.

lime-li za x postupné riiznd ¢isla x4, . . . , x, dostaneme

vu k linedrnich rovnic o £ neznamych oy, . .., ay ve tvaru:
Oélfl (331) + ... -+ Oékfk(CCl) = 0
arfi(zy) + .. + apfilze) = 0

] ma tato soustava reguldrni matici, plyne odsud, ze
.-+ = qay = 0 ad je nezavisla mnoZina.
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Postacujici podminky pro nezavislost
kci

LAD 5 Rozhodnéte, zda jsou mocniny z, 2 a x> linedrné

1slé.
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Postacujici podminky pro nezavislost
kci

LAD 5 Rozhodnéte, zda jsou mocniny z, z° a x> linearné
1sl€.

Ni:Zvolime si body x1 = 1,25, = 2 a x5 = 3, které postupné
ime do funkci fi(x) = xz, fo(x) = 2%, f3(x) = 2°, a vytvoiime

vu. Q1 + Qg+ 3 = 0
200 + 4o +  8as 0
3Q 1+ 9042 + 27043 = 0
1 té€to soustavy prevedeme na schodovy tvar. Dostaneme

1 1 1 1 1 1 1 1
4 8| —=2ry = |0 2 6 — 10 2 6
9 27 | —3ry 0 6 24 | =3 00 6

e soustavy je regularni, takze soustava ma jen nulové feSeni

ay = aig = 0. Funkce z, 22 a 23 jsou tedy linedrné nezavislé.
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Baze vektorového prostoru

INICE 3
eCnd mnozina £ vektoru vektorového prostoru V je

 vektorového prostoru V, jestlize

£ je nezavisla.

Kazdy vektor v € V lze vyjadrit jako linearni kom-
binaci vektoru £.
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Baze vektorového prostoru

INICE 3
eCnd mnozina £ vektoru vektorového prostoru V je

 vektorového prostoru V, jestlize

£ je nezavisla.

Kazdy vektor v € V lze vyjadrit jako linearni kom-
binaci vektoru £.

azdy vektorovy prostor ma bazi ve smyslu nasi
ice. Napriklad neexistuje zadna koneCna mnozina
ych funkci, jejichz linearni kombinaci by bylo

0 vyjadrit libovolnou realnou funkci.
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Baze vektorového prostoru

LAD 6 Vektory e; = [1,0,0],e; = [0,1,0],e3 = [0, 0, 1] tvori
= R? Jakykoli vektor v = [v, vy, v3] tohoto prostoru lze

it ve tvaru v = vie; + vs€s + vses. Baze £ = (e, eq, €3) je

nim pripadem standardni bdze R", ktera je tvorena radky Ci

1 jednotkové matice I,,.
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Baze vektorového prostoru

LAD 6 Vektory e; = [1,0,0],e; = [0,1,0],e3 = [0, 0, 1] tvori
= R? Jakykoli vektor v = [v, vy, v3] tohoto prostoru lze

it ve tvaru v = vie; + vs€s + vses. Baze £ = (e, eq, €3) je
nim pripadem standardni bdze R", ktera je tvorena radky Ci

1 jednotkové matice I,,.

LAD 7 Mnohocleny p;(x) = 1 a ps(z) = x tvori bazi

ového prostoru Ps. Kazdy mnohoclen p(x) = ag + a1z lze

ve tvaru p = agp1 + a1p2. MnohocCleny zde povazujeme za

funkce definované na celé redlné ose. Necht agp; + a1ps = o,
a1x = 0 pro vSechna x. Pro x = 0 dostavame

11 - 0=0,0odkud ag =0,aprox =1pakza;-1=0

eme a; = 0, takze p; a p, Jsou nezavisle.
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y Souradnice vektoru

NICE 4
t £ = (eq,...,e,) je usporfdadand baze vektord vektorového
oru V. Nechf v € V. Potom &fsla vy, . . ., v, pro ktera plati
V =101€1 + -+ U,€y,
ame souradnice vektoru v v bazi £.
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y Souradnice vektoru

NICE 4
t £ = (eq,...,e,) je usporfdadand baze vektord vektorového
oru V. Nechf v € V. Potom &fsla vy, . . ., v, pro ktera plati
V =101€1 + -+ U,€y,
ame souradnice vektoru v v bazi £.

A 2
t £ = (e1,...,e,) je uspordadand baze vektorového prostoru
echf z1,...,7, a y1,...,y, jsou soufadnice vektoru v € V

1€. Pak:z:l — Y1y, Ty = Yp.
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y Souradnice vektoru

dnice kazdého vektoru v € V jsou v dané bazi £ urCeny
znacne. Budeme je zapisovat také do aritmetického vektoru,

se nazyva souradnicovy vektor a znaci se |v|..
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y Souradnice vektoru

dnice kazdého vektoru v € V jsou v dané bazi £ urCeny
znacne. Budeme je zapisovat také do aritmetického vektoru,

se nazyva souradnicovy vektor a znaci se |v|..

LAD 8 Libovolny aritmeticky vektor v = [vy, v9, v3] ma ve

irdni bazi £ = (eq, ey, e3) z prikladu [6 souradnice vy, vg, vs,

[vla V2, /03] — Ul[la 07 O] T ,02[07 17 O] + ,03[07 07 1]
oufadnicovy vektor je |v]. = [v1, va, Us].
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y Souradnice vektoru

dnice kazdého vektoru v € V jsou v dané bazi £ urCeny
znacne. Budeme je zapisovat také do aritmetického vektoru,

se nazyva souradnicovy vektor a znaci se |v|..

LAD 8 Libovolny aritmeticky vektor v = [vy, v9, v3] ma ve

irdni bazi £ = (eq, ey, e3) z prikladu [6 souradnice vy, vg, vs,

[vla V2, /US] — Ul[la 07 O] T ,02[07 17 O] + ,03[07 07 1]
oufadnicovy vektor je |v]. = [v1, va, Us].

LAD 9 MnohoClen p(x) = x + 2 ma v bazi P = (p1, p2)

ladu (7, kde p1(z) = 1 a po(x) = x, souradnice 2, 1, nebot

p(x) =z + 2 =2p1(z) + 1p2(x).
ouradnicovy vektor je [p|, = [2,1].
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Pouziti souradnic

ci soufadnic mizeme prevést dlohy s vektory, které 1ze popsat
i linedrnich kombinaci bazovych vektoru daného vektorového
ru, na ulohy s aritmetickymi vektory. K tomu pouzijeme

zeni
V3vi |ve e R"
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Pouziti souradnic

ci soufadnic mizeme prevést dlohy s vektory, které 1ze popsat
i linedrnich kombinaci bazovych vektoru daného vektorového
ru, na ulohy s aritmetickymi vektory. K tomu pouzijeme

zeni
V3vi |ve e R"

MA 1 Pro libovoln€ vektory u, v € V a skalar « plati

u+v]e = [ule + [v]e

[Ozll]g — Oé[ll]g

5 Linearni nezavislost a baze —p. 14/17




Pouziti souradnic

Seni dloh s linearnimi kombinacemi vektort, napriklad
-11 vyjadrit néjaky vektor jako linearni kombinaci jinych
U nebo mame-li rozhodnout, zda je néjakd mnoZina vektoru

1sl4, postupujeme nasledovne:
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Pouziti souradnic

Seni dloh s linearnimi kombinacemi vektort, napriklad
-11 vyjadrit néjaky vektor jako linearni kombinaci jinych
U nebo mame-li rozhodnout, zda je néjakd mnoZina vektoru

1sl4, postupujeme nasledovne:

/volime si takovou bazi £ daného vektorového prostoru, ve
teré 1ze vSechny vektory snadno vyjadrit.
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Pouziti souradnic

Seni dloh s linearnimi kombinacemi vektort, napriklad
-11 vyjadrit néjaky vektor jako linearni kombinaci jinych
U nebo mame-li rozhodnout, zda je néjakd mnoZina vektoru

1sl4, postupujeme nasledovne:

/volime si takovou bazi £ daného vektorového prostoru, ve
teré 1ze vSechny vektory snadno vyjadrit.

ajdeme souradnicové vektory vSech vektort, které se
yskytuji v popisu problému.
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Pouziti souradnic

Seni dloh s linearnimi kombinacemi vektort, napriklad
-11 vyjadrit néjaky vektor jako linearni kombinaci jinych
U nebo mame-li rozhodnout, zda je néjakd mnoZina vektoru

1sl4, postupujeme nasledovne:

/volime si takovou bazi £ daného vektorového prostoru, ve

teré 1ze vSechny vektory snadno vyjadrit.

ajdeme souradnicové vektory vSech vektort, které se
yskytuji v popisu problému.

ReSime dlohu, kterou dostaneme z ptuvodni tlohy zdménou

Sech vektoru za souradnicové vektory.
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Pouziti souradnic

Seni dloh s linearnimi kombinacemi vektort, napriklad
-11 vyjadrit néjaky vektor jako linearni kombinaci jinych
U nebo mame-li rozhodnout, zda je néjakd mnoZina vektoru

1sl4, postupujeme nasledovne:

/volime si takovou bazi £ daného vektorového prostoru, ve

teré 1ze vSechny vektory snadno vyjadrit.

ajdeme souradnicové vektory vSech vektort, které se
yskytuji v popisu problému.

ReSime dlohu, kterou dostaneme z ptuvodni tlohy zdménou
Sech vektoru za souradnicové vektory.

p ovsem predpokladd, ze mame k dispozici vhodnou bazi, coz
51 byt vzdycky splnéno.

5 Linearni nezavislost a baze —o. 15/17



Pouziti souradnic

LAD 10 Najdéte soufadnice mnohoclenu p(x) = x* — 1 v bazi
p1,P2,p3), kde pi(x) = 1,po(x) =z + 1, ps(x) = 2 + o + 1.

I:
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Pouziti souradnic

LAD 10 Najdéte soufadnice mnohoclenu p(x) = x* — 1 v bazi
p1,p2,p3), kde py(z) = 1, pa(z) = 2 + 1, p3(x) = 2° + = + 1.
I:

Zvolime si bazi £ = (e1,eq,e3),kde e1(z) = 1, ea(x) = x, e3(x) = 2°.
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Pouziti souradnic

LAD 10 Najdéte soufadnice mnohoclenu p(x) = x* — 1 v bazi
P1, P2, P3), kde pi(z) = 1,pa(z) =z + 1, p3(x) = 22 + 2 + 1.
I:

Zvolime si bdzi £ = (e1,eq,e3), kde e;(z) =1, ea(x) = x, e3(x) = 22

ajdeme souradnice vektort p, p1, p2, p3 v bazi £.
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Pouziti souradnic

LAD 10 Najdéte soufadnice mnohoclenu p(x) = x* — 1 v bazi
P1, P2, P3), kde pi(z) = 1,pa(z) =z + 1, p3(x) = 22 + 2 + 1.
I:

Zvolime si bdzi £ = (e1,eq,e3), kde e;(z) =1, ea(x) = x, e3(x) = 22

ajdeme souradnice vektoru p, p1, p2, p3 v bazi £. Dostaneme

[p]g — [_1707 1]7 [pl]g — [17070]7 [p2]5 — [17 170]7 [pB]g — [17 1L 1]'
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Pouziti souradnic

LAD 10 Najdéte soufadnice mnohoclenu p(x) = x* — 1 v bazi
P1, P2, P3), kde pi(z) = 1,pa(z) =z + 1, p3(x) = 22 + 2 + 1.
I:

Zvolime si bdzi £ = (e1,eq,e3), kde e;(z) =1, ea(x) = x, e3(x) = 22

ajdeme souradnice vektoru p, p1, p2, p3 v bazi £. Dostaneme
[p]g — [_17 07 1]7 [pl]g — [17 07 0]7 [pZ]g — [17 17 0]7 [p?»]g — [17 17 1]

ReSime soustavu [p]. = o [p1]e + a2 [p2]e + a3 [p3]c -
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Pouziti souradnic

LAD 10 Najdéte soufadnice mnohoclenu p(x) = x* — 1 v bazi
P1, P2, P3), kde pi(z) = 1,pa(z) =z + 1, p3(x) = 22 + 2 + 1.
I:

Zvolime si bdzi £ = (e1, ez, e3), kde e;(z) = 1, ea(x) = z, e3(w) = 22

ajdeme souradnice vektoru p, p1, p2, p3 v bazi £. Dostaneme
[p]g — [_17 07 1]7 [pl]g — [17 07 0]7 [pZ]g — [17 17 0]7 [p?»]g — [17 17 1]

ReSime soustavu [p]. = o [p1]e + a2 [p2]e + a3 [p3]c -
Rozepsanim této rovnice po slozkach dostaneme soustavu

—1 = 1 i a9 aE 3
0 = ay + Q3
1 = a3

tera mafeSeni oy = —1, a9 = —1, a3 = 1.
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Pouziti souradnic

LAD 10 Najdéte soufadnice mnohoclenu p(x) = x* — 1 v bazi
P1, P2, P3), kde pi(z) = 1,pa(z) =z + 1, p3(x) = 22 + 2 + 1.
I:

Zvolime si bdzi £ = (e1, ez, e3), kde e;(z) = 1, ea(x) = z, e3(w) = 22

ajdeme souradnice vektoru p, p1, p2, p3 v bazi £. Dostaneme
[p]g — [_17 07 1]7 [pl]g — [17 07 0]7 [pZ]g — [17 17 0]7 [p?»]g — [17 17 1]

ReSime soustavu [p]. = o [p1]e + a2 [p2]e + a3 [p3]c -
Rozepsanim této rovnice po slozkach dostaneme soustavu

—1 = a1 + Qo + 3
0 = s + a3
1 = a3
tera mafeSeni oy = —1, a9 = —1, a3 = 1.

) ovéfime, ze opravdu plati p = —p1 — p2 + ps3.
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Pouziti souradnic

AD 11 Rozhodnéte, zda jsou mnohoCleny py (z) = 22 + x + 1,
r? + 22 + 1, p3(x) = 2% + x + 2 zévislé nebo nezdvislé.

P\
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Pouziti souradnic

AD 11 Rozhodnéte, zda jsou mnohoCleny py (z) = 22 + x + 1,
r? + 22 + 1, p3(x) = 2% + x + 2 zévislé nebo nezdvislé.

i
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x? + 22 + 1, p3(x) = 2% + x + 2 zévislé nebo nezdvislé.

i
Zvolime si bdzi £ = (e1, ez, e3), kde e1(z) =1, ea(x) = x, e3(x) = 22

ajdeme souradnice vektoru p, p1, p2, p3 v bazi €.

5 Linearni nezavislost a baze —o. 17/17




Pouziti souradnic

AD 11 Rozhodnéte, zda jsou mnohoCleny py (z) = 22 + x + 1,
x? + 22 + 1, p3(x) = 2% + x + 2 zévislé nebo nezdvislé.

i

Zvolime si bdzi £ = (e1, ez, e3), kde e1(z) =1, ea(x) = x, e3(x) = 22

ajdeme souradnice vektoru p, p1, ps2, p3 v bazi £. Dostaneme
[pl]g — [17 17 1]7 [pQ]g — [17 27 1]7 [pS]g — [27 17 1]
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Pouziti souradnic

AD 11 Rozhodnéte, zda jsou mnohoCleny py (z) = 22 + x + 1,
x? + 22 + 1, p3(x) = 2% + x + 2 zévislé nebo nezdvislé.

i
Zvolime si bdzi £ = (e1, ez, e3), kde e1(z) =1, ea(x) = x, e3(x) = 22

ajdeme souradnice vektoru p, p1, ps2, p3 v bazi £. Dostaneme

[pl]g — [17 L, 1]7 [pQ]g — [17 2, 1]7 [pS]g — [27 L, 1]
ReSime soustavu o [p1]e + az [p2]. + a3 [p3]c = o.
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Pouziti souradnic

AD 11 Rozhodnéte, zda jsou mnohoCleny py (z) = 22 + x + 1,
x? + 22 + 1, p3(x) = 2% + x + 2 zévislé nebo nezdvislé.
i

Zvolime si bdzi £ = (e1, ez, e3), kde e1(x) = 1, ea(z) = z, e3(w) = 22

ajdeme souradnice vektoru p, p1, ps2, p3 v bazi £. Dostaneme

[pl]g — [17 17 1]7 [pQ]g — [17 27 1]7 [pS]g — [27 17 1]
ReSime soustavu o [p1]e + az [p2]. + a3 [p3]c = o.
Rozepsanim po slozkach dostaneme soustavu:

a1 + a9 -+ 2&3
a1 + 2&2 -+ 3
o + a2 + Qa3

|
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Pouziti souradnic

AD 11 Rozhodnéte, zda jsou mnohoCleny py (z) = 22 + x + 1,
x? + 22 + 1, p3(x) = 2% + x + 2 zévislé nebo nezdvislé.
i

Zvolime si bdzi £ = (e1, ez, e3), kde e1(x) = 1, ea(z) = z, e3(w) = 22

ajdeme souradnice vektoru p, p1, ps2, p3 v bazi £. Dostaneme

[pl]g — [17 17 1]7 [pQ]g — [17 27 1]7 [pS]g — [27 17 1]
ReSime soustavu o [p1]e + az [p2]. + a3 [p3]c = o.
Rozepsanim po slozkach dostaneme soustavu:

a1 + a9 -+ 2043
a1 + 20&2 -+ 3
o + a2 + Qa3

e Nanian)

5 1 1 210 1 1 0
ReSime: | 1 2 1|0 | —-1r; — 0
1 1 10 |—-ry 0

Odtud vidime, Ze soustava ma jedin€ reSeni i = O, g = O, Q3
nohocCleny p1, p2, p3 jsou tedy linearn€ nezavislé.
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