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Cviceni €. 8
Linearni zobrazeni. Jadro a obor hodnot. Matice linearniho zobrazeni.

Linearni zobrazeni

Definice:

Zobrazeni A:U —V , kde U a V jsou vektorové prostory se nazyva linearni, jestlize
1. vu,veU : Alu+v)=A)+ AV)

2. VaeRYueU : Alau) = dA(u)
Mnozinu vS$ech linearnich zobrazeni U do V znac¢ime Ae L(U,V).

Priklad:
Rozhodnéte, zda-li zobrazeni A:R® — R? definované predpisem
A%, %, Xs]) =[x =%, X, + Xs]

je linearni.

Reseni:

1. Yu,ve R®: Au+V) = A(u) + A(V)

Zvolme u=[u,,u,,u,],v=[v;,v,,v,]. Pak

A(U +V) = A([ul +V,U; +V,,Ug +V3]) = [(ul +V1) —(U2 +V2)1(u2 +V2) +(U3 +V3)] =
=[u, —u, +Vv, =V, U, +U; +V, +V,] =[u, —u,,u, +Uz]+[v, —V,,V, +V,]= A(u) + A(V)
2. VaeRVueR®: A(lau) = cA(U).

Alau) = A([auy, au,, au;]) = [(au,) - (au,), (au, ) + (au;)] = [a(u, —U,),a(u, +u;)] =
afu, —u,,u, +u;]=A(u)

Z 1. a2.tedy vyplyva, Ze zobrazeni A je linedrni. ¢

Piiklad:
Rozhodnéte, zda-li zobrazeni D : P, — P, definované predpisem
D(p) =2ax+b, Vp e P, : p(x) = ax® +bx+c

je linearni.

Reseni:

1. vp,qeP;:D(p+0q)=D(p)+D(a).

Zvolme p(x) =ax® +bx+c,q=dx* +ex+ f . Pak

D(p+0)=D(@@+d)x? +(b+e)x+(c+ f))=2(a+d)x+(b+e) =2ax+b+2dx+e =
= D(p) + D(q)

2. VaeRVpePR;,:D(ap)=aD(p).

D(ap) = D((@)x? + (ab)x + (a€) ) = 2(aa)x + (ab) = a(2ax +b) = aD(p)

Z 1. a2.tedy vyplyva, Ze zobrazeni D je linearni. ¢

Priklad:
Rozhodnéte, zda-li zobrazeni B:P, — R* definované predpisem
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B(p)=[a’,b+c+1], vVpeP,: p(x) =ax’ +bx+c
je linearni.

Resent:

1. Vp,qe P, :B(p+q)=B(p)+B(0).

Zvolme p(x) =ax” +bx+c,q=dx* +ex+ f . Pak

D(p+q) =D((a+d)x* +(b+e)x+(c+ f))=[(@+d)?,(b+e)+(c+ f)+1] =
=[a’+2ad +d*b+c+l+e+ f+1-1]=[a’,b+c+1]+[d? e+ f +1]+[2ad,~1] =
D(p) + D(a) +[2ad,~1] = D(p) + D(q)

Zobrazeni B tedy neni linearni. .

Véta:
Je-li AeL(U,V)pak pro libovolné skalary «,,...,c, a vektoryv,,...,v, €U plati
AlayV, +...+a V) = A(V,) +...+ o, A(V,) .

Diisledek:
Lineérni zobrazeni je jednozna¢né definovdno obrazy vektort baze.

Priklad:
Je dano linearni zobrazeni A:R® — R? definované ptedpisy
A([11,0]) =[1,2],

A([011]) =[11],
A([1,01]) =[-10].
Uréete obraz A([2,1,—1]) a takové x € R® aby A(x) =[3,-1].
Reseni:
A A(2L-1])="?
Jelikoz, jsou dény obrazy baze R®, miizeme nalézt takové o,0,,0;,, 2
[21,-1] = ¢ [1L1,0] + «,[0,12] + 2, [1,0,1]
[2L-1)=[a, +a;, a0, +,, a, + 4]
Odtud dostavame soustavu 3 rovnic o 3 neznamych:

o, +a, = 2
o, +a, = 1

a, +a; = -1
kterou fesime Gaussovou elimina¢ni metodou
1 0 12 1 0 1|2 10 1|2 =2
1101|-r~|0 1 -1-1 ~10 1 -34-1| ,=-1
0 1 1-1 01 1/-1)-r, (O O 2/0) a;=0

Podle ptedchozi véty pak miizeme psat
A([21-1]) = A(,[11,0] + ,[0,11] + e, [1,0,1]) = o, A([11,0]) + ¢, A([0,1.1]) + e, A([1,0,1]) =
=, [L2]+ o, [L1] + a,[-1,0] = 2[1,2] + (-1)[11] + O[-1,0] = [1,3].
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Vektor [2,1,-1] se tedy zobrazi na vektor [1,3], tj. A([2,1,—1]) =[13].

B. xeR®>x=?, A(X)=[3-1]
Zkusime tedy zjistit, zda-li se da vektor [3,-1] vyjadfit jako kombinace obrazi, pro které
mame piedepsdno zobrazeni.

Dostavame tedy soustavu 2 rovnic o 3 neznamych
o +a, —-a; = 3

20, +a, = -1

Soustavu fe$ime Gaussovou elemina¢ni metodou:

11 -13 1 1 -13
[2 1 01‘—1}— 2r, [0 -1 21‘— 7]
Volime a, =t,t € R adostdvame o, =7+ 2t,a, =4 -t.
Vektor [3,-1] Ize tedy vyjadrit jako linearni kombinaci obrazt. Kdyby tomu tak nebylo,
pak by vektor [3,-1] nepatfil do oboru hodnot a pak by neexistoval zadny vektor x € R?,
takovy, ze A(X) =[3,—1].
Kazdopadné miizeme psat
[3—-1]=(-4-t)[L2]+ (7 + 2t)[L1] +t[-1,0], Vt e R
a tedy
A(X) = (-4 —-t)A([L1,0]) + (7 + 2t) A([O,L.1]) + tA([L,0,1]) =

= A((—4 -1)[11,0]+ (7 + 2t)[0,11] + t[1,0,1]) = A([—4,3+1,7 + 3t]), Vt € R.

Odtud tedy dostavame, ze A(X) =[3,—1] pro x =[-4,3+1,7+3t],Vt e R.
Na vektor [3,-1] se tedy zobrazi cela mnozina vektort
{x eR®:x=[-43+t7+3t],Vte R}: {x eR®:x=[-4,37]+[013]t,Vt e R}. .

Jadro a obor hodnot linearniho zobrazeni

Definice:

Jadrem linearniho zobrazeni je mnozina N(A) = {u eU:Au)= 0}.
Oborem hodnot linearniho zobrazeni A € L(U,V)je mnoZzina

H(A) ={veV:3ueU,Au)=Vv}.

Véta:
Necht' Ae L(U,V). Pak jadro tvoii podprostor U a obor hodnot tvofi podprostor V.

Priklad:
Je dano linearni zobrazeni A:R® — R® definované piedpisy
A([L10]) =[1,2,1],

A([0,11]) =[1,1,0],
A([1,01]) =[0,11].
Naleznéte jadro a obor hodnot tohoto zobrazeni a urcete jejich dimenze.

Resent:
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A. Hledame x e R*takové, ze A(X) = 0. Tato tiloha je analogicka piipadu B. v ptedchozim
ptikladé. Hledame tedy takovou linearni kombinaci, aby
[0,00] = [121] + ,[11,0] + ,[0,1,1]
[0,00] =[e, + @, .20, + a0, + 5,00, + 5]
Odtud dostavame soustavu 3 rovnic o 3 neznamych:

a, +a, =0
2, +a, +a; = 0
a, +a, = 0
kterou feSime Gaussovou elimina¢ni metodou
110 1 1 0 1 1 0 a, =—t
2 1 1-2r~0 -1 1 ~10 -1 1 a, =t

10 1)-n 0 -1 1)-r, (0 0 0) a;=t,teR

[0,0,0] = —t[1,21] +t[11,0] +t[0,1.1], Vt € R.

Tuto rovnici mizeme piepsat do tvaru

A(X) = —tA([LL,0]) + tA([0,1.1]) + tA([L0,1]) = A(-t[1,1,0] +t[0,11] +t[1,0,1]) = A([0,0,2t]).
Odtud dostavame, ze A(x) =[0,0,0] pro x=[0,0,2t],VteR.

Jadrem A je tedy mnozina N(A) = {x e R® : x=[0,0,2t], vt € R}= ([0,0,2]).

Jelikoz samotny vektor [0,0,2] je linearné nezavisly, tvofi taktéz bazi N(A) a dimN(A)=1.

B. Pokud chceme ur¢it obor hodnot H(A), musime ur¢it takové y € R®, Ze existuje

xeR*aA(X)=y.

Vezméme tedy libovolné y =[Yy,,Y,,Y,] € R®. Ptime se, zda-li se d4 tento vektor vyjadfit
jako linearni kombinace obrazii vektorii baze, pro které mame predepsano zobrazeni A.
Vi Ya, Yol = [121] + ,[11,0] + 5[0, 1.1]

Vi, Yo, Vsl =l + @, 20, + @, + a5, 0, + 2]

Odtud dostavame soustavu 3 rovnic o 3 neznamych se 3 parametry Y,,Y,,Y, € R:

o ta, =Y
200 +oa, +o; =Y,
a, ta; = Y
kterou feSime Gaussovou elimina¢ni metodou
1 1 0y, 1 1 0 vy, 1 1 0 A
2 1 1y, |-2rr~|0 -1 1}y, -2y, ~10 -1 1 vy,-2y,

1 0 1y,)-r 0 -1 1jy,-y, )-r, (0O O Oy,-y,+V,
Z posledni matice je zfejmé, Ze soustava ma feseni pouze je-li y, -y, +y, =0.Pro
takové vektory existuje feSeni o, =t,a, =2y, -y, +t,a, ==Yy, +y, —t,Vt e R. Potom
plati, ze
[yl’ Yo, ya] = al[l’zll] +a, [111:0] +a, [0’1’1]
A(X) = o, A([11,0]) + ¢, A([0,11]) + ¢ A([1,0,1]) = A, [L1,0] + ¢, [0,11] + 2, [1,0,1])
Odtud dostivame, Ze pro vektory y =[y,,Y,,Y,] € R® takové, ze y, —y, + Y, =0 existuji
vzory
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X=0y[11,0]+ a,[011] + ,[1,01] = (-y, + ¥, —)[11,0] + (2y, — y, +1)[0,11] +t[1L,0,1] =
=[-y. + ¥, V1.2y, -y, + 2t Vt e R,

Obor hodnot m4 tedy tvar

HA) = 11 Y2 Y1 € R% 1Y, =¥, + ¥, = 0= Y0 o ¥y + ¥, ] € R® 1 WY, Y, € R} =
= {y,[L0,~1]+y,[0L1]: Vy,, Y, € R} = ([1,0,-1],[0,1,1]).

Z posledniho je patrné, ze vektory [1,0,—1],[0,1,1] tvofi bazi H(A) a tudiz dim H(A) =2. ¢

Matice linearniho zobrazeni

Definice:
Necht AeL(U,V) anecht E=(e,...,e,,)jebaze Ua F =(f,,..., f.)je baze V. Matici
linearniho zobrazeni A rozumime matici

[Ale - = [AC)]: - [AE)]E)

kde soutadnicové vektory [A(g;)] uvazujeme jako sloupcové.

Véta:
Necht AeL(U,V) anecht E =(e,,...e,)jebaze Ua F = (f,,..., f,)je baze V. Pak plati
[A(u)]F =[A]E,F[U]Ea YueU.

Priklad:
Pro linearni zobrazeni D :P, — P, definované pfedpisem

D(p) =2ax+b, Vp e P, : p(x) = ax® +bx+c
sestavte matici vzhledem k bazim E = (g,,€,,€,),&,(X) =1,€,(X) = X,65(x) = x* a
F=(f,f,) f,(X)=x+1 f,(X) = x—1. Naleznéte soufadnice obrazu mnohoclenu
p(x) = x* —2x + 3 vzhledem k bazi F.

Resent:

Abychom mohli sestavit matici [D]. . = [[D(e,)]:,[D(e,)]¢ .[D(e, )] | musime nejdiive uréit
obrazy vektorid baze E, tj. D(e,) =0, D(e,) =1, D(e;) = 2x.

Déle musime urcit soufadnice téchto obrazli vzhledem k bazi F. Tzn. musime fesit 3 rovnice
a,f, +a,f, =D(e),

B+ B, 1, =D(e,),

rifi+7, 1, = D(&;).

Tyto 3 rovnice maji stejné levé strany a li$i se pouze v pravych stranach. Proto rozepiSeme
pouze prvni rovnici a ostatni budou analogické.

a,(x+)+a,(x-1) =0,

(o, +a,)x+ (o +,) =0.

Toto vede na soustavu

a +a, = 0

a -a, = 0
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Pro neznamé S a y se pak zméni pravé strany a tak mizeme fesit vSechny 3 tilohy najednou
pomoci Gauss-Jordanovy metody se 3 riznymi pravymi stranami.

1 10 0 2 1 110 0 2 110 0 2)-r,
1 -10 1 0)-r, (0 -20 1 -2)(-%) (0 20 -% 1 .
[1 o‘o % 1) {%:o Bi=% =1

~ =

0 10 - 1 a,=0 pB,=-% y,=1
Odtud

o

0 2 1
[D(el)]F :|:0:|’[D(62)]F :|: }/}/:|1[D(e3)]F :L]-

Hledana matice ma tedy tvar

(0 B 1
on. -0 7

Pokud chceme urcit soutadnice obrazu vektoru p vzhledem k bazi F, pak nejdiive vypocteme

3
soufadnice [p]; =| -2 |, nebot p=3e, —2e, +e,. Pak
1
0 % 1 3 0
[D(p)]Fz[D]E,F[p]E{O ’ 1]—2 =u-
1
Lehce se dé ovétit, ze D(p)=2x—2=0f, +2f,. .

Priklad:
Je dano linedrni zobrazeni D: P, — P, z ptedchoziho ptikladu. Urcete takovy vzor p € P,
aby D(p) =x+1.

Resent:

K feseni vyuZijeme matici zobrazeni D, kterou jsme sestavili v piedchozim ptikladé€. Pro
matici linedrniho zobrazent totiz plati [D(p)]: =[D]¢ <[ ple, kde E je baze P, a F je baze P, .
Jelikoz soufadnice obrazu D(p) = X+1 vzhledem k bazi F jsou [D(p)]; =[10] mizeme
soufadnice [p]z =[X,, X,,X;] hledaného mnohoclenu p vzhledem Kk bazi E urcit ze soustavy

linedrnich rovnic [D]¢ - [ple =[D(p)]: . Resime tedy Gaussovou elimina¢ni metodou.

0 % 1 0 % 11)-2 (0 1 22
0 -% 10)+r, (O 0 21 0 0 21
JelikoZ u nezndmé X, neni vedouci prvek volime ji za parametr a tedy X, =t,t € R. Dale

dostavame X, =1, X, =1 . Soufadnice hledaného vzoru p vzhledem k bazi E jsou tedy
[p]le =[t.1 3], Vt € R. Hledany vzor ma tedy tvar

p(x) =te,(x) +1e,(x) +1e,(x) =t +x+1x* vVt eR. N



