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Cviceni €. 5
Vektorové prostory a podprostory.

Vektorové prostory

Definice:
Realnym (komplexnim) vektorovym prostorem nazyvame mnozinu V na niz je definovano
zobrazeni V xV > (U,v) »> u+vVv eV, které nazyvame scitani vektorti a zobrazeni

R(C)xV 3 (a,V) > av €V, které nazyvame nasobeni vektoru skalarem, a pro néz plati
VD) Vu,v,weV :u+(V+w)=(U+Vv)+w

(V2)doeVVueV:u+0=0+Uu=u

V3 YvueVi-ueV:u+(-u)=(-u)+u=o0

V4)VYu,veV:iu+v=v+u

V5 VaeR(C)Vu,veV :au+V)=au+av

V6)Va,BeR(C)VueV (a+ p)u=au+ pu

V7)Va,feR(C)VueV :a(pfu)=(apf)u

V8 YueV:lu=u

Prvky mnoziny V pak nazyvame vektory a prvky mnoziny R(C) skalary.

Priklad:

Dokazte, ze R" = {[ul,uz,...,un],ui eR,i=1..., n}, s operacemi definovanymi piedpisy
[u+v], =[u]; +[v];, [au]; =efu];, 1 =1,...n.

tvoti realny vektorovy prostor.

(VDVU,V,WeR" :[u+(v+w)], =[u], +[v+Ww], =[u], + (V] +[w],) = ([u]; +[v],) +[w], =
=[u+v], +[w], =[(u+V)+w],, prolib.iaodtudu + (v +w) = (u+Vv) +w.

(V2)30 =[0,...,0]vu e R" :[o+u], =[o]; +[u], =0+[u], =[u]; =[u], + 0=[u], +[o]; =[u+0],,
prolib.iaodtudo+u=u=u+o.

V3)VueR"I-u=[-u,..—u,]:[u+(=w)], =[] +[-u], =u;, + (-u;) =0=(-u,) +u, =

[-u];, +[u];, =[-u+u];,prolib.iaodtudu + (—u) =0 =—-u+u.

V4)Vu,veR" :[u+v], =[ul], +[v]; =[v], +[u], =[v+u];,prolib.iaodtudu+v=v+u.
(V5)Va e RVU,veR" :[a(u+V)];, = afu+V], = a([u], +[Vv],) = a[u]; + a[v], =[au], +[av]; =
=[ou + av];,prolib.iaodtud a(u +Vv) = au + av.

(V6)Va, B e RVUu e R" :[(a + B)U]; = (a+ p)ul; = alul; + Blul;) =[au]; +[Bu]; =[au + pu];,
prolib.iaodtud (o + f)u = au + Su.

(V7)Va, peRVUeR" [(a(A)]; = alpu]; = a(Blu];) = (@B)u]; =[(ap)u];,

prolib.iaodtud a(pu) = (af)u.

(V8)Vu e R" :[u], =1fu], =[u],,prolib.iaodtudlu = u.
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R" tedy tvoii s operaci s¢itani aritmetickych vektord a s operaci nasobeni aritmetickych
vektort skalarem realny vektorovy prostor. .

Analogicky se da4 dokazat, Ze taktéz C" (mnoZina vSech uspofadanych komplexnich n-tic)
tvofi s operaci s¢itani a nasobeni komplexnim skalarem komplexni vektorovy prostor.

Priklad:
Dokazte, ze mnozina F vSech realnych funkci f : R — R's operacemi s¢itani funkci a

nasobeni funkce skalarem definovanymi predpisy
f+g: x> f(X)+g(X),of : x> aof (X), VXeR
tvoti realny vektorovy prostor.

(vVDvE,g,he F:(f +(g+h)(x) = () +(g+h)(x) = f(x)+(g(x)+h(x)) =
=(f(X)+g(X))+h(x)=(f +g)(x)+h(x) =((f +g)+h)(X), provx € R aodtud
f+(@+h)=(f +g)+h.

V23oe F,0(x)=0vxeR,Vf e F:(f +0)(x)=f(X)+0(x)=f(x)+0=
f(X)=0+f(x)=0(x)+ f(X)=(0+ f)(X), provxe Raodtud f +o=f =0+ f.

VIVF eFIA-Ff e F,(-f)(X)=—F(X),¥xeR:(f +(-F))(X)= f(X)+ (- f)(X) =
=f(X)+(-T(X))=0=0X)=—FT(X)+ T(X)=(-F)(X)+ f(X) =(—F + f)(X), provx € Ra odtud
f+(-f)=0=—f +f.

VAOVE,geF: (f+9)(X)=f(X)+g(xX)=g(X)+ f(x)=(g+ f)(x), provx e R aodtud
f+g=09+f.

V5VaeR Vi, geF::(a(f +9)(X)=a(f +9)(X)=a(f(X)+9(Xx)) =af (X)+ag(X) =

= (af )(X) + (eg)(X) = (of +g)(X), provx e R aodtud a(f +g) = of +aQ.
VE)Va, B eR VI e F:((a+p)f)X) = (a+B)f(X)=adf (X)+ £ (X)) = (f )(x) + (BF)(X) =
= (of + ff)(X), provx e R aodtud(a+ ) f =of + ff.

VN)Va, B eR,VE e F:(a(f))X) = alf)(X) =a(ff (X)) = (ap) f (X) = (af) T)(X),
provx € R aodtud a(ff) = (af) f.

(V8)VF e F:(Lf)(X)=1f (X) = f(x),provxeR aodtudlf = f. I

Priklad:

Mnozina R™" v8ech realnych matic typu (m,n) s operacemi séitani matic a nasobeni matice
skalarem definovanymi piedpisy

[A+B]; =[Al; +[B];, [cAl; =alAl;,1=1...m, j=1..,n,

kde A,B jsou lib. realné matice typu (m,n) a « lib. skalar, tvofi realny vektorovy prostor.

ij

(V1) VA B,C e R™ : A+ (B+C)=(A+B)+C viz CviCeni 2, vlastnosti maticovych operaci,
¢.8

V2)3d0 e Rm'”,[O]ij =0,i=1..m, j=1.n,VAcR™ : A+0O =0+ A= A viz Cvi¢eni 2,
vlastnosti maticovych operaci, ¢.9

(V3) VAe R™3— AeR™ [-A], =Al,,i=1..m, j=1.n,: A+(-A) =—A+A=0

viz Cviceni 2, vlastnosti maticovych operaci, ¢.10
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(V4) VA BeR™" : A+ B =B+ A viz Cvi¢eni 2, vlastnosti maticovych operaci, ¢.7

(V5) Vae RVABeR™ :a(A+B)=aA+aB viz Cvigeni 2, vlastnosti maticovych operaci,
¢4

V6)Va, e RVAcR™ : (a+ B)A=aA+ [A viz CviCeni 2, vlastnosti maticovych
operaci, ¢.3

V7 Va,BeRVAcR™ :a(BA) = (af)A viz Cvieni 2, vlastnosti maticovych operaci, ¢.5

(V8) VAe R™ :1A = A viz Cviceni 2, vlastnosti maticovych operaci, ¢.2 .
Vektorové podprostory
Definice:

Neprazdna podmnozina U vektorového prostoru V se nazyva podprostorem V, je-li sama
vektorovym prostorem vzhledem k operacim sc¢itani vektori a ndsobeni vektoru skaldrem
definovanymi na V.

Véta:
Necht’ U je neprazdna podmnozina vektorového prostoru V . Jestlize
1. YuveU jeu+velU

2. VaeR(C)VueU jeauecU
pak U je podprostorem vektorového prostoru V.

Priklad:
Rozhodnéte, zda-li je mnozina U = {[u,,u,,0]:u,,u, € R} podprostorem R?.

Je ziejmé, ze U < R®nebot jestlize u =[u,,u,,0]eU = u eR®

1. u=[u,u,0leVav=|[v,v,,00eU =u+v=[u +v,,u, +v,,0+0] =[w,;,w,,0] €U
2. u=J[u,u,,0]eU alib.skalar « = o =[ou,, au,, 0] =[w,, w,,0] €U

Podle predchozi véty je tedy U podprostorem R®.

Priklad:
Rozhodnéte, zda-li je mnozina U = {[u,,u, 1] :u,,u, € R} podprostorem R®.

Je ziejmé, ze U < R®nebot jestlize u =[u,,u,,]]eU =>ueR®.

Avsak mnozina U neni podprostorem R®nebot’ v U neexistuje nulovy vektor 0 eU tak,
zeVueU jeu+o=u . Vskutku [u,,u, 1]+[o,,0,1] =[u, +0,,u, +0,,2] #[u,,u,1] nebot
pro posledni slozku je vzdy 2 #1. ¢

Priklad:
Rozhodnéte, zda-li je mnozina U = {{u,,u,,u;]: u, +u, —u, =0} podprostorem R*.

Je zfejmé, ze U — R®nebot’ jestlize ueU = u e R®.
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1. u=[u,u,,u;]eV,u, +u, —u, =0,av=J[v,v,,v,]JeU,v, +v, -v, =0=
=u+Vv=[u, +V,,U, +V,,U; +V,] =[w;,w,,w,] a zarovenal, +u, —u, =0Av, +v, —v, =0
Odtud0=0+0=u; +u, —Uz +V, +V, =Vy = (U, + V) + (U, +V,) — (Uy +V;) =W, + W, — W,
Odtud dostavame, ze u+weU .

2. u=[u;,u,,u;]eV,u, +u, —u, =0,a« lib. skaldr = au =[au,,ou,,cu,] =[w,,wW,, w,]
azarovendl, +u, —u, =0.0dtud0=a0=a(u, +U, —U;) =, +aU, —aU; =W, + W, — W,
Odtud dostavame, ze ou €U .

U je tedy podprostorem vektorového prostoru R®. .

Priklad:
Dokazte, ze mnozina P, ., vSech mnohoc¢lent stupné nejvyse n je podprostorem vektorového
prostoru vSech redlnych funkci F.

Je zfejmé, 7e kazdy mnohoclen p € P, ; definovany predpisem p(x)=a x" +...+ax" +a,,
kde x,a,,...,a,,a, € Rje redlnou funkciatedy P,,, c F

1. peP,.,p(X)=ax"+..+ax +a,aqeP, ,,q(x)=b x"+..+bx" +b, = (p+q)(X) =
=p(X)+q(x) =a x" +..+a,x' +a, +b X" +...+bx" +b, =

=(a, +b,)x" +..+(a, +b)x' +(a, +b,) aodtud p+qeP,,

2. peP,p(X)=ax"+..+ax' +a,aaeR=(ap)(x)=ap(X) =

=a(a x"+..+ax +a,) = (ca,)x" +...+(aa,)x" +(ca,) aodtudap € P, ,

Podle véty tedy plyne, Ze P,,; je podprostorem vektorového prostoru F. ¢

n

Piiklad:
Rozhodnéte, zda-1i mnoZzina mnohoclentt U = {p(x) =a,X’ +a,X+a,:8,,a, € R} je
podprostorem P;.

Je zteymé, ze kazdy prvek mnoziny U je mnohoclenem stupné nejvyse 2 a tedy 1 prvkem P,.
Odtud tedy U c P;.

1. peU,p(x)=a,x*+a,x+a,aqeP,,,q(x)=0b,x*+b,x+b, = (p+g)(x) =

= p(X) +q(x) = a,x* + a,x+a, +b,x* +b,x+b, = (a, +b,)x* +(a, +b,)x+(a, +b,) =
=c,X* +C,X+C, aodtud p+qeP, ,

2. peU,p(x)=a,x’+a,x+a, aa € R = (ap)(X) = ap(x) =

= a(a,x* +a,x+a,) = (ca,)x* + (ca,)x + (ca,) = ¢,x* +¢,X+C, aodtud ap €U

U je tedy podprostorem vektorového prostoru P;. .

Véta:
Necht' V je libovolny vektorovy prostor a v,,V,,...,Vv,, €V jeho libovolné vektory. MnoZina

U={eV:iv=aV, +a,V, +..+a,V,,Va,,a,,..,a, € R} je podprostorem V, které se

nazyva linearni obal vektora v,,V,,...,V,, €V aznafime U = <V1,V2,...,Vm>.
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Dtikaz:

Je ztejmé, ze U <V , nebot’ kazdy vektor z U vznikl ze souctu vektort z V nebo jeko nasobek
skalaru vektoru z V a tudiz musi taktéz patiit do vektorového prostoru V.

1. Jestlize u,v €U jsou libovolna, pak u =V, + ,V, +...+ . V,, a

V=LV, + BV, +..+ BV, . Potom Ize vyjadfit

U+V=ayV, +a,V, +..+a V, + BV, + BV, ..+ BV, =

=(a + BVi + (@, + Bo)V, +oo+ (g + BV = 71Vs 75V, ot 7 Vi
Odtud je patrné, ze u+veU .

2. Je-li ueU a y € Rlibovolna, pak

W=y(oV, +a,V, +..+a,V, ) =y, + yoV, +..+ya, Vv, =,
= (ray)Vy + (ra )V, + oo+ (Yo Wi = BiVy + BoVy + ot Vi
Odtud zfejmé w €U .

Z 1. a?2. tedy vyplyva, ze U je podprostorem V. .

Priklad:
Rozhodnéte, zda-li jsou mnoziny U = {[ul, U,,U,]JeR®:u, +u, —u, =0 AU, —U, = O} a
V= {[ul, u,,u;]eR®:u, +u, = O} podprostory R®. Pokud ano, naleznéte jejich prinik a

soucet.

Vsechny prvky mnoziny U musi spliiovat podminky u;, +u, —u, =0,u, —u, =0. Tzn. Ze
slozky vektoru u €U musi byt feSenim soustavy 2 rovnic
u,+u,—u; =0
u,-u, =0
Matice této soustavy je jiz ve schodovém tvaru, takze mizeme piimo urcit jeji feSeni
u, =0,u, =t,u; =t,vt € R. Vektor feSeni miiZeme dale zapsat ve tvaru
u=[u;,u,,u,]=[0,t,t]=t-[0,11] pro Vt e R.
Odtud U = {t -[0,11], Vt € R} = <[O,1,1]>. Mnozina U je tedy linearnim obalem vektoru

[0,1,1] € R® a tedy podprostorem R®.

Analogicky musi vSechny prvky mnoziny V spliiovat podminku u, +u, =0. Tzn. Ze slozky
vektoru u eV musi byt feSenim 1 rovnice o 3 nezndmych u, +u, =0

V této rovnici si proto volime neznamé U,, U, za parametry a dostavame feSeni

u, = p,u, =—0,u; =q,Vp,q € R. Tento vektor feSeni mizeme dale zapsat ve tvaru
u=[u,u,,u;]=[p,—9,9] =[p,0,0]+[0,-q,q9] = p-[1,0,0]+q-[0,—11] pro Vp,q e R.

Odtud V = {p-[10,0]+q-[0,—11],¥p,q € R}=([1,0,0],[0,~11]). MnoZina V je tedy linedrnim
obalem vektorti [1,0,0],[0,~1,1] € R® a tedy podprostorem R®.

Slozky vsech vektord u =[u,,u,,U,] priniku U NV musi spliiovat podminky
U, +uU, —u, =0,u, —u; =0 a zdroven podminku U, +u, =0. Dostavame tedy soustavu
rovnic
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u,+u,—u, =0
u,—-u, =0
u,+u; =0
Odectenim 2. rovnice od 3. dostdvame soustavu ve schodovém tvaru
u, +u, —u; =0
u,—-u, =0
2u, =0
Jejiz feSenim je u, =0,u, =0,u,; =0. Prinik podprostoru U a V obsahuje tedy pouze jediny
vektor a tim je vektor nulovy! U NV ={o}.

Pokud uvazime, ze libovolny vektor u e U ma tvar u=t-[0,1,1] pro Vt € Ra libovolny vektor
veV matvar v= p-[10,0]+qg-[0,—11] pro Vp,ge R, tak w=u+veU +V ma tvar
w=t-[011]+ p-[10,0]+q-[0,—L11] pro Vt, p,q e R. Pak podprostor U +V je linearni
kombinaci vektor [0,11],[1,0,0],[0,-11] € R® a miizeme psat U +V = ([0,11],[1,0,0],[0,~11]).
.

Poznamka:

Z ptedchoziho ptikladu vyplyva, Ze vSechna feSeni soustavy linearnich rovnic s nulovymi
pravymi stranami tvoii podprostor vektorového prostoru R", kde n je pocet neznamych
soustavy!



