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Cviceni €. 13
Skalarni soucin. Norma vektoru. Ortogonalita. Gramtv-Schmidtiv ortonormaliza¢ni proces.

Skalarni soudin

Definice:
Skalarnim sou¢inem na vektorovém prostoru V rozumime kazdou symetrickou bilineérni
formu jejiz ptislusna kvadratické forma je pozitivné definitni.

Priklad:
Rozhodnéte, zda-li zobrazeni definované ptedpisem
[u,v] =2u,v, +4u,v, +2u,v,

tvori skalarni sou¢in na R3.

Reseni:
1.Vu,v,we R® :[u+Vv,W] = 2(u, +V,)W, +4(U, +V,)W, + 2(U, +V;)W, =
=2u,W, +4u,W, + 2u,W, + 2v,W, + 4V, W, + 2v,w, = [u, w]+[v, w].
2.VU,ve RV a e R:[au,v] = 2(au,)V, + 4(au, )V, + 2(au,)V, =
= a(2u,Vv, +4u,v, +2u,v,) = afu, v].
3.Vu,v e R®:[v,u] = 2v,u, +4v,U, + 2V,U, = 2U,V, +4U,V, + 2U,V, = [u,V].
Body 1., 2., 3. jsme dokazali, ze zadané zobrazeni je symetricka bilinearni forma. Nyni zbyva
dokazat, ze jeji prislusna kvadratické forma je pozitivné definitni.
[u,u]l=2u} +4ul +2u? >0, YueR®u=o.
Z posledniho vyplyva, Ze [u,u] je pozitivné definitni a tedy piedpis [u,V] je skalarnim

sou¢inem na R®. .

Norma vektoru.

Norma vektoru pfedstavuje zobecnéni pojmu velikosti vektoru znamého z R? & R® na
obecny vektorovy prostor V.

Definice:
Zobrazeni, které kazdému vektoru v z vektorového prostoru V ptifadi kladné realné ¢islo ||V||

se nazyva norma vektoru v jestlize Vu,v eV a libovolny skalar o plati:

Lo Jusv<ul+]v]
2. o] = ler[Ju

3. Ju|=0=u=0
Priklad:

Rozhodné&te, zda-li zobrazeni R® >V — ||, =|v,| +|v,|+|v;| je normou na R®. Pokud ano,

vypodtéte |||, kde x =[1,3,-2].
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Resent:
Musime ovéfit vsechny 3 vlastnosti normy.
LooVu,veV u+v =uy +Vy|+ Uy +Vy|+[ug +Va| < fuy| +[vy] +]uy| + v, | +|ug| +]vs| =
= [y Juz |+ U]+ v Vo + v = Jul, + M,
2. YueV VaeR:|au|, =|ou,|+|au,|+|aus| = |a|u,|+|a|u,| +|e|us| =
= e+ [u ]+ us ) = aul,
3. |uf, = uy| +u,| +]us| =0 <= Ju | =0 AJu,| =0 AJus| =0 u; =0AU, =0AU, =0 = U =0.
||V||1 tedy tvoii normu na R®.

Pro x =[13-2] je x|, =/ +[3+|-2|=6.

Véta:
Necht’ V je vektorovy prostor se skalarnim sou¢inem (u,v). Pak ||u|| = 1/(u, u), Yu €V je norma

na V. Tuto normu nazyvame Eukleidovskou normou.

Priklad:
Je dén skalarni sou¢in [u,V] = 2u,v, +4U,V, + 2U,V, na vektorovém prostoru R®. Urcete
Eukleidovskou normu vektoru x =[1,3,—2] vzhledem k tomuto skalarnimu soucinu.

Reseni:

X[ = /%, X] :\/2xf+4x22 +2x2 =212 +4.32+2-(-2)> =/2+36+8 =/46. R

Ortogonalita

Definice:
Je dan vektorovy prostor V se skalarnim sou¢inem (u,V) . Mnozina vektord {el pees en} se

nazgvé ortogonélni jestlize (e;,€;)=0, Vi, j =1...,n, i # j. Je-li navic (g;,€,)=1, Vi=1...,n,

pak se tato mnoZina nazyva ortonormalni.

Priklad:
Rozhodnéte zda-li jsou vektory f, =[11,0], f, =[0,11], f, =[10,1] ortogonalni vzhledem ke
skalarnimu soucinu [u,v] = 2u,v; +4u,V, +2U,V,.

Reseni:
[f,f,]=2-1.0+4-1.1+2-0-1=4
[f,f,]=2-1.1+4-1.0+2.0-1=2 ; = vektory nejsou ortogonalni. .

[f, f,]=2-0-1+4-1.0+2-1.1=2

Gramuv-Schmidtuv ortonormalizaéni proces

Gramuv-Schmidtiv ortonormalizacni proces vytvoii z mnoziny linedrné nezavislych vektort
systém ortonormalni. Cely proces si oziejmime na piikladé.
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Piiklad:
Pomoci Gramova-Schmidtova ortonormalizacniho procesu vytvoite z vektorti
f, =[11,0], f, =[0,11], f, =[10,1] ortonormalni mnozinu vzhledem ke skalarnimu soucinu

[u,v] =2u,v, +4u,v, +2u,v,.

Resent:
1. Ur€eni prvniho vektoru e, je snadné nebot’ se ptimo urci z vektoru f, =[11,0]:
f, [11,0] 1101 1

[11,0].

Rl ] V2rvarri20r VB VB
Lze snadno ovéfit, Ze pro vektor e, plati [e,,e |=1.
2. Druhy vektor e, ur¢ime z vektoru f, =[0,1,1] tak aby byl ortogonalni na vektor e, .
Nejdtive tedy nalezneme vektor g = f, —,€, tak aby bylo splnéno [g,e,]=0. Dostdvame
tedy rovnici
0=[g.e]=[f, —ae e]=[f, e]-ale.e]=[fe]-«
Odtud dostavame, Ze
a, =|f,.e]= 2.0- 1440142004

V6 V6 J6

Novy ortogonalni vektor k vektoru e, tedy dostéwéme ze vztahu

4 1
% \/_[110] [0.11] - [110] [/}/1] 213l

Nyni zbyva vytvofit z vektoru g vektor e, tak aby [e2 €, ] =1. To lze provést stejnym
zpusobem jako v kroku 1. Tzn.
_ 9 g 1[ 213] _1[-213] _1 3
=
o] ~ Jo.9] \/2 4(fr222 3 % 3V

Vektor e, tedy spliuje podmlnku [e,,e,]=0 i podminku [e,,e,]=1.
3. Tteti vektor e, musi spliovat podminku ortogonality vzhledem k obéma pfedchozim

g=f,~ae =[011]-

L ag).

[-21,3] = =

3

vektortim el,e . Vytvotime jej tedy z vektoru f, =[1,0,1] nasledujicim zptisobem
g="f,- —a,e,.
Pfitom musi byt splnény podminky ortogonality [g,e,]=0 a [g,e,]=0. Dosazenim

[,

dostavame rovnice

O:[g’el]:[fB_ale —Q,6,,€ ] [fs’e] al[el’el]_az[ez1el]:
Oz[g,ez]=[f3—Otlel—a262,82]=[f3,82]—a1[el,ez]—0{2[62,62]
Jejich fesenim je

] Oy,

f
[t ]

a, =[f,e]=2-1- L L 21.0-2,

N f J6'
2 3 2
a, =f,,e,]=2- 1—+4 0- \/_ \/_ =T

Nyni mﬁieme sestavit Vektor g, ktery je ortogonalni k e ,e,.

—104]- -2 L pao- -2 L [213]=[L04]- [1,1,0]—%[—2,1,3]=%[4,—2,4].

J_f J30 /30

Zbyvé tedy urit e, tak, aby [e,,e,]=1.
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g g :[4-2,4] 1[4-24] 1 5
““lol Vo0l JZ0Fea( o2y 5 B Sazm s
J 0.9] \2.(2f +4-(-2F +2.(2) 25
1
- = [2,-12].
J20
Zkouska:
1 -2 1 1 3 4 4
e,e]=2 -~ S 441 . = 12.0.- 2 —_ + ~0
[e,.€.] 6 /30 6 /30 J30 V180 4180
1 2 1 -1 2 4 4
e e]=2— % 4. . "2 12.0 _ _ -0
Le, €] 6 /20 6 /20 J20 V120 120
oolo2. 2. 2 4 L Sl , 3 2 -8-4112
2 J30 V20 V30 20 V30 Y20 /600
1 1 1 1 244
eae =2 '_+4—— 2'0-0: =1
[l 1] \/_ ,\/6 6 \/E
2 -2 11 3 3 8+4+18
e,,e]=2- . +4. . +2. . = -1
oel=2 o ™ T V@ i Jm W
2 2 1 -1 2 2 _8+4+8_,

[e3,e3]:2-@-@+4-@-@+2-@-@: o -

Vektory e,= %[1,1,0], e,= %[—2,1,3], e,= %[2,—1,2] jsou hledané ortonormalni

vektory. .



