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1 Pripomenuti nékterych kapitol z diferencidlniho poc¢tu funkce
vice proménnych a z linearni algebry

1.1 Funkce vice proménnych

V tomto kurzu budeme navazovat na pojmy z kalkulu funkef vice proménnych [I].

Priklad 1. Necht

keN}.

Resent. O

1 2
wZOAyZOAw2+y2<1}U{<1+E,3—E> € R?

M = {(x,y) e R"”

Uréete int M, ext M, M, OM a mnozinu viech hromadnych bodt mnoziny M.

Priklad 2. Znézornéte graf funkce f definované predpisem
a) f(x) =1— 2] -yl
b) flz)=22+y*>—1
o) flz)=a%-1



1.2 Komplexni ¢isla a exponenciilni funkce
1.2.1 Komplexni ¢isla
Mnozinu komplexnich ¢isel oznac¢ime
C={z=a+bila,b e R}
a definujeme na ni operace (viz [4])
s¢itani (a + bi) + (c+ di) = (a+b) + (c+ d)i
odéitani (a + bi) — (¢ + di) = (a —b) + (¢ — d)i
nasobenitani (a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + be)i
delen a+ bi _ ac+ bd —ad—l—bci
ct+di A+d> A+d?

Priklad 3. Pro komplexni ¢islo z = a + bi # 0 + 0i urcete jeho inverzi vzhledem k nasobeni.

c+di 0+ 0i:

Reseni. Hledame komplexni &islo w = ¢ + di takové, aby (a + bi)(c + di) = 1 + 0i. Protoze
14 0i = (a+bi)(c+di) = (ac — bd) + (ad + bc)i

Coz nam urcuje soustavu rovnic
a —=b|lc| |1 R L AR _ 1 a b |1 1 a
b al||dl |0 dl b a 0]  la —bl|=b a||0]  a2+b2|-b

1

— a —b
Tedy w = 27" = 2l + ot

1.2.2 Exponencialni funkce
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Definujme &islo e jako exp(1) a poznamenejme, Ze dle () je e” = 1. Dokazme, Ze



e Vze(C): e*#£0€C

=e efe™”? O
o exp’(z) = exp(z)
1y . exp(z+h) —exp(z) @ . exp(h)—1
exp’(z) = %13%) o = exp(z) }lllr% —
oo h" n—1
oo — 1 1-1+ h
@ exp(z) lim Znzomr — 1 = exp(z) lim E" 1t = exp(z) lim = exp(z) O
h—0 h h—0 h=0-—2
e Restrikce exp(z) na realnou osu je kladna rostouci funkee, pro niz plati lim,_, - exp(z) = o0 a
lim, o exp(xz) =0

n

kladna : exp(x) o Z% >0 (MreR)(VneNU{0}): =" >0

n=0
rostouci na Ry : (Vz € Ry) (Vn € N) (21 < 22) = (2} < 2§) = exp(x1) Z Z %5: = exp(z2)
z? : :
CEli_}r{)loexp(:zc) =00: Ilg{)lo o7 = %% < Z = = exp(z
zbytek : plyne z = exp(z)exp(—z) 2 exp(z —x) =1 O

e Restrikce exp(z) na imaginarni osu (z = it, ¢ € R) ma absolutni hodnotu rovnu jedné (lezi na
jednotkové kruznici), a exp(—it) = exp(it)

0 <\ 2 3 4 5 6 7
—t t t t t t t t
exp(_z't):}:(” =1 ; ; ;

.l TR TR TR TR R TR
R S () K S N~ Y L L
GXp(’Lt)—ZOT—1+ZF—5—Z§+E+Z§—E—’L%+ (3)

tedy exp(—it) = exp(it). Pro kvadrat absolutni hodnoty plati

lexp(it)|? = exp(it)exp(it) = exp(it)exp(—it) 2 exp(it — it) = exp(0) = 1 O
Definujme pro t € R funkce cos a sin jako redlnou a imaginarni slozku funkce

exp(it) = Re (exp(it)) + ilm (exp(it)) = cos(t) + i sin(t).
Podivame-li se pozornéji na rozvoj [B) dostavame
o0

nth t2 t4 t6
cos(t Z — +

— 1 — — — — 4.
| | |
P 21 41 6l
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Nasledujicim derivovanim
cos'(t) + isin’(t) = (cos(t) +isin(t)) = (eit)/ = ie" = icos(t) + i?sin(t) = —sin(t) + i cos(t)
dostavame

cos'(t) = —sin(t)
sin’(t) = cos(t)



1.3 Vektorové prostory

Ctverici (V,F,®,0), kde V je mnozina, F je téleso [lépe fefeno (F,+,-) je téleso| a &, ® jsou operace
@:VxVe=V, 0:FxV— VY nazveme pojmem vektorovy prostor, pravé tehdy kdyz: (V,®) je
komutativni grupa [vlastnosti {@)—([T)] a jsou splnény vlastnosti (8)—(I)). Tedy prehledné

Asociativita: (Vu,v,w € V) : (udv)dw=ud (vdw) (4)

Nulovy prvek: (3o € V)(Vu € V) : ubo=o0du=u (5)
Opacny prvek: (Vu € V)(3(—u) € V) : u®(—u)=o (6)
Komutativita: (Vu,v € V) : udbv=vadu (7)
Distributivita k @ : (Va € F)(Vu,v € V) : a@udv)=(au)d(adv) (8)
Distributivita k +: (Va, € F)(Vu € V) : (a+B)ou=(aou)®(Beou) (9)
Kompatibilita @ a -: Vo, 8 € F)(NVu e V) : a®(fou)=(a-f)Ou (10)
Néasobeni jednickou F: (Vu € V) : l1Gu=u (11)

kde 1 € F je v télese F' identitou vzhledem k nasobeni, tedy (Vo € F): 1-a = a.

Méjme podmnozinu W C V a restrikce ®),,,, ©},,, operaci ©, © na W. Pokud je (W, F,®,,,, @\W)
vektorovym prostorem, nazyvame ji pojmem podprostor vektorového prostotu V. Postacujici podmin-
kou, aby W byl podprostorem vektorového prostoru V je uzavienost operaci na W

Vu,veW):u@, veW
(Va e R)(Vu,v e W): a @), veW.



Priklad 4. Dokazte (@) a (8) pro

a) (R2X2,R, @R2><2,®R2><2)
a b @ e f| _lat+e b+ f
d ¢ "®* g h| |d+g c+h
a b aa  ab
@ Ogex2 [d c] o [ad ac]
b) (P37]R7€BP37®P3)

(a+bx +cx?®) ©p, (d+ex + fz?) = (a+d) + (b+ )z + (c+ f)a?
a®p, (a+ bz + cx?) = (aa + abx + acx?)

Resent.

a) (Va € R)(Vu,v € R?*2):

Ol B

la b e f| la+e b+f|
u Pprexz2 V= |:C d:| Drax2 |:g h:| = [C-i—g d+h:| =

fe+a f+b] e f a bl
__g+c h—i—d]_[g h}@Rzm [C d]—VEBsz2u

_ a b (& f i a+e b+f -
o Op2x2 (U- Drax2 V) = o Op2x2 (|:C d:| DRraxz |:g h:|> = o Op2x2 |:C—|—g d+h:| —
Jala+e) a+f)] [aa+ae ab+af]  [aa ab ae af]
-~ |la(c+yg) ald+h)]  |actag ad+ah]  |ac ad R2x2 o

Oz@zzab Ppr2x2 Oz@zzef :(a®22u)@22(a®2zv)
R2X c d R2X R2X g h R2X% R2X R2X%

b) (Vo € R)(Vu,v € Ps):

u=(a+br+cx?), v=(d+ex+ fr?)
ud®p, v=(a+bx+cx®) Op, (d+ex+ fa?)=(a+d)+ (b+e)r+ (c+ fa* =
(d4a) + (e +b)x+ (f +c)a* = (d+ ex + f2*) Dp, (a +br + c2®) = v &p, u
a®p, (Wdp, v) =aOp, ((a+ bz +ca®) ®p, (d+ex + fa?)) =
=a0p, ((a+d) + (b+e)z+ (c+ fz*) =
=ala+d) +ab+e)z+alc+ fz? = (aa + ad) + (ab + ae)z + (ac+ af)z? =
= (aa—|— abx + ac:zc2) + (ad—i—aew + af;v2) =
= (a Op, (a+ bz + c2?)) ®p, (0 Op, (d+ ex + f2*)) = (0 Op, u) Bp, (0 Op, V)



Priklad 5. Mé&jme vektorovy prostor (R — R, R, Pr_ g, Or—r) vSech realnych funkei, kde

R—-R={f: R—R}
(Vf,gER%R)(VIE]R): (f eror 9) () = f(x) + 9(2)
(VaeR)(VfeR—=R)(Vz €R): (a@ror f)(2) = af(z).

Urcete (a své tvrzeni obhajte), které z mnozin # € {U,V, W} C R = R

U=C'R,R)={f:R—=R| (Vz€R): f(z) < oo}
V={f:R—>R| (VzeR): f(2016) =1}
W={f:R=>R| (VzxeR): f(z)=ceZ}

spolu s restrikef operaci z C1(R,R) na # tvo¥i podprostor vektorového prostoru R — R.

Reseni. Je potfeba prokazat uzavienost operaci s¢itani vektorid a nasobeni skaldrem.

a) (Z/{ =C(R,R),R, T ®|M) je podprostor vektorového prostoru (R — R, R, Pr g, Or—r) jelikoZ

figeUd = (Vx eR): (f@\ug)/(a:):f’(a:)—l—g’(x)<oo = fop9elU
—af

a€R, feld = (VzeR): (aoy, f) (2) ‘() <00 = a®y, fel.

b) (V,R,®),,®,) neni vektorovy prostor, jelikoz napriklad dokonce (Vf,g € V) :
(f &), 9) (2016) = £(2016) + g(2016) =1+1=2 = f@, g¢ V.

Podobné neni uzaviené napiiklad nasobeni skalarem « = 1. VSimnéme si, ze nulova funkce
Or—r = 0 z axiomu [B] vektorového prostoru R — R neni prvkem V. Podprostor vektorového
prostoru vzdy musi obsahovat nulovy prvek ptuvodniho prostoru.

c) (W, R, ®),,, ®|W) neni vektorovy prostor, jelikoz pro napiiklad pro a = %, f

1 je

(Vz € R): (Oz@‘wf)(:zr):%-l

1 1
Vsimnéme si, Ze operace ©),, uzavrena je
(Vf,geW): (Ve eR): (f®), 9) (@) = f(2)+g(z) = c+cg = cpa,, g € Z, tedy f@|,,g €W.

O



1.4 Baze

Uspofadanou mnozinu F = (f1,...,f,), vektort vektorového prostoru V nezveme pojmem béze vek-
torového prostoru V, jestlize je linearné nezavisla a jeji linearni obal je cely prostor V, tedy (F) = V.
Soufadnice [u]# vektoruu € V vzhledem k bazi F vektorového prostoru V je vektor koeficientii linearni
kombinace R"™ > [u]7 : u= ([u]#), fi +--- + ([u]7),, fa-

Priklad 6. Mé&jme n&kolik realnych spojitych funkei fx € C({0,1),R), # € {a,b, ¢}, zadanych pred-
pisy

sin(2rz)  x €
0 z € (3,

felz)y =277

=)
(=
~—

fa(z) =sin(272), fi(z) = {

a zobrazenych na Obrazku[ll Chceme tyto funkce reprezentovat na pocitaci, coz nelze udélat pro obecné

1
0.5
0
_fa(z)
&5_ﬁ@
1 _fC(x) ‘ ‘
) 0.5 1

Obrazek 1: Funkce z Prikladu [6

funkce presné, jelikoz prostor C'((0, 1), R) ma nekoneénou dimenzi. Zkusme to nepiesné. Interval (0,1)
rozdélime na 2" dilka (pro¢, to uvidime pozdéji) a dostaneme rovnomérné navzorkovani intervalu (0, 1)
body z;, 5 €1,...,2" +1,

,Tl:O, 1'2:27",..., l‘jz(j—l)'Qin,..., $2n+1:1.

Hodnoty zadanych funkei v téchto bodech oznacime fy ;. Funkce fu nahradime funkcemi fu € V C
C((0,1),R), kde funkce z prostoru V jsou po ¢astech linearni na intervalech

I = (xj,xi1), j€{l,...,2"} a fulxy) = fu(ze), ke{l,....2" +1}, # € {a,b,c}.
a) Urcete v jaké bazi S prostoru V jsou plati pro souradnice
fa(@1)

[f#ls = o
fy(wanir)

b) Rekurzivné definujme jinou bazi &, viz obrazek 21 Urdete souradnice funkei f# v této nové bazi
a provedte tzv prahovani, kdy viechny soufadnice mensi nez ¢ = 102 zanedbejte.
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o ——  |level O, funkef: 2

- tlevel 1, funkei: 1 =20

level 2, funkei: 2 = 2!

i level 3, funkei: 4 = 22

V level 4, funkci: 8 = 23
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Obrazek 2: Hierarchicka baze na intervalu (0, 1), prvnf ¢ty¥i drovné.

Listing 1: generate 1d _hierarchical basis.m

function B = generate_ld_hierarchical_basis(n)
% generates the hierarchical basis on interval (0,1) of order n
% the basis is returned in columns of B that contains

% "dofs" functions b_{1} ... b_{dofs}
% each function is given by values in points x
dofs = 1+2°n; % B contains "dofs" functions
x = (0:dofs-1)/(dofs-1); %
B = zeros(dofs);
B(:,1) = x;
B(:,2) = 1-x;
count = 3;
for i = 1:n
% for remaining levels
xa = 0 :2°(n-i+1) :2°n-2"(n-1i+1) ;
xb = 2~ (n-1i+1) :2"(n-1i+1) :2"°n;

0.5*%(xa+xb);
for j = l:size(xa,2);
B(xa(j)+1:xc(j)+1, count)
B(xc(j)+1:xb(j)+1, count)
count = count+1;
end
end

XcC

(0:xc(j)-xa(j))’/(xc(j)-xa(j));
1-(0:xb(j)-xc(j))?/(xb(j)-xc(j));

Resent. Zdrojové kody k tomuto prikladu jsou uvedeny v a2l

a) Béaze S je zobrazena na obrazku[Bl Jedné se o po ¢astech linearni spojité funkce ¢;, které maji
ve vzorkovacim bodé z; hodnotu 1, a v ostatnich vzorkovacich bodech hodnotu 0. Je ziejmé, Ze

soutfadnice v této bazi jsou pfimo funkéni hodnoty fu(xy) a lze je tak ztotoznit s grafy funkei
na Obrazku[Il

b) Resenf tohoto tikolu je uvedeno ve zdrojovém kodu Bl Nejdifve se spusti generovani hodnot bé-
zovych funkei v;(z;) ve vzorkovacich bodech a ulozi se do matice B € RZ"+Dx(2"+1)  tedy

10
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Obrazek 3: Standardni baze na intervalu (0, 1).

[Bl;; = v¥;(x;). Funkéni hodnoty zadanych funkei ve vzorkovacich bodech ulozime do matice
Y € RC"HUX3 podrobnéji [Cl; ; = fi ().

Potom spocitame soufadnice v bazi €& = (¢1,...,%an11), které ulozime po sloupcich do ma-
tice C € RZ"+Dx(2"+1)

[fale = [Cli1, [fole = [Cli2, [fele = [Cl.s.

Napriklad pro prvni sloupec matice C pak musi platit

N 2" 41 2" +1 2" 41
fo=>_[Cliati = [Y.a= > [CliaBli= > [Bl.&[Cl1=B"[Cl.1,
=1 1=1 k=1

a analogicky to bude pro ostatni sloupce matice C. Tedy Y = BC, C = B~'Y. Podotknéme, Ze
pro vypodcet matice C nenf nutné (a ani vhodné, pro¢?) spoéitat matici B~*. Absolutni hodnoty
ziskanych soufadnic jsou zobrazeny na Obrazku [l Vsimneme si, Ze podstatna vétSina z nich je
velmi mala. Co se stane, kdyz vSechny mensi nez € znulujeme? Zkopirujeme matici C do matice
D a nasledné v D provedeme prahovani hodnot na €. Timto procesem

2" 41

fa=">_ D1t

=1

(a analogicky) obdrzime funkce f#, které jsou zobrazeny na Obrazku [l (vlevo) a rozdily (chyba,

kterou se dopoustime prahovanim soufadnic) fu — f# je zobrazena na Obrazku Bl (vpravo).
Jesté uvedeme, jak se prahovani projevi na po¢tu nenulovych koeficientt, coz je uvedeno v Ta-
bulce I}

# a b c
fa | 1024 | 511 | 1025

fu 26 13 4

Tabulka 1: Po¢ty nenulovych koeficient po prahovani, Priklad

11



© W N e oA W N =

NOWON NN W R R R R R s s R
GOR WK RO © W N W R W N = O

~1o] —|[fclel | |
0 500 1000

10

Obréazek 4: Absolutni hodnoty soutfadnic v hierarchické bazi, P¥iklad [6

1 0.01; _
__jh _'fa

0.5 0.005| —h=
__fk“j%

0 0
-0.5 fa -0.005¢
— J
—fe
-1 ‘ ‘ ~0.01 ‘ ‘
0 0.5 1 0.0 0 0.5 1
Obrazek 5: Fuknce po prahovani souiadnic, P¥iklad [l
Listing 2: hierarchical basis test.m
n = 10; % level
B = generate_ld_hierarchical_basis(n); % hierarchical basis
m = size(B,1); z=1:m; % dofs
x = (0:m-1)/(m-1); % interval (0,1)
e = 1le-2; % epsilon
f = @e(x) [... % test functions

sin (2*%pi*x);...
sin(2*xpi*x) .*(x<0.5) ;...

2.7(-x)

1;
Y = £(x); figure (1) ; hold on;
plot(x, Y(:,1) ,’-k?); plot(x, Y(:,2) ,’-r’); plot(x, Y(:,3) ,’-b?);
C = B\Y; figure (2); hold omn;

plot(x, Bx*C(:,1) ,’-k’); plot(x, BxC(:,2) ,’-r’); plot(x, B*C(:,3) ,’-b’);
figure (3); hold omn;
plot(z, c(:,1) ,’-k?); plot(z, c(:,2) ,’-r’); plot(z, c(:,3) ,’-b?);
figure (4); hold omn;
plot(z,abs(C(:,1)),’-k”); plot(z,abs(C(:,2)),’-r’); plot(z,abs(C(:,3)),’-b’);
set (gca,’YScale’,’log’);
D = C; D(abs(D)<e) = 0; figure (5); hold onj;
plot(x, Bx*D(:,1) ,’-k’); plot(x, BxD(:,2) ,’-r’); plot(x, B*D(:,3) ,’-b’);
fprintf (1,[’Nonzero valued coordinates (hierarchical); 7,...

vf1: %4i, f£2: 4i, £3: %4i\n’],nnz(C(:,1)), nnz(C(:,2)), nnz(C(:,3)));
fprintf (1,[’Nonzero valued coordinates (treshold h.); [

vf1: %4i, f2: Y%4i, £3: %4i\n’],nnz(D(:,1)), nnz(D(:,2)), nnz(D(:,3)));

12



1.5 Linearni zobrazeni

Zobrazeni A : U — V nazveme linearni (zapisujeme A € Z(U,V)) pravé tehdy, kdyz

(Vu,veld): A(u) @y A(v) = A(u®y v) (12)
(Va e R)(Vu e ld) : a®p Au) = A(a Oy ). (13)
Necht vektorové prostory U a V maji baze £ = (eq,...,e,) a F = (fi,...,f,). Matice linedrniho

zobrazeni A € £(U,V) vzhledem k bazim £ a F je matice

ozn.

RX™M 5 Ag,]: = Ar e = [[A(el)]]: [A((h)]?] .

Plati pro ni [A(u)]r = Ar—g|u]s. PFipominame, Ze v tomto textu budeme oznacovat matici pfechodu
Ar ¢ misto obvyklého Ag 7.

Priklad 7. Mé&jme n bodt v R? (napitiklad souradnice bodt n&jakého STL modelu). Jak se zméni
tyto souradnice pfi rotaci postupné o thly («, 3,7v) = (10°,15°,20°) vzhledem k osam (x,y, z)?

Reseni. Vyslednou rotaci Ry 5. € Z(R? R?) dostaneme postupnou rotaci (zobrazeni Ry o, Ry 5, Rz~ €
Z(R3,R3)) podél jednotlivych os, tedy Ra. g = Ruy.a 0 Ry o R,.~, kde

1 0 0
[Rw,a]S,S — |:0 cos(a) sin(oz):| , [Ry,B]S,S — |:

0 sin(a)  cos()

cos(B) 0 sin(B)
1 0

; cos(B) — sin(pB) 0:|
—sin(B) 0 cos(f)

:| s [RZ,A/]$7S = |:sin(3) cos(B) 0

0 0 1
Zdrojové kody k tomuto prikladu jsou uvedeny v Kodech[Bla[l Jako ptiklad pouziti si na¢teme ASCII
STL soubor, obsahujici povrchovou sit modelu kocky, funkei read_stl, ktera vraci body P (matice
ny X 3). Povrchovou sit zobrazime pomoci funkce patch, viz Obrazek [@ (vlevo). Rotované souradnice
P, ziskdime pomoci matice R, coZ je vlastné matice linedrni transformace R, g, € -Z(R?, R?) vzhledem
ke standardni bazi S, to jest R = [Rq,5,4]s,s. Proto

P/ =RPT = P, =PR".

Na Obréazku [f] vpravo je zobrazena povrchové sit po rotaci.

Obrézek 6: Data z STL souboru vlevo originalni, vpravo po rotaci, Piiklad [7

13
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Listing 3: read stl.m

function [p,e,n] = read_stl(filename)

% reads STL ascii file

% outs: p ... points

A e ... triangles

A n ... outer normals to triangles
fid = fopen(filename,’r’);

if fid

% read stl file

textscan (fid, ’%s’,1,’delimiter ’,’\n’);

ts=textscan (fid,[’facet normal %f %f %f\n’,’outer loop\n’,...
vertex%f %f %f\n’,’vertex%f %f %f\n’,’vertex’%f %f %f\n’,...
’endloop\n’,’endfacet ’]);

n = [ts{ 1} ts{ 2} ts{ 3}];
p = [ts{ 4} ts{ 5} ts{ 6}; ts{ 7} ts{ 8} ts{ 9}; ts{10} ts{11} ts{12}];
m = size(n, 1);
e = [1:m; m+1:2*m; 2*m+1:3*m];
end

Listing 4: rotation test.m

[p,e,n] = read_stl(’../data_files/Mesh.stl?);

al = 10*pi/180;

be 16%pi/180;

ga 20*pi/180;

R2d = Q@(xx) [cos(xx) -sin(xx); sin(xx) cos(xx)];

Rx eye(3); Rx([2 3],[2 3]) = R2d(al);

Ry = eye(3); Ry([1 3],[1 3]) = R2d(be)’;

Rz eye(3); Rz([1 2],[1 2]) = R2d(ga);

Rt eye(3); Rt([2 3],[2 3]) = R2d(90%*pi/180);

R = Rx*Ry*Rz; p = p*Rt;

pPr = p*R’;

figure (1); patch(’Faces’,e’,’Vertices’,p ,’FaceColor’,’b’);
figure (2); patch(’Faces’,e’,’Vertices’,pr,’FaceColor’,’r’);

Dulezitou linearni transformaci je zména soufadnic pii zméné baze. Mé&jme dvé baze £, F vek-
torového prostoru V. Pro kazdy vektor v € V umime ur¢it soufadnice [v]g, [v]F v téchto bazich.
Ukazme, ze zobrazeni Pr. ¢ pfifazujici soufadnicim v bazi £ prislusné soufadnice v bazi F je line-
arni, tj. Pr.g € Z(R",R"), n = dim V, navic umime spod¢ist matici tohoto linedrniho zobrazeni
Prce € R"™™ pomoci které pak snadno prevadime soutradnice

Vlr =Preelvle, [vle =Pecrlvlr = Pzl =Pecr. (14)
Skutecné pro souradnice plati

vV =

[V]f,ifi = Z[V]gﬁiei .

n n
=1 i=1

i
Tuto rovnost mezi vektory ve V vyjadiime v soufadnicich nékteré z bazi, napriklad F (vekory s; jsou
vekory standardni baze prostoru R™) a

n Si n [VJSJ
Vs = S WrifElr = S Meddedr = [ledr oo leals] | | =Preeivie.
=1 =1 [Vhin

Dostali jsme vztah pro tzv. matici prechodu od soufadnic v bazi £ k soufadnicim v bazi F

Pree=[ledr ... [en]r] .
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Priklad 8. M&jme vektorovy prostor (R2*2 R, @gox2, Opax2), baze £, F, dale linearni zobrazeni A :
R2%2 5 R?2%2 g bilinearni formu B : R?*2 x R2*2 5 R

(T R
SN )

11 12 13 14] [[vha
Bav) = [luhs [whe [ha fuba] |51 55 55 5] |
41 42 43 44| |[V]2e
Urcete
a) matici pfechodu Pr, ¢ od soufadnic v bazi £ k soufadnicim v bazi F,
b) matici Az, ¢ linearniho zobrazeni A vzhledem k bazim & a F,
¢) matici Bg # bilinearni formy B vzhledem k bazim & a F.
Resent. O
a) Uvedeme si dva zpisoby, jak Pg. = spodist.
i) pfimo ze vzorce Pr g = [[el]}- . [e4]}-], kde pro zkraceni zapisu piseme [e;] 7 ; = pj:

e; =p1,if1t +poifo +p3ifs +paifs i=1,...,4

-1 1] 1 2_+ 4 1'Jr 3.4 2 3
11 TP 3 g TR g g TP o) TPy

+ D44 11

1 2] (4 1] (3 4] 2 3
1 -1 =DP14 3 4_+P2,4 2 3_+p3,4 12

Tyto &étyfi rovnosti mezi R?*? maticemi jsou ekvivalentni s rovnostmi

SRE 1] 4] El 2] 1 4 3 2] [pia]
18 9 1 4 31 12 1 4 3] |pa
1] =P g tp2a g Tesa (| TP = l3 5 1 4 P31

1 4] 3] 2] 1] 14 3 2 1| [paq]

e 1] 4] 3] 2] 1 4 3 2] [pid]
| 9 1 4 3] 121 4 3| |poa
1| TPua|g| TP o) TPea g TPl = 03 o 1 g [p |

=1 4] 3] 2] 1] 14 3 2 1| [pa4]
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coz lze zapsat dohromady jako

-1 1 1 1 1 4 3 2| |p11 P12 P13 P14
1 -1 1 1 2 1 4 3| |p21 P22 P23 P24
T 1 -1 1 3 2 1 4 |p31 P32 P33 D34
1 1 1 —1_ _4 3 2 1_ P41 P42 P43 P44
q - 41
P11 P1,2 P13 P14 1 4 3 2 -1 1 1 1
Prp— |P21 P22 P23 P24 2 1 4 3 1 -1 1 1
- P31 P32 P33 D34 3 2 1 4 11 -1 1
D41 Pa2 P43 Dad| 4 3 2 1] 1 1 -1
—9 1 1 11] [-1 1 1
i 11 -9 1 1 ' 1 -1 1
40 1 11 -9 1 1 1 -1
111 o9 |11 1
(11 1 1 -9
19 11 1 1
T2 1 -9 11 1
|1 1 -9 11}
i) stejny vysledek dostaneme pouzitim standardni baze
S— 1 0 0 1 0 0 0 0
o 0 O0[’(0 0O|”|1 o0 1
-1 1 1 1
1 -1 1
Psce = [lei]s led]s] = 11 -1 1
1 1 —1
1 4 3 2
2 1 4 3
Pser = [[fi]s [fi]s] = 3 9 1 4
4 3 2 1

Pree=PrcsPsce=Pgs! zPsce
protoze (Vu € R?*2) :

[z =Prcsluls = PresPscelule = P5l sPscelule = Preglule.
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b) Dle definice matice linearniho zobrazeni je (Vu € R?*?) : [A(u)]s = Ascs[us a

8 00 0
8 611 0 8 0 00 06 0 0
Alsy) = L 2}[0 0]_ k 0}’”"A@4)_{0 2]’i’A5“5“ 00 4 0
000 2
PscrlA(u)]r = [A(u)]s = Ascs(uls = AscsPscslu)s
[A(u)]r = Accrlule = P5 rAsc sPscelule
1432178000 [-1 1 1
_ 2 1 4 3 06 0 0 1 -1 1
Arce = PsipAscsPsce = 3 2 1 4 00 4 0 11 -1
43 2 1 000 2 1 1 1 -

26 —13 —-12 -21
1 |-34 37 8 9
10 6 —23 28 9

6 7 —12 19

c) Pripomeneme definici matice bilinearni formy. Je-li B:UxVY =R bilinearni forma, G
a H jsou baze prostori U a V, je matice Bg y € Rdim Uxdim V hilinearni formy B vzhledem
k bazim G a ‘H definovana jako

B(gi,hy) ... B(gi,hqim v)
Bgn = : ) :

B(gdim u,h1) ... B(8dim u> hdim v)
Je zfejmé, Ze matice Bs s bilinearni formy B vzhledem ke standardni bazi S je

11 12 13 14
Bs sl — 21 22 23 24
S:81ig 31 32 33 34
41 42 43 44

Vyuzijme jiz napocitanych matic pfechodu k ziskini matice Bg z. Jelikoz (Vu,v € R?*?) je

B(u,v) = [u]{Bs.s[v]s = (Pscelule) ' Bs.sPscr[VlF = [ul{PS_¢Bs.sPscr[v]F
T

-1 1 1 1 11 12 13 14 1 4 3 2
Ber =PiceBasPscr=| 1 1| Clsom s s[5 2 14
1 1 1 -1 41 42 43 44 4 3 2 1
860 848 844 848 215 212 211 212
_|660 648 644 648 —y. 165 162 161 162
460 448 444 448 115 112 111 112
260 248 244 248 65 62 61 62
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Spocitejme matici Bg 7 pro kontrolu jesté pfimo z definice

(11 12 13 141 [1]

21 22 23 24 2
Berlin=Ble,fi)=[-1 1 1 1] 3l 32 33 34l |3 = 860

_41 42 43 44_ _4_

[11 12 13 14] [2]

21 22 23 24 3
BeFlaa=Bles,fs)=[ 1 1 1 -1]- 51 39 33 34| |a] =248

_41 42 43 44_ _1_

1.6 Skalarni soucin, norma, ortonormalni baze, unitarni matice
Bilinearni formu (-,-) : ¥V x ¥V — R nazveme pojmem skaldrni soucin pravé tehdy, kdyz je symetricka
a pozitivné definitni, tedy (Vu,v,w € V)(Va € R):
(uev,w)=(a,w) + (v,w)
(a ®u,v) =a(u,v)
(u,v) = (v,u)
(u,u) > 0 pro u # 0.
Zobrazeni || - || : V — R se nazyva norma, jestlize (Vu,v € V)(Va € R):
ue v < [ul] + vl
e ©ul| = |af [[u]
lu| =0 < u=0.
Skalarni soucin (-, -), definuje na ¥V normu |jul|, = /(u, u),, ne kazda norma je generovana skalarnim
soucinem.

Mg&jme vektorovy prostor se skalarnim souc¢inem (V, F, ®, ®, (+,-)) a uspofadanou mnozinu vektori
E = (e1,...,e,). Mnozinu £ nazveme

i, €5) = 0 ' '
ortogonalni < (i, ;) z 4 j
—_— (ei,€;) >0 i=j
i, €5) = 0 ' '

ortonormélni < (ei, ;) z 7 j
E— (ei,e;)=1 i=j.

Priklad 9. Necht (V, F, ®y, Oy, (+,)) je vektorovy prostor se skalarnim sou¢inem a vzhledem k nému
ortonormalni bazi & = (es,...,e,). DokaZzte, Ze soufadnice [v]g lze vypocitat pomoci vzorce [v]g; =
(v,e;). Vyhodou tohoto postupu je moZnost paralelizace.

Reseni. Soufadnice [v]g jsou dle definice koeficienty linearni kombinace
v=[vlg10Ove Oy Dy [vlg, Ove,.
Provedme skalarni soucin obou stran predchozi rovnosti s vektorem e;

(v,ei) = ([Vle1 Ov el @y - Dy [V]gn Ov ey, e)
= [v]g,1(e1,€) + -+ [Vlgn(en,€) = [V]g,101,; + -+ + [V]g.n0n,i = [V]e,i -
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Priklad 10. Pripomeinime si Grammuv-Schmidtiv ortonormaliza¢ni proces. Mé&me ve vektorovém
prostoru se skalarnim sou¢inem (R* R, ®ps, Ops, (+,*)p),

a e 4 -1 0 0f [e
b f - -1 4 —1 o |f
cl’lg =la b ¢ d 0 -1 4 -1 |g
d hy), 0 0 —1 41 | h
podprostor
1 0 0
1 1 0
<f17f23f3> = < ol>111°11 > =V §R4
0 0 1

Pomoci Grammova-Schmidtova ortonormaliza¢niho procesu vytvorme ortonormalni bazi £ (vzhledem
ke skalarnimu sou¢inu (-, -),) prostoru V.

Reseni. Grammoviv-Schmidtiiv ortonormalizaéni proces je popsan v [3]. Postupné vytvorime orto-
normalizovanou bazi prostoru

(e1) =(f1) =Vi, (er,e2) =(fi,f2) =Va, (e1,ez,e3) = (fi.fr,f3)=V.
Pro hledanou ortonormélni bazi £ = (e, e2, €3) musi platit

Hele: \% (elaeQ)b: 13 HeQHb: 15 ||e3Hb: 1, (elaeQ)b:Oa (elve3)b207 (825e3)b:O'

1. Vektor e; takovy, ze pro ngj plati (e;) = (f1) a soucasné ||e1||, = 1 je ziejmé

1 1 1 62
1 1 1 1 1 1 63
e = ——0 ® = —0 =
BT L1 0 o] [ VBT 0
0 1 4 -1 o] 0 0 0
110 0| B
0 -1 4 -1 0
0 0 -1 4 0
2. Zkonstruujme vektor €y € Vo = (f1,f5) = (e1,fa), tedy €z = f2 s (—a) Opa €; tak aby
0= (&2,e1)y = (f2 Bps (—a) Opa e1,e1)y, = (f2,e1)p — aler,e1)y = (f2,e1)s — v,
tedy
4 -1 0 0 1
1 -1 4 -1 0 1 2
0 0 -1 4110
0 6% ~1
s 1 o 2 . 63 1@ 2
= 4 | ———= 4 = - 4
2 1| ®r NG R 0 3 Or 3
0 0 0
-1 —1
e ! Opa € ! 1@ 2 1 o 2
2= 7= R4 €2 = — Opa = —— Ops
He2Hb 4 —1 0 0 -1 3 g 4\/g g
1 4 -1 0 2
[t 23 0 0 -1 4 -1 3
0 0 -1 4 0
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3. Nyni vas stejné jako nas zifejmé otravuje neustalé pouzivani zapisu Gra a Ops pri kazdém vyskytu
téchto operaci. Proto je zde nebudeme explicitné zapisovat, jelikoz jejich vyskyt bude dostatecné
ziejmy ze zapisu. Zkonstruujme vektor €3 € V = (f1, fa, f3) = (e, ez, f3), tedy &3 = f5—ae; — fes
tak aby

0=(€3,e1)p = (fs —e; — fes,e1), = (f3,e1)p — (e, e1)y — Blez, e1)y = (f3,€1)p —

0= (€3,e2)p = (f3 — ver — fes, e2)y = (f5,€2)p — (€1, €2)p — Ble2,e2)p = (f3,€2)p — 5,

tedy
4 -1 0 0] (1
1 -1 4 -1 0] |1 -1
a:(f&el)b:% 0 0 1 1] o -1 4 -1llo :%
0 0 -1 4| |0
4 -1 0 0] -1
1 -1 4 -1 0 2 7
B_(f3782)b_4—\/§ [0 0 1 1} 0 -1 4 1 3 —m
0 0 -1 4 0
0 1 -1 5
é_0_<—_1)il_<L>L 20 _ 12
T 1 V6/) V6 |0 4/3) 43| 3] 16| 9
1 0 0 16
5
o 1 s 1 =2 1 -2
C sl 4 -1 0 o] 5]\ 6| 2 47T
16
-1 4 -1 0f ]| -2
1
e [5 -2 9 16] 0 -1 4 -1 9
0 0 -1 4 16
Shrnuto
1 -1 5
£— 11 1 2 1 -2
| V6|0 TavB | 3 TavTT | 9
0 0 16
O
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2 Rychla Fourierova transformace (FFT)

2.1 Komplexni ¢isla

K vektorovému prostoru (R?, R, ®g2, ©r2) pFidame operaci nasobeni vektorem
al o c|  |ac—1bd
b| TR | T ad + be
a ozna¢ime (R? R, Pg2, Oge, Opz g2) takto vzniklou pétici C. Lze ukazat, ze (C, ¢, O¢), kde

C:R2a ®Sc = Pre, Oc = Ope2

je téleso, které nazveme pojmem téleso komplexnich &isel. Obvykle zapisujeme

a+bi= [Z]

Vice viz [4], kapitola 2.

Priklad 11. Ukazte, ze inverzni komplexni ¢islo je nutno definovat jako

a _a__
]
Resent. Inverzni komplexnich éislo 2! k &islu z = a-+bi je tieba nadefinovat tak, aby platilo z&cz ! =
w, kde w je neutralni prvek vzhledem k nasobeni komplexnich ¢isel, tj
zOcw=2z = (a+bi)=(a+bi)Oc (w1 + wai) = (awy — bws + i(aws + bwy)),
coz plati pouze pro w = (1 + 0i). Proto
2l =(c+di): 14+0i)=w=20cz "= (a+bi)Oc (c+di) = (ac—bd +i(ad + bc)).
Rozepsanim rovnosti mezi komplexnimi ¢isly dostaneme
1 =ac—bd (r1)
0 =bc+ ad (r2)
arg+ i3 a = (a® 4 b¥)c
- arg: b= —(a®+ b%)d,

coz je ekvivalentni vzorci, ktery jsme chtéli dokazat. O

2.2 Pojmy z integralnich a diskrétnich transformaci

e Fourierova transformace
o= [ s@ermtan @)= [ feemea

e Fourierovy rady

ap, = 1 /7T f(z) cos(nx) dz o 0o
71T oy ; fz) = %ao + Z ay cos(nx) + Z by, sin(nx)
by, = - [ f(x)sin(nx) dx n=1 n—1
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[ N N

e Diskrétni Fourierova transformace (DFT)
N-1 1 Nl
__2mwink 2mink
= fre N, f":NE fre N
k=0 k=0

2.3 (DFT) Diskrétni Fourierova transformace (v 1D)

Pozndamka 12. V této kapitole budeme indexovat slozky vektori od nuly (jako v C, C++, Pythonu, ...)
a ne od jednicky (jako v MatLabu).
Mgjme vektorovy prostor se skalarnim sou¢inem ((CN ,C,®,0,(, >),

N—-1
(w,v) = > [uls[v];,
s=0
a v ném bazi £ = (ep,...,en—_1),
1 i i 2mik(N—1) ] |
e = — ezw]@ko ezwz\ljkl emgv : , kE{O,...,N—l}.
vIN
Jelikoz
N—l N—-1 —_— N-1
< > 1 27r1ks 1 2mils 1 21'r1ks 7271‘7,1\
€er,e;) = —e N = — (§]
S:O s=0 N N N s=0
N-1 N— - 2#1(7;\7 HN
1 2mi(k—1)s 27rz(k 2mi(k=1) N % = 0 k # l
= N E e N = E l-e N
s=0 s=0 % =1 k=1,

je baze &£ ortonormalni vzhledem ke skalarnimu soucinu (-,-). Ve vypoctu jsme vyuzili sou¢tového
vzorce pro geometrickou posloupnost

kzl_anrl

q -

NE

el
Il

0
Tento jednoduchy postup (a ziejmé ne piilis efektivni) je naprogramovan v Matlabovském Kodu

Listing 5: dft _matrix.m
function DFT = dft_matrix (n)

ii = 0:1:n-1; % row vector for i
jj = 0:1:n-1; % row vector for j
W = exp(-1j*2*%pi/n); ) factor (w)
DFT = w.~(ii’*jj); % DFT matrix

Priklad 13. Zkonstruujte bézi € pro C*. Urcete [[1 2 3 4]

e
Resent. Dle definice baze & je
27i-0-0 27i-1-0 27i-2-0 27i-3-0
e 4 e e e 4
27i-0-1 2mi-1-1 27321 27i-3.1
g ( ) 1 e 7\'14 1 e ™ 1 e ™ 1 e 71'7/4
€p,€1,€e2,¢€ — 27i-0-2 — 27i1.2 — 27i-2:2 — 27032
05 5 5, €3 4 e 7\'14 7\/1 e 7m4 5 4 e 7m4 5 4 e 7m4
27i-0-3 27i-1-3 27i-2.3 27i-3-3
e 4 e 4 e 4 e 4
1 1 1 1
111 1 i 1 |—=1| 1 |—4
S\2 |12 =12 172 |-
1 —1 -1 )



n 10 [ 103 ] 10 107 1012
n? 102 [ 105 | 10™ 10™® 1077
nlogyn | 3.3e1 [ 10* | 2.107 | 3-10™° | 4. 10%

Tabulka 2: Srovnani funkef n? a nlog, n.

Zbyva urcit souradnice v = [1 2 3 4]T v bazi &, které spocteme jako [v]e = Pgs[v]s, kde
T
Vls=[1 2 3 4]

1 1 1 1
zn. =T T 1|1 —i -1 )
Fi"% Pecs =Psie =Psce=[ledls, . les]s] = 211 -1 1 -1
1 1 —1 —
1 1 1 1
Sl wy Wi oWl _2m
o1 w?owh Wb YT ¢
1 wi wg wff
tedy [vlg = [10 (=242i) -2 (-2-2i)]" O

Nyni bychom mohli vyuZit ortonormalni baze £ pro zavedeni diskrétni transformace prirazujici vektoru
u = [u]s € C¥ jeho soufadnice [u]le € CV v bazi €. Toto linearni zobrazeni by popisovaly matice
transformace Pg. s a zpétné transformace Ps,. ¢ = PE}_S. 7 historickych diivodu je vSak diskrétni

Fourierova transformace zavedena jako linearni zobrazeni piifazujici vektoru u = [u]s € CV vektor
. ozn

i = V/Nule € CV. Jelikoz

=
L

[u]e, €

i
Nng

=
L
2

I
(wyer) = > [ule(er er) Z ule 10k, = [uler = =0,
1=0 1=0 N
plati pro diskrétni Fouriertv obraz
N-1 N-1 o
i, = VNule, = VN(u,e,) = VN Z [u],[ex], = Z upe N . (15)
n=0 n=0

Dle tohoto vzorce je pro vypocet @t nutné urcit vSechny (je jich N) slozky a vypocet kazdé z nich
zahrnuje provedeni N komplexnich nasobeni a N — 1 komplexnich s¢itani. Potfebujeme tedy cca O(N?)
operaci.

Z obrazu u lze zpétné rekonstruovat pivodni u pomoci zpétné Fourierovy transformace

=

1=
= Oﬁne2Nk. (16)

u, =

2.4 (FFT) Rychla Fourierova transformace (v 1D)

Uvedeme si postup, ktery potiebuje pouze O(N logy N) operaci, coz pro velkd N umoziiuje nékoli-
karadové rychlejsi transformaci (a také zpétnou transformaci, jelikoz ta je vypocetné podobna), viz
tabulka Pl Pro jednoduchost piedpokladejme, ze N = 2°.
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Predtim, nez za¢neme probirat DFT pro obecné b, uvedme si zde piiklad pro b = 3, N = 8. Diskrétn{
Fourieriiv obraz 1ig vektoru ug € C® ziskdme (¢tenaf si laskavé pripomene P¥iklad [[3) pienasobenim

kde
_ws Wg ws
wy wg wa
we vy
Fo— w% wﬁ wg

0 6 12
Wg Wg Wg
0 7 14

wg  wy  wy
Wi wg o wg
W Wl wld
W Wiz W
wi? wl® w0
Wib W W
WIS W w0
W WP W

ug = Fgug
wy W]
wy Wi
wi? wit
wid w2t

24, 98
50 5
P
Wy~ Wy
wi? Wi

= e = e e e
o

11 1
wd Wl Wi
-
wi w? W
wi 1 wg
ws wg wg’
N
wd  w? ws |

Nasobeni matice-sloupec ma slozitost n2. V naSem piipadé viak lze vypozorovat, Ze matice Fg ma
specialni strukturu (napiiklad je symetrickd), a nasobeni touto matici lze provést s efektivnéjsi slozi-
tosti. VSimneme si, Ze preusporadame-li sloupce tak, Ze vezmeme nejprve liché a pak sudé (perg =
[0,2,4,6,1,3,5,7]), dostaneme matici

1 1 1 1 1 1 1 1
2 6 3 5 7
1 wg wg wg|ws wg wg wg
1 wg 1 wg wg wg wg wg
1wl owi wi|wd ws wl wd
Fsl:, perg] = I T T T
1 1 1 1 |wg wg wg wg
1 w% wg w§ w% w% wg w%
1 wg 1 wg|wg wig wg wg
1 w8 wi w?lwl wi wl ws
r 0 0 0 0.,,0 0 0 7
w% cuéi w% wé w§~w% wﬁ-w% wgf-w% w§~w§
T T T T D D T D T D - e
Wg Wi Wy Wi |Wg-Wg Wg Wy Wg- Wy Wg:-Wy
_ | wi Wi wi wi|wiw] wiwl wiwi wi-ow)
= 0 0 0 0 1,0 .0 I A .0
Wg Wy Wy Wy |Wgrlyg Wg Wy Wg- Wy Wg-Wy
W Wl w? wd | wlew? wlewl wlow? wiewd
W W W Wl wlow? wlew? Wbl Wbl
| wi Wi wi owi|wiw] wiw] wi-w] wi-ow) |
[ [(wd 0 0 0] i [ (W 0 0 0
8 8
1 1
F, 0 wg 02 0 F, F, 0 wg 02 0 F,
0 0 wg O 0 0 wg O
B 0 0 0 w B 0 0 0 w [ Fa| D4Fy4
wg" 0 0 0 wg 0 0 0 F4 | —D4F4
F 0 wg’ 0 O F F 0 wé 0 O F
110 0 W of'? 4 0 0 wi O0f'*
i 0O 0 0 wg | i 0O 0 0 wg’
Pro nasobeni vektorem tedy plati
s s l
ug = Fgug = Fgl:, perg] - ug[perg] = Fa| DaFy : u? = F4u§+D4F4u?
F4 | —D4F4 u, F4u4 — D4F4u4
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Misto nasobeni vektoru matici 8 x 8 potfebujeme vynéasobit matici 4 x 4 dva vektory polovi¢ni délky.
Zabyvali jsme se zde pouze operacemi se slozitosti v&tsi nez n, s¢itani vektort a nasobeni diagonalni
matici D4 maji sloZitost n. Stejnou strukturu lze pozorovat nejen na

r .0 0 0 0
Wg Wy Wyg Wy
wi wi wi Wi

Fy=
B (G G

r.o0 ,01],0...0 ,0.,,0 0
Wy Wy | Wi Wy Wy Wy K wij 0 K
Ful:, pery] = wg w% wi wg wi w% - 0 wi | F2 | DsoFs
: 4] = 0 . 00,,2..,0 . 2.,,0 | 0 =
) wy wy | wi-wy wy-ws F| - wy; 0 K Fo | —DsF,
_wg w% wi wg wi w% 0 wi
per, = [0,2,1,3], ale na v8ech Fy, Fy, Fg, Fig, -+, Fan.
Nyni pfistupme k DFT pro N = 2°. Ozna¢me
—27
wy =e N (17)
a uvédomme si, ze pro wy plati
. k(N - - %
(symetrie): wN( ) = w = whkr
C . k(N k+N
(periodicita): wht = wN( ) = w§v+ .
Pak (Vk€0,...,N—1)
N-1
N —2mikn
u, = E u,e N = E unwf\," + E unwf\,"
n=0 neo,...,N—1 neo,...,N—1
n je sudé n je liché
¥ | " : N1 i - i
k2r 2r+1 2 \FT k 2 \~T
=) w4 Y ugawy =) (W) A wk Y v (wk)
r=0 r=0 r=0 r=0
¥ J-1
k
= E ugrwé + wy E Ug W'Y
r=0 r=0

~ k o~
= Ugude,k T Wy Uliché,k

kde jsme v posledni rovnosti vyuzili periodicity w'y = w

2
neme (Vk €0,...,5 —1)

r(k+4) L. p :
N . Rozepsanim posledni rovnosti dosta-
z

~ k
Uy = Ugude,k + Wy Uliche, k
A A k+4 S k A
Uy N = Usudé,k + Wy~ Wiche,k = Usudé,k — W Uliché, k
jelikoz
—omi Y

k-‘rﬂ N —2miy R
wy :w?ij\z, =whe F =whe ™ = —whk .

Tento jednoduchy postup je naprogramovin v Matlabovském Kodu [l a testovaci skript je uveden
v Kodu [l

25



© W N e oA W N

e i e
@R W N R O

© W N e Gk W N

I N S S S R O R O
N = B R N I = =)

© 0 N e U A W N e

=
= o

Listing 6: fft rec.m
function y = fft_rec(x)
if size(x,1)<size(x,1)
x=x7;
end
N = size(x,1);
if N == 1
y = x5
else
omega = exp(-2%pi*1i/N);
k = (0:N/2-1)7;
w = omega. k;

y_e = fft_rec( x(1:2:end-1) ); % FFT of even x
y_o = w.xfft_rec( x(2:2:end ) ); 7% FFT of odd x
y = [y_ety_o; y_e-y_ol;

end

Listing 7: fft _test.m
n = 11; eeps = le-3;

x = (0:2°n-1)°/(2"n-1);

y = 40xsin (1%2%pi*x)+30*cos (2%2*%pi*x)+20*sin (3*2*pi*x)+10*cos (4*2*pixx);
fprintf(1,’ V: nnz: %03d\n’,nnz(y));

% DFT

DFT = dft_matrix (2°n);

t_start = tic; y_dft = DFTxy; t_end = toc(t_start);

y_dft (abs (y_dft)<eeps#*max (abs(y_dft))) = 0; % tresholding
fprintf (1, ’DFT : ... [%45.4f s], tresholded nnz: %03d\n’,t_end,nnz(y_dft));
% FFT_REC

t_start = tic; y_fftr = fft_rec(y); t_end = toc(t_start);

y_fftr (abs(y_fftr)<eeps*max (abs(y_£fftr))) = 0; % tresholding
fprintf (1, FFTr: ... [%5.4f s], tresholded nnz: %03d\n’,t_end,nnz(y_fftr));
% FFT_ITER

t_start = tic; y_ffti = fft_iter (y); t_end = toc(t_start);
y_ffti(abs(y_ffti)<eeps*max (abs(y_£ffti))) = 0; % tresholding
fprintf (1, ’FFTi: ... [%45.4f s], tresholded nnz: %03d\n’,t_end ,nnz(y_£ffti));

% plotting

figure (1) ; hold omn;

plot(x,y ,’-r?);
plot(x,real (DFT >*y_dft )/2°n,’-b’);
plot(x,real (DFT’*y_fftr)/2°n,’-k’);
figure (2); hold omn;
plot(x,real(y_dft),’-r’);

Jelikoz zpétnéa diskrétni Fourierova transformace (I6]) se od Fourierovy transformace (&) lisi pouze
znaménkem ve wy (srovuej (), (I0) a ([I3)), lze algoritmem pro FFT pocitat také zpétnou diskrétni
Fourierovu transformaci (se dvémi drobnymi zménami — zménou znaménka v exponentu wy a nasobeni
N~1). Uvedeme si jesté Kod B ktery je itera¢nim ekvivalentem rekurzivniho kodu FFT.

Listing 8: fft _iter.m
function data_ = fft_iter (data_)

N = size(data_,1);
b = log2(N);
% preprocessing
for iii = 1:b-1
cell_size = 2°(b-iii+1l);
cell_count = 2°(iii-1);
for jjj = l:cell_count
cell_ind = (jjj-1)*cell_size+1l:jjj*cell_size;
data_halfind_odd = data_(cell_ind (1:2 tend-1));
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13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32

data_halfind_even = data_(cell_ind (2:2 :end  ));

cell_halfind_first = cell_ind (1 tend/2) ;
cell_halfind_second = cell_ind (end/2+1:end );
data_(cell_halfind_first) = data_halfind_odd;
data_(cell_halfind_second) = data_halfind_even;
end
end
% iterative fft
for iii = 1:b
cell_size = 27iii;
omega = exp(2*pixli/cell_size);

w = (omega."(0:cell_size/2-1))7;
for jjj = 1:2°(b-iii)
cell_ind = (jjj-1)*cell_size+l:jjj*cell_size;
data_cell = data_(cell_ind);
data_halfcell_first = data_cell ( 1:end/2);
data_halfcell_second = w.*data_cell (end/2+1:end);
data_(cell_ind (1 :end/2)) = data_halfcell_first + data_halfcell_second;
data_(cell_ind (end/2+1:end )) = data_halfcell_first - data_halfcell_second;
end
end

2.5 DFT ve 2D (ve vice dimenzich)
Mgjme vektorovy prostor (C™*™ C,)

M—-1N-1

m=0 n=0

M—-1N-1
- 1 2+ )
i = NN 2 2 e
m= n=
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3 Vybrané rozklady matic

Drive, nez za¢neme kapitolu o vybranych rozkladech matic, pfipomenme si ze zakladniho kurzu linearni
algebry geometricky vyznam vlastnich ¢isel a vlastnich vektord matice. M&me napiiklad symetrickou

matici
1 0.5
A= {0.5 1.3] ’

Na Obrazku [0 vidime &ernou a &ervenou &tvercovou miizku bodii z R?. Pokud pienasobime kazdy
z bodu ¢erné miizky matici A, dostaneme ¢ervenou miizku. Dale vidime na Obrazku[7 dva vektory

_[~0.8023 _ [0.5969
VI=1 05969 * V2T [0.8023

jednotkové délky, které jsou zvlastni tim, ze vektory Avy a Avs jsou s nimi rovnobézné. Tyto vektory
jsou vlastnimi vektory matice A. Vlastni vektory jsou navic na sebe kolmé. Vidime také vektor u =
(v 4+ va)/||v1 + v2l|, ktery ma opét jednotkovou délku, ale jeho obraz Au jiz s nim rovnobézny neni.

V4
H V4
s ’
H |:| VZOry X
» 7 [ | obrazy Ax
- Vv,
] 7 v
f Vi - V2
_ _Vvitva
/ A yA74 EEE u= TVitval
picdia s Avi =\ v
Y4 % 1= A1V1
- = AV2 = )\2V2
— Vi1 Vo
........ Au = Alm + )\2 Vitva

Obrézek 7: Vlastni vektory - motivace
Obrazy Avy a Avy vektorti vy a va jsou s nimi rovnobézné, tedy existuji A1, Ao takové, ze
AV1 = A1V1 a AV2 = AQVQ.

Cislim A1, Ao fikdme vlastni ¢isla matice A. Pokud pouzijeme vektory vi a v jako sloupce ortonormalni
matice

V =[vi|va], WT =1,
plati

AV = VD, D:[

1 0.5 [-0.8023 0.5969 —0.8023 0.5969| 10.6280 0
0.5 1.3 0.5969 0.8023 0.5969 0.8023 0 1.6720

A0
0 Ao’
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Pfenésobime-li ob& strany rovnice AV = VD ortonormalni matici V' zleva, respektive zprava, dosta-

neme vztahy
D=V'AV, A=VDV'. (18)

Viimnéme si ale, ze vlastni vektory vi a vy tvoii ortonormalni bazi prostoru R2. V podkapitole [
vzorec ([[d)), jsme si ukazali, Ze souradnice vektoru se pii zméné baze (ze staré baze £ do nové baze F)
meéni

Vg =Preelvle, Pree=lleilr - [enls]
prenasobenim matici Pr. ¢ zleva. Dokonce miizeme uréit matici prechodu

. R ~0.8023  0.5969
Pree=Perr=Ivile [vale] 7 =V =V = |7 g 08023

od soufadnic ve standartni bazi £ = ([(1)} ; [ﬂ) k bazi F = (vi1,vz). Podivejme se na vzorce (Ig))

z pohledu zmény baze. Mé&jme vektor x € R? a jeho obraz y = Ax. Vime, Ze pro viechny w € R? plati
w=[wlg, [Wr=Prcelw|;= VTw,

tedy

yle =y =Ax=Alx]|; = vDV'" [x]g

Yle = VIVOVT [x], = DVT [x];

[yl =DI[x]x.

VT

Pravé jsme zjistili, Ze pouzijeme-li misto standartni baze &€ prostoru R? novou bazi F, budeme misto
matice A pouzivat diagonalni matici D.

Student si rozmysli, jaky je rozdil pii feSeni soustav s plnou matici a nebo s diagonalni matici. Jak
se bude lisit vypocetni naro¢nost z hlediska poc¢tu nasobeni realnych cisel pro soustavy velikosti n?
Jakym lze paralelizovat feSeni soustavy s plnou matici a jak s diagonalni matici?

3.1 Vybrané ortonormadlni transformace

V zakladnim kurzu linearni algebry byly zavedeny elementarni fadkové operace a jejich maticova
reprezentace. Slouzily nam napfiklad k popisu Gaussovy elimina¢ni metody a LU rozkladu. Kazda
elementarni fadkova uprava byla reprezentovana nésobenim regularni matici T; zleva. Sekvence ele-
mentarnich radkovych uprav odpovidala nasobeni zleva matici T = T, - --- - T1. Souéin regularnich
matic je rovnéz regularni, nasobeni obou stran soustavy linearnich rovnosti regularni matici neméni
FeSeni a proto Ize soustavu Ax = b upravit na

(TA)x =Cx =Tb.

Upravy volime tak, aby matice C byla pro feSeni soustav vhodnéjsi. Napiiklad kdyz je A € R™*"
libovolna matice, lze soustavu fesit za pouziti O(n®) operaci mezi realnymi &isly. Pokud je matice C
Hlepsi, 1ze vypocetni naro¢nost zredukovat.

| matice C | FeSeni soustavy | spektralni rozklad C = CT |
plna O(n?) O(n?)
trojahelnikova O(n?) -
tridiagonalni O(n) O(nln(n))
bidiagonalni O(n) -
diagonalni O(n) O(n)
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Jelikoz se budeme v nésledujicich kapitolach zabyvat vybranymi rozklady matic, kdy vzdy alespon
jedna z vyslednych matic je ortonormalni, probereme si v této kapitole dvé znamé transformace, je-
jichz transforma¢ni matice je ortonorméalni. Pokud budeme pomoci sekvence téchto ortonormalnich
transformaci schopni prevést vstupni matici na pozadovany tvar, bude vysledna transforma¢ni matice
ortonormélni. Naptiklad pokud budeme chtit rozlozit matici A na soucin QB, kde matice Qje ortonor-
maln{ a matice B je ,p&kngjsi* (t¥eba horni trojihelnikova) nez A a povede se nam to pomoci sekvence
ortonormélnich transformaci

A= AI=T1iA - AA=TAT - A3 =T3A; — ... - B=T,A,._1

lze psat

B=T,An_1=-=T,Tp_1---ToTIA=TA, kde T=T,T,_1---ToT;y.
Pozadovany rozklad A = QB = T~ 'B = T'B uZ obdrzime snadno. JelikoZ jsou viechny matice
Tq,..., T, ortonormalni a sou¢in ortonormalnich matic ziistava ortonormalni, je matice T i jeji trans-

pozice Q ortonormalni.

Tak nyni uz ke slibovanym dvéma ortonorméalnim transformacim. Podivejme se na tlohu, kdy
chceme zobrazit vektor x na vektor rovnobézny s vektorem ejtak, aby vysledny vektor mél stejnou
délku jako vektor x. Vysledkem tedy bude ||x||e;, nebo -||x|le;. Takovy vysledek umime geometricky
reprezentovat dvémi transformacemi: zrcadlenim, nebo rotaci.

3.1.1 Householderovo zrcadleni

Obrazek 8: Householderovo zrcadleni

Méjme vektor x, ktery chceme zrcadlit na [|x|le,. Zrcadleni je dano nadrovinou, kterd v naSem
pripadé bude prochazet nulovym vektorem, aby vysledna transformace byla linearni a dala se pak
reprezentovat ndsobenim matici zleva. Takovou nadrovinu uréime k ni kolmym vektorem w, po kterém
budeme navic poZzadovat jednotkovou délku, viz Obrazek[Rl Zrcadlenim vektoru x se neméni jeho délka,
obraz tedy bude mit délku ||x|| a lze jej zapsat jako ||x||e;. Z Obrazku [} je patrné, ze vysledny obraz
Ix|/le1 = x — u, kde vektoru u je dvojnasobkem primétu vektoru x do sméru daného jednotkovym
vektorem w. Celé si to muZeme zapsat jako prenasobeni zleva matici H:

Hx = |x|le1 =x—u=x—-2(x,w)w = x — 2w(w’'x) = (| = 2ww")x, |[w| =1,
kde u = x — [|x]|e; = 2(x, w)w, tedy

u x — ||x]|e; . (19)

w=—
ufl  fx = [Ix[lex]]
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Nejprve si dokdzeme nékolik vlastnosti matice H.
e H je symetricka, jelikoz H* = (I — 2ww*)* = I* — 2 (ww*)" = | — 2(w*)"w* = | — 2ww* = H.

e H je ortonormalni (dokonce H™! = H), jelikoz HH = (I —2ww*) (I — 2ww*) = | — 4ww* +
=1

~ =
dwwww* = |.
V piipadé, ze (x,e1) < 0 chceme vektor x zrcadlit na vektor —||x|le; a zméni se —||x|le; =x —u a
tedy i predpis pro
u x + [|x]|e;

W= = XA (20)
all  fx+ [[x[lex]]

Priklad 14. Najdéte ortonormélni matici H takovou, ze prevede matici

2 —4 1
A=|-1 -1 1
2 -1 -2
na horni trojihelnikovou.
Resend. Nejprve najdeme matici H; Householderova zrcadleni, které prvni sloupec x; = s1(A) =

[2,—1,2]" matice A pfevede na 3e;. Pouzili jsme vzorec (I9) a ne (20), protoze (xi,e;) =6 > 0 a
Ix1] = V22 + (—1)% + 22 = 3. Pak

2 3 [—1 u e
u= _1 — 0 = _].7 W= — — —— —1,
2 0 2 Hu|| \/6 92
[1 0 0 2'—1' 2 -1 2
Hi=0 1 0| -2 |-1|[-1 -1 2]==|-1 2 2
6 3
0 0 1 | 2] 2 2 -1
3 -3 -1
Al=H,A=10 0 -1
0 -3 2

Matici H1A neni horni trojuhelnikova, ale k nasemu cili uz potfebujeme pouze dostat nulu na pozici
(3,2). To provedeme opét pouzitim Householderova zrcadleni pro druhy sloupec, které pievede vektor
x5 = [0,0, —3] na vektor e,

0 0 0] u ] 0
u= o - 1|3{=|-3|, w=—=—1-1],
_3 0 -3 ||uH \/5 1
1 0 0 1 [ 0] 1 0 0
H2=010—§—1[0—1—1}=0 0 -1
0 0 1 | —1] 0 -1 0
3 -3 -1 2 -1 2
Ay = HoA; =HoH A= [0 3 —2], H=H2H1=g -2 -2 1
0o 0 1 1 -2 -2

Povsimnéme si, Ze pro druhou transformaci jsme pouZili vektor x2 a ne sa(A1). Vektory se lisi pouze
v prvnim éisle a ¢tenaf si odpovi na otazku, pro¢ jsme to udélali. O
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Listing 9: matrix factorization test.m

n = 30; m = 20;

% QR test

A = rand(m,n);

[R,Q] = householder (A,’qr’);
disp(num2str (norm(A-Q*R)/norm(A)));

% tridiagonalization test

A = rand(n); A = (A+A’)/2;

[T,P] = householder (A, ’tridiag?’);
disp(num2str (norm(A-P*T*P’)/norm(A)));
% SVD test

A = rand(m,n);

[T,P1,P2] = householder (A,’bidiag’);
disp(num2str (norm(A-P1*T*P2)/norm(A)));

Listing 10: householder.m

function [A,P,P2] = householder (A,type)

m = size(A,1); n = size(A,2); mn = min([m nl);
P = eye(m);
P2 = [1;

if nargin<2, type=’qr’; end 7 type
switch type
case ’qr’
for iii=1:mn-1

{’qr?’,’tridiag’,’bidiag’}

zeros (m,1) ;

zeros(n,1);

x = zeros(m,1); normxe = zeros(m,1);
x(iii:end,1) = A(iii:end,iii);
normxe (iii,1) = norm(x);
u = X - normxe;
w = u/norm(u);
P_ = eye(m)-2%w*(w?’); P = PxP_; A = P_*A4;
end
case ’tridiag’
for iii=1:mn-1
alpha = -sign(A(iii+1,iii))*sqrt(sum(A(iii+l:end,iii)."2));
r = sqrt( (1/2)*alpha*(alpha-A(iii+1,1iii)) ); w =
w(iii+1) = (A(iii+t ,iii)-alpha)/(2*r);
w(iii+2:end) = (A(iii+2:end,iii) Y/ (2%r);
P_ = eye(m) -2*xwx(w’); P = PxP_; A = P_xAxP_;
end
case ’bidiag’
P2 = eye(n);
for iii=1:mn-1
% row operations
x = zeros(m,1); normxe = zeros(m,1);
x(iii:end,1) = A(iii:end,iii); normxe (iii ,1) = norm(x);
u = X - normxe; w = u/norm(u);
P_ = eye(m) -2*xwx(w’); P = PxP_; A = P_xA;
% column operations
alpha = -sign(A(iii,iii+1))*sqrt(sum(A(iii,iii+l:end)."2));
r = sqrt( (1/2)*alpha*(alpha-A(iii,iii+1)) ); w =
w(iii+1) = (A(iii,iii+1 )-alpha)/(2%r);
w(iii+2:end) = (A(iii,iii+2:end) Y/ (2x1);
P2_= eye(n) -2xwx(w’); P2=P2_%*P2; A = AxP2_;
end
otherwise
error (’householder (A,opt) ... opt: ’’qr’’ or ’’tridiag’’ or

end
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3.1.2 Givensova rotaéni matice

Givensova rota¢ni transformace transformuje dvojici fadki (nasobeni Givensovou transformac¢ni matici
zleva), respektive sloupcii (nasobeni zprava) tak, Ze na ni provede 2D rotaci o néjaky dhel «

[ri(A)] - {cos(a) —sin(a)] [ri(A)] _ [cos(a)ri(A)—sin(a)rj(A)

r;(A) sin(a) cos(a)| |rj(A) sin(a)r; (A) + cos(a)r; (A)
Lehce odvodime, ze Givensova matice
M e 0 -+ 0 - 0]
0 c —s 0
Giija) = |: |, kde ¢ = cos(a), s = sin(w),
0 s c 0
0 - 0 -~ 0 - 1]

1 0 . ..l —s
nahradime matici

0 1 s ¢

rovinné rotace ve 2D o uhel a (proti sméru hodinovych ruci¢ek). O Givensové rota¢ni matici mizeme

snadno ukazat, ze

vznikne z jednotkové matice | tak, Ze 2 X 2 podmatici | 5},{4,5}) = [

e Matice M = G(; j o)A se lis od matice A pouze v fadcich i a j.
e Matice G(; j ) je ortonormalni

V drtivé vétsiné pripadia bude thel « volen tak, aby rota¢ni transformace prevedla néjakou dvojici
[a,b] T na vektor [r,0]", kde r = ||[a,b]||. Posloupnosti takovychto tprav pak lze nulovat nékteré
pozice v upravované matici. Zdrojovy Matlabovsky Kod [Tl ktery pro vstupni dvojici a, b vraci trojici
¢, s,r je prevzat z wikipedie.

Listing 11: givens rotationx.m

function [c,s,r] = givens_rotation(a, b)
if b == 0;

c = sign(a); s = 0; r = abs(a);

if(c == 0); c = 1.0; end %MatLab’s sign function returns O on input O.
elseif a == 5

c = 0; s = sign(b); r = abs(b);
elseif abs(a) > abs(b);

t = b/a;

u = sign(a)*abs (sqrt(1+t*t));

c = 1/u; s = c*t; r = a*u;
else

t = a/b;

u = sign(b)*abs(sqrt(1+t*t));

s = 1/u; c = s*t; r = bxu;
end ;

Priklad 15. Najdéte ortonormalni matici G takovou, Ze prevede matici

2 -4 1
A=1-1 -1 1
2 -1 =2

z piikladu [I4] na horni trojuhelnikovou. JelikoZ piiklad nelze zkonstruovat tak, aby vychézela ,p&kné‘
¢isla, vypocet naznacte symbolicky.
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Resent. Nejprve najdeme matici G; Givensovy rotace, ktera znuluje ¢islo na pozici (3,1). VyuZijeme
. . . T T
pro druhy a tieti fadek (ale mohli bychom vyuZit i prvni a tieti), tedy rotujeme [—1 2] na [T1 O] ,

— VPP = V5

1 0 0 2 -4 1 2 4 1 . 1 5 5
Ao=GA= 10 ¢ —s1| |-1 -1 1| =|Vp —= VBl ¢=—=——F s=-"=-".
0 s1 e | 2 -1 =2 0o = 0 " V5 EENE

NG

Dale znuluje ¢islo na pozici (2,1) pomoci prvniho Fadku. Zde rotujeme [2 —\/S]T na [Tg 0

re = 1/(2)2 + (—V5)2 =

c —sy 012 4 1 3 3 -1
2 2 5 5
A3:G2A2: S92 Co 0 \/5 _% —\/5 =10 % —% , Cp = — = —, 82:_£:_£'
o o0 1l|lo = ¢ 0 2 0 rz 3 ! 3
NG V5
Zby 1 1 druhého Fadk ?). Zd 5]l
yvé znulovat ¢islo na pozici (3, 2) a to pouze pomoci druhého fadku (pro¢?). erotujeme{ = \/5}
na [’f‘ “
-3 -1 3 -3 -1 6 9 3 1
6 _ 5 /5 NG
A3z = G Ay = 0 =10 3 2,3 =L2=" s3=-X2=__
3 2M2 \/ig \65 O O 1 3 3 \/5 3 " \/g
V5
Tedy
3 -3 -1 2 -1 2
=GA=G3GGA= |0 3 —2|, G=G3GyG; -2 -2 1
0o 0 1 1 -2 -2
0

Student si odpovi na nékolik nasledujicich otazek k prikladu [I5]

e Kdybychom chtéli nyni pomoci Givensovy rotace znulovat ¢islo na pozici (1, 3), ztistaly by nuly
pod diagonélou zachovany?

e Pokud bychom méli matici n x n, kolik iprav bychom potfebovali pro Gpravu na horni trojtihel-
nikovy tvar pomoci

— sekvence matic Householderova zrcadleni

— sekvence matic Givensovy rotace
o Jisté jste zjistili, ze sekvence je pri pouziti Givensovych rotaci delsi. Jak to ale bude z hlediska
poc¢tu nasobeni realnych ¢isel?
3.2 Bidiagonalizace, tridiagonalizace

V kapitole [l jsme si pFipoméli, jak se méni matice bilinedrnich a kvadratickych forem pii zméné bazi.
Kdybychom uméli najit baze takové, ve kterych bude matice diagonalni, bude se ndm s ni dobfe pra-
covat. Omezime se navic jen na baze ortonormalni. V této podkapitole se zaméfime na prvni mezikrok
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ke kyzenému diagonalnimu tvaru.

R™*" 3 A = najdi A=UBV' kde U=U', V=VT a B je bidiagonalni
A" =A= najdiA=UTU" kde U=U" a T je tridiagonalni

S bi— a tri— diagonalnimi maticemi se sice nepracuje tak snadno jako s diagonélnimi, feSeni soustav je
ale mnohem jednodussi (+rychlejsi) a prevedeni matice do bi— a tri— diagonalnich tvari je pomérné
snadné.

3.2.1 Ortonormalni prevod symetrické matice na tridiagonalni tvar

Méjme symetrickou matici A, kterou chceme postupné po sloupcich a fadcich prevést na tridiagonalni
tvar pomoci ortonormalnich transformaci. V nasledujicim schématu zna¢ime x libovolnou hodnotu,
ktera nemusi byt nutné nula.

(a1 b T (a1 by T
b1 bl
Ti | Tip1 Tig2 T a; | b
Tip1 | X X x | =A — HAH = b | x x X
Tito X X X X X X
I Tn X X x| i X X X ]
Tohoto lze z matice
T, O
A= ) XZTH
O xiy1 | A
docilit pomoci Householderovy matice H = HT ve tvaru
I; | O b
I R
jelikoz a; = x; a
- 0]
HAH = | & 3_ } o ‘ X/ [ Ié 3_ }
- ! O xi;1 | A !
I 0 0]
_ K ‘xjﬂ {|i|o] Ti ‘ b, 07
i 0 0 H;A; 0] 0 ‘ H;A;H;

Kod pro tridiagonalizaci je

Listing 12: givens rotationx.m

function [c,s,r] = givens_rotation(a, b)

if b == 0;

c = sign(a); s = 0; r = abs(a);

if(c == 0); c = 1.0; end %MatLab’s sign function
elseif a == 0;
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c = 0; s = sign(b); r = abs(b);
elseif abs(a) > abs(b);

t = b/a;

u = sign(a)*abs(sqrt(l+txt));

c = 1/u; s = c*t; r = a*u;
else

t = a/b;

u = sign(b)*abs(sqrt(l+txt));

s = 1/u; c = s*t; r = b*xu;
end ;

3.2.2 Ortonormalni prevod matice na bidiagonalni tvar

Pokud chceme rozlozit nesymetrickou matici, nevystacime si s jednou ortonormaéalni matici, ale budeme
potiebovat dvé. Bez Gjmy na obecnosti budeme predpokladat, ze m < n. Prevod na bidiagonalni tvar

je zalozen na podobném schématu jako v predchozi podkapitole

ar b ar b
T; X X - X a; | b;
Tiy1 | X X x | =A — HAH, = X
Ti42 X X X X
L Ty | X X e X i X
coz lze blokové zapsat
0

B; b 0

- i—1 T

A= o’ ; Yi+1

O xiy1 | A

Pomoci nasobeni zleva Householderovou matici H; = H;" ve tvaru

Zg
li— 1 (0] Tit1 B _ag
H _'{ 0 HLi 3 HLl : _'Hlﬂxl‘_ 0
T
obdrzime ) )
a1 bl
i | Yi+1  Yit2 Yn
H;A X X X
X X X
L X X X

Vynasobenim zprava druhou Householderovou matici H, = H,| ve tvaru

l; | O
Hr—|:o Hml’ =[ yin
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obdrzime

ap by
a; | b;
H;AH, = X X e X
L X X X

3.3 QR rozklad

Necht A € R™*™ je libovolna matice. Pak existuji ortonormalni matice Q € R™*"™ a horni trojtuhelni-
kova matice R € R™*"™ takové, Ze

A =QR.

Analogicky bychom mohli definovat rozklady A = QL, A = RQ a A = LQ kde L je dolni trojihelnikova
matice. Jak takovy rozklad spoé¢ist? Lze pouzit Grammova-Schmidtova ortonormaliza¢niho algoritmu,
Givensovych rotaci (ty probereme pozdé&ji), nebo Householderovyh zrcadleni, které si zde popiSeme.
PoloZzme si otazku, jak ziskat rozklad matice A = QR. VySe jsme si ukazali jeden ze zpusobu jak
utvorit ortonormalni matici P. Soucin ortogonalnich matic P = P, - - - PoP; je ortonormalni matice. Co
kdybychom volili matice P; tak, aby postupné prevedli matici A na horni trojuhelnikovou matici R?
Idealni by bylo, aby méla matice P;1A v prvnim sloupci nuly pod hlavni diagonalou, matice P2P1A by
méla nuly pod diagonalou v prvnim a druhém sloupci, a tak dale. Toho lze docilit sekvenci House-
holderovych, ¢ Givensovych transformacnich matic, existuji vSak také efektivnéjsi metody. Télo QR
faktorizace pomoci Householderovych transformaci je uvedeno v Kodu [I0 a testovano souborem

3.4 Spektralni rozklad

V tvodnim kurzu linearni algebry byla tato kapitola probrana a zabyvala se od zac¢atku symetrickymi
maticemi. Zde tuto latku na zac¢atku malicko zobecnime o nékolik poznatkt pro nesymetrické matice,
hlavné v8ak na konci probereme jeden ze zpusobi, jak ziskat spektralni rozklad numericky.

Necht A € R™*" je &tvercova matice. Vektor v nazveme vlastni vektor matice A prave tehdy kdyz
pro néj existuje skalar \ takovy, ze

Av = \v, coZ je totéz jako (A — Al)v =0.

Geometricky to znamend, Ze vektory v a Av jsou rovnob&zné. Dvojici (A, v) fikdme vlastni ¢islo a
vlastni vektor matce A.
Matici A € R™ ™ s n linearné nezavislymi vlastnimi vektory lze zapsat ve tvaru

A=QAQ',

kde Q € R™*" je matice, ktera vznikne zapsanim n normalizovanych vlastnich vektori postupné do
sloupctt a matice A € R™*" je diagonalni a na jeji diagonale jsou postupné vlastni ¢isla matice A.
Tomuto zapisu se fika vlastni rozklad matice A. Matice, které lze takto rozlozit nazyvame diagonizo-
vatelné, nékteré diagonalizovat nejdou.

Priklad 16. Spocitejte vlastni rozklad matic
10 10
A_L 3} aB_L 1]'
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Resend. 7 definice spoc¢teme vlastni ¢isla a vektory

1 1-A

o A:
1—A 0
det(A—N)=|" " 50 |=(1-0B-% = re{1,3}
o A - 10 0f N e/ 7\717i—2
e e I e e 1
- -2 0] . - 0 v 0
Ao =3: 0—(A—A2|)V2—|: 1 O:|V2 :>V2—|:1:|p:>V2_|;z|_|:1:|
tedy
=2 9 =5
o[ ] 3T 1
5 7 1
e B:
det(B—)\I)_‘l_/\ 0 ‘_(1—/\)2 = M=X=1

0=(A—A)¥v= [(1) 8}\7 = V= mp

vidime, ze k dvojnésobnému vlastnimu ¢islu A = 1 lze v nasem piipadé sestavit pouze jeden
vlastni vektor v = [01]T. Chybi ndm druhy vlastni vektor k sestaveni matice Q. Matice A neni
diagonalizovatelna.

O
Priklad 17. Co jsou vlastni ¢isla a vektory matice A™?
Reseni. 7 defininice
Av =)Xv = Av=A"1Av = A" A\v = MA" v = AA" 2Av = A2A" 2y = Ay,

coz 1ze shrnout do zavéru, ze s mocninou A se vlastni vektory neméni, vlastni ¢isla se méni s mocninou.
O

Dale se zabyvejme nékterymi vlastnostmi vlastniho rozkladu

e Charakteristicky polynom

Pro matici A € R™*" je determinant |A — M| je polynomem n-tého fadu proménné A. Tento
polynom nazyvame charakteristicky polynom. Dle zakladni véty algebry jej lze rozvést ve tvaru
soucinu kotenovych ¢initelt

A=A =0 =2 Qo =2 = (N + (AN ++ [N (@)

e Invariantnost vzhledem k podobnosti matic

Necht (A, v) je vlastni dvojice matice A, tedy Av = Av. Pro jakoukoli matici B podobnou matici
A, tedy B = TAT !, plati
BTv =TAT 'Tv = TAv = ATv.

Plati tedy, Ze podobné matice maji stejna vlastni ¢isla. Navic maji podobné matice také stejny
charakteristicky polynom, jelikoz

TAT ! = X[ = [TAT ! = ATT = [T(A=A) T = [T|[A= X[ [T = [A = AI[.
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e Soucin vlastnich ¢isel matice
Dosazenim A = 0 do charakteristického polynomu (2I)) dostaneme, %e determinant A je roven
soudinu vlastnich ¢isel.

e Soucet vlastnich ¢isel matice
Charakteristicky polynom lze také s vyuZzitim rozvoje determinantu podle fadku zapsat ve tvaru

n n

A=A =TTAs =) +pa2(N) = pha(N) + QA (A" + (=)™

i=1 i=1
Porovnanim koeficienttt u (—\)"~! s rozvojem 1)) plyne, ze >, A\ = > i Aui.

Dale se budeme zabyvat pripadem, kdy je matice A redlna a symetrickd. V tomto piipadé jsou vlastni
¢isla realné, vlastni vektory prislusné vlastnim ¢islim jsou ortogonalni a vlastni vektory pfislusné
vicenasobnému vlastnimu ¢&islu lezi tvoii podprostor dimenze rovné této nasobnosti. Vlastni vektory
1ze tedy zvolit ortonormalni a z vlastniho rozkladu matice se stane spektralni rozklad matice

A=QDQ".

3.5 Singularni rozklad (SVD)
Necht A € R™*" je libovolnd matice. Pak existuji ortonormalni matice U € R™*™ a V € R"*" a
diagonalni matice S € R™*", na jejiz diagonale jsou vlastni ¢isla matice

VA*A prom >n

VAA* pro m <n

takové, ze
A=USVT.

Tomuto rozkladu fikdme singularni rozklad. Cisla na diagonéle matice S se nazyvaji singularni ¢isla
matice A.

standadni verze (full SVD)
A =U SV’

mxn mxXmmXnnxXn

v MatLabu: [U,S,V]=svd(A)

redukovana verze (reduced SVD)

Uu S v~ m>n
A — mXnnXnnxn
mxn U S V¥ m<n

mxXxmmXmmXn

v MatLabu: [U,S,V]=svd(A,’econ’)

pro fidké matice v Matlabu (aproximace hodnosti ¢): [U,S,V]l=svds(A,q)

e Aproximace matice matici nizsf hodnosti (low rank approximation). Necht h(A) = r pak
T T
A= ZAl = Zaiuivf
i=1 i=1
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Zkracenim této sumy z r na ¢ ¢lenit dostaneme matici

q
Aq = Z O'l'uiV:
i=1
pro kterou plati

> a2 = |M|lr

i=1 j=1

HA—Aq

| =0 kde [M]2 <

Priklad 18. Spocitejte singularni rozklad matice

SEE |

Resend. 7 definice spoc¢teme vlastni ¢isla a vektory

e A: Chceme najit vektory vi,vi € R? auy,u; € R? a kladna ¢&isla 01 a 09 takova, ze Av; = o;u;,
tedy
AV=US & A=USV"

Misto hledani trojice U, S, V budeme hledat pouze dvojici S, V:

ATA =VSTUTUSVT =VS?VT = Vdiag(c?,03)V "

Tedy
T, 4 =3[ 4 4 [25 7
AA= 3] {—3 3]_[7 25}
125 = A 7 . N2 40 22 — () — _
0_’ . 25_A}_(25 A)% =49 = A2 — 50\ + 576 = (A — 32)(\ — 18)
25-32 7 |_[-7 7 _ 1
7 25-32) " | T -7 1=4 1

25-18 7 1_[r7 11
7 2518 |7 7 V25 -1

o1 =/ = V3E = 43
o3 = /3 = VIS = 32
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e B: Tedy

o=y L 0

0:21/\ li)":(2_)\)(1_)\)_1:)‘2_3/\""1:(/\_3—'—2\/5)(/\—3_2\/5)
2_3+2\/5 1 _1[1_\/5 9 ] B . [ . ]

1 1 3+2\/5 _5 2 _1_\/5 :Vl_\/ﬁ 1_\/5
2 345 1 3[1+\/5 2 ]:> _;[1_\/5]

1 1_372\/5 T2 2 ~1++5 —\/m )

2
~ [3-5
09 = )\2: D)
Bv[l o} 1 [ -2 1—@ 1 [ -2 1—\/5]
L1 Vio—2511-v6 2 V10— 2y5 [-1-v5 3-5
/345 0
=U 2 =US
O 3—\/5
2
U—BVS o 1 [ —2 1—\/5} v
~1-v5 3-+5 2
V10 —2/5 V5 0 V33
NG —ﬁ 1;‘(% 1 _2/3-v5 (1—\/5)2\/3+\/5
- — _ 14V 3-V6 | T e (1+V5)V/3-v5  (3=VE)V3+V5
10-2v5 V316 3.5 55 |- 2 2

_\/I ~V5-v5 /545
V10 =545 5—56

(e

_ * i - 5_\/5 - 5"‘\/5
B_USV_\/?OL\/SJF\/S V5—+5 0 %% 10-2y51-V56 2

Je vidét, ze tento na prvni pohled jednoduchy piiklad je pii vSem tom pocitdni s odmocninami
pocetné narocny.

O

Priklad 19. Spocitejte spektralni a singularni rozklad matice
5 4
A= [ ; 5] |
Resent. 7 definice spo¢teme vlastni ¢isla a vektory
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e Pro spektralni rozklad utvorime charakteristicky polynom a vypoc¢teme vlastni ¢isla
det (A—A)=(5-A)°—(=4)°, = [5—X =4, = ) e{1,9}

zbyvaji urcit vlastni vektory

4 4 1 [ 1
OZ(A—/\1|)V1:|: 4 4:|V1 = vl:%_—l]
4 4 171
O—(A—/\2|)V2—|: 4 _4:|V2 :>V2_ﬁ_ 1:|

tedy

R RSEEOI [ RN [ F EA

e Pro singularni rozklad A = USV T matice A spoéitame jednu z matic AAT, nebo AT A a provedeme
jeji spektralni rozklad. V nasem pfipadé je to jedno, protoze mame symetrickou matici

41 40

—_ATA —
M=A A_Lo a1

], det (M — Al) = (41 — \)® —40%, = [41 — \| =40, = X € {1,81}

vlastni vektory matice M jsou

40 40 1 1

OZ(M—)\ll)Vlz |: 40 40:| Vi = Vl:ﬁ |:_1:|

—40 40 1 1
OZ(M—)\2|)V2=|:4O _40]V2 :>V2:E|: 1:|

Zatim jsme spocitali

= a ) s v = vl [y 8][4

0 81
10 1 (11
<[y 3] v=gla

a zbyva uréit U. Z rovnosti A = USVT vime, ze

Wl s -l -l 0
|

tedy znédme

1 0
ool ]
1

A=USVT.

Pozorny ¢tenar si jisté v8iml, ze singularni rozklad vySel stejné jako spektralni. Hloubavy étenar
si jisté polozil otazku, zda je tomu vzdy, kdyz se jedna o singulérni rozklad symetrické matice.
A ¢tenafr, ktery neni lenoch, si na tuto otézku jisté spravné odpovi.

O
Jak spocist SVD rozklad?
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3.6 Vyuziti spektralniho rozkladu v informatice
3.6.1 Low rank approximation

Mgje jakoukoli matici A € R™*™ a jeji SVD rozklad A = USVT = 3P w;s;v/, p = rank A. Pfipo-
menme, ze Frobeniova norma matice je

m n
DD lail.

i=1 j=1

IAllF =

Lze dokazat, 7ze pro netplny SVD rozklad matice (k < p) plati

k

IA=Aklp=[A=> wsv,| = min [|A=M]|, ,
— MgR™X™
=1 F rank M=k

v

tedy ze k—rank SVD rozklad Ay matice A je ze vSech m x n matic M hodnosti k£ nejblizsi matici A ve
Frobeniové normé.

Méjme napfiiklad obrazek ve stupnich Sedi, ktery mtizeme chépat jako matici s hodnotami mezi 0
a 255. Jak se bude lisit pivodni matice od k rank aproximace muZzeme zjistit po spusténi Koédu[I3l Na
Obrazku [0 vidime originalni obrazek a jeho low rank aproximace pro k € {1,10,20,100} a rozlozeni
singulérnich ¢isel v log—log skale.

original image 1 vectors 10 vectors

Obrazek 9: Low rank approximation obrazku

Listing 13: svdpicture.m

name = {’zebra.jpg’,’ice_and_pylons.jpg’,’weight.jpg’,’trees.jpg’l};
A_ = imread (name{4});
A = (double(A_(:,:,1))+double(A_(:,:,2))+double(A_(:,:,3)))/3;
for iii=1:3, A_(:,:,iii) = uint8( A); end; image(A_);
[U,S,V]=svd(A);
for n = 1:200

AA = U(:,1:n)*S(1:n,1:n)*(V(:,1:n)?);

for iii=1:3, A_(:,:,1iii) = uint8(AA); end; image(A_);
title ([num2str(n),’ vectors’]);
pause (0.2) ;

end
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3.6.2 MNIST (Latent semantic analysis, ...)

Uz vime, Ze pomoci SVD umime nahradit (nepfesné) néjakou matici jeji SVD aproximaci. To ndm muze
pomoci, pokud potifebujeme touto matici mnohokrat nasobit a nepotiebujeme pocitat uplné presné.
Musime si ale uvédomit, Ze vypocet SVD je pomérné naro¢ny a pro komprimaci/dekomprimaci dat
pouzivame efektivnéjsi algoritmy. Casto ale potiebujeme na zakladé néjaké ,ucici“ datové sady vymyslet
kritérium, které pak bude uplatiiovano mnohokrate poté na ,testovacich® datech. Nabizi se nam cela
paleta algoritmu, které lze vyuZzit a my si zde probereme nékolik variant, jak lze uplatnit SVD.

Na strance k MNIST databazi (odkaz v zavéru kapitoly) nabizaji autoii ke stazeni databézi 60
tisic nascanovanych 28 x 28 pixelovych obrazkua cifer 0-9. Tato ,uc¢ici databize ndm bude slouzit
k vytvoreni klasifika¢niho kritéria. Pomoci vytvoreného kritéria budeme mit za tikol prifadit jakémukoli
nové obdrzenému obrézku cifru 0-9. Pro tyto ucely méame k dispozici druhou ,testovaci“ databézi,
¢itajici dalsich 10 tisic obrazku. Autori déle na své strance srovnavaji cca klasifika¢nich 30 algoritmu
ze sedmi skupin matematickych pfistupti. Nasi metou nebude konkurovat t€m nejlepsim, ale vytvofit
vibec néjaké jakz-takz fungujici kritérium.

Jak vlastné doposud umime méfit odlisnost”, & ,piibuznost“? Ve vektorovych prostorech (se ska-
larnim soudinem) umime méFit vzdalenosti a thly. Na Obrazku [0 vidime ¢erveny bod v R? k némuz
mame za tkol najit ,nejblizsi bod ze Sesti ¢ernychbodi. Je patrné, ze vysledny kandidat zavisi na
zvoleném zpiisobu méfeni. Z tohoto obrazku nelze Fici, které kritérium je lepsi. To bude zéaviset na
uspésnosti naseho klasifika¢niho algoritmu na testovacich datech.

Obrazek 10: Méfeni — vzdalenost vs thel

Kazdy z ,,u¢icich” obrazku prevedeme do vektoru. V nasem pripadé to provedeme prostym sefazenim
sloupcii pod sebe, ale jisté vas napadne nékolik jinych zpisobt (které mohou byt mozné i vhodnéjsi).
Vznikne tak matice A € R“*P_ kde u je pocet ,uéicich* obrazka a p je pocet pixeli v jednom obrazku.
Pfipominame, Ze vSechny obrazky maji stejnou velikost, tedy jdou coby fadkové vektory uspotradat do
matice.

Pokud nejsme omezeni pocitacovym vykonem, muZzeme porovnéavat kazdy testovaci obrézek s kaz-

dym ucicim (téch je 60 tisic) a naptiklad vybrat 20 nejblizsich a na zakladé jejich klasifikace rozhodnout,
co dané testovaci cifra znamena. ,Blizkost* ur¢ujeme na zaklade (viz Kod [14)

e nejmensi délky (282 odéitani a mocnéni na druhou, 282 — 1 sétani a jedno odmocnén)
e nejmensiho thlu (282 nasobeni a jedno déleni)

To je pomérné dost operaci, vezmeme-li v tvahu, zZe budeme testovat kazdy testovaci obrazek s kazdym
ucicim. Zkusme vypocetni naro¢nost redukovat pomoci SVD.
Pokud nahradime matici A jeji k& rank aproximaci Ay, lze urychlit fazeni podle nejmensiho thlu.
Vidime
(Al,:a q)

: =Aq=Aq=USV,q,
(An,qu)
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Ze sice misto jednoho nasobeni matice-vektor musime nasobit tfikrat, ale misto 60000 - 282 nasobeni
potiebujeme na jen 282 - k + k + k - 60000 nasobeni. Pro k = 20 tak ziskame vice neZ 30-ti nasobné
urychleni. S jakymi obrazky pracujeme misto pivodnich, lze nahlédnout z Obréazku [l srovnanim
prvnfhoa a predposledniho obrézku. Pomoci takového pristupu ale nemtzeme nijak urychlit porovnani
na najmensi délku.

Zde ale prichéazi na fadu empiricka zkuSenost. Podivejme se na to, jak jednotlivym uéicim obrazkam
— fadktim matice A prifazujeme piislusné fadky matice U. Dé&je se tak na zakladé rovnosti

[Ukli: = [A)i:ViS,.
Timto vSak lze definovat zobrazeni
R784 N Rk qT N qTVkSI:,I ,

a pomoci vzdalenosti, nebo thli porovnavat v R*¥ namisto v R784.
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Obrazek 11: MNIST — k rank aproximace obrazku (orig, k € {1,5,10,20,30})

Listing 14: mnistread.py.m

import numpy as np
from PIL import Image

def read_idx_file(fileName):
with open(fileName, "rb") as file:
magic = np.fromfile (file, dtype=np.uint8, count=4)
if (magic[0] != 0 or magic[1] != 0):
return None
dtype = magic [2]

if (dtype == 0x08): dtype = np.uint8
else:
if (dtype == 0x09): dtype = np.int8
else:
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15
16
17
18
19
20
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22
23
24
25
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28
29
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43
44
45
46
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48
49
50
51
52
53
54
55
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57
58
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67
68
69
70
71
72

73

def

def

if (dtype == 0xO0B): dtype = np.intl6

else:
if (dtype == 0x0C): dtype = np.int32
else:
if (dtype == 0x0D): dtype = np.float
else:
if (dtype == O0xOE): dtype = np.double
dim_count = int (magic[3])
dims = []
bytes = np.fromfile (file, dtype=’>i4’, count=dim_count)

dims = list(bytes)

item_count = 1

for x in dims:
item_count *= x

items = np.fromfile (file, dtype=dtype, count=item_count)

data = np.reshape(items, tuple(dims), order=’C’)

return data

make_image_matrix(rows, cols, images, fileName):
img_height = images.shape[1]
img_width = images.shape [2]
mat_width = cols * img_width
mat_height = rows * img_height
matrix = Image.new(’L’, (mat_width, mat_height))
for row in range(rows):
for col in range(cols):

idx = row * cols + col
data = images[idx].astype(np.int32)
img = Image.fromarray (data, mode=’I’)

matrix.paste(img, box=(col * img_width, row * img_height))

matrix.save(fileName)

make_image_result (results , query_images , dataset_images , fileName):

img_height = query_images.shape[1]
img_width = query_images.shape [2]
cols = len(results [0]J[1]) + 2

rows = len(results)
mat_width = cols * img_width
mat_height = rows * img_height

matrix = Image.new(’L’, (mat_width, mat_height))
for row, result in enumerate (results):

data = query_images[result [0]].astype(np.int32)

img = Image.fromarray (data, mode=’I’)
matrix.paste(img, box=(0, row * img_height))
for col in range(2, cols, 1):

idx = result[1][col - 2]

data = dataset_images[idx].astype(np.int32)

img = Image.fromarray (data, mode=’I’)

matrix.paste(img, box=(col * img_width, row * img_height))

matrix.save(fileName)

indices__testing = read_idx_file("t10k-labels.idxl-ubyte")
indices_learning = read_idx_file("t10k-labels.idx3-ubyte")

images__testing
images_learning

read_idx_file("t10k-images .idx3 -ubyte")
read_idx_file("train-images.idx3 -ubyte")

data__testing = np.reshape (images__testing, (images__testing.shape[0],

.shape[1] * images__testing.shape[2]), order=°C’)

data_learning = np.reshape (images_learning, (images_learning.shape[0],

.shape[1] * images_learning.shape[2]), order=°C’)
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A = data_learning.astype(np.
T = data__testing.astype(np.
Anorm = np.sqrt(np.sum(A*A,

u, s, vt = np.linalg.svd(A,

unorm = np.sqrt(np.sum(u*u, axis=1))
rank = 20 # low rank approximation
u = ul:,0:rank]

s = s[0:rank]
vt = vt[0:rank,:]

float32)
float32)

axis=1))

v = vt.transpose ()

sinv = 1.0/s

result_count = 25

query_count = 20

alg = ’ss’

results_d = [] # distance
results_ds = [] # distance SVD
results_a = [] # angle
results_as = [] # angle SVD

full _matrices=False) # reduced SVD

for q_id, q in enumerate (T[O:query_count ,:]):

## distance

meas = np.zeros (A.shape[0])
for i in range(0,A.shape[0]):

meas [i] = np.linalg.norm(A[i,:]1-q)
idx = np.argsort (meas)[:result_count]
idx))

results_d .append((q_id,
## angle

meas = np.dot(A, q) / Anorm

idx = np.argsort (meas)[-result_count:]
idx))

results_a .append ((q_id,

## distance on image functions

qq = np.dot(q,v) * sinv

meas = np.zeros (u.shape[0])
for i in range (0, u.shape[0]):

meas [i] = np.linalg.norm(uli,
idx = np.argsort (meas)[:result_count]

results_ds .append ((q_id,

idx))

## angle on image functions
meas = np.dot(u, gq) / unorm

idx = np.argsort (meas)[-result_count:]

results_as .append ((q_id,

make_image_result(results_d
)
make_image_result(results_a
make_image_result(results_ds
png n )
make_image_result(results_as

||)

idx))

- qq)

images__testing , images_learning, "results_distance.png"

images__testing , images_learning, "results_angle.png")
images__testing , images_learning, "results_svd_distance.

images__testing , images_learning, "results_svd_angle.png

Odkazy ke kapitole

e Aleksandar Donev: Numerical Methods I, Singular Value Decomposition
http://cims.nyu.edu/ donev/Teaching/NMI-Fall2010/Lectureb.handout.pdf
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http://cims.nyu.edu/~donev/Teaching/NMI-Fall2010/Lecture5.handout.pdf

e Jim Lambers: The SVD algorithm
http://web.stanford.edu/class/cme335/lecture6.pdf

e Hua Zhou: Eigen-decomposition and SVD
http://hua-zhou.github.io/teaching/biostatm280-2017spring/slides/16-eigsvd/eigsvd.

html

e YannLeCun, Corinna Cortes, Christopher J.C. Burges: The MNIST database of handwritten
digits
http://yann.lecun.com/exdb/mnist/
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http://web.stanford.edu/class/cme335/lecture6.pdf
http://hua-zhou.github.io/teaching/biostatm280-2017spring/slides/16-eigsvd/eigsvd.html
http://hua-zhou.github.io/teaching/biostatm280-2017spring/slides/16-eigsvd/eigsvd.html
http://yann.lecun.com/exdb/mnist/

4 Kvadratické programovani

4.1 Opakovani z diferencidlniho poc¢tu funkci vice proménnych

Doporu¢ujeme prostudovat [6]. Mé&jme f : R™ — R. Parcialni derivace funkce f podle proménné x; je

definovana jako
fla+ hey) — f(a)

(0z;f)(a) = lim

h—0 h
Gradient funkce f je definovan jako
O, [
Vi@ =1 1 | (a)
8Inf
Priklad 20. Spocitejte gradient funkce f : R™ — R dané predpisem
1
flx) = §XTAX —x'b,

kde A je symetricka matice.

Resent. Spoctéme si nejdiive parcialni derivaci podle i-té proménné. Pro tento ucel rozepiSeme f tak,
aby ¢-t4 proménna nebyla nikde v sumé

n n n
g g ThQl, 1 L] — E by
k=1 1=1 k=1

1 1 o 1 .
Thak T+ 5 Zwiai,zwz t3 Z Thak,iTi + 5TiiiTi — Z Tpbr — :b;

=1 k=1 k=1
1#i ki ki

N =

fx) =

Il
-
M= 1T

Eato
el
PRpyu—
—~—
Sl
S

pak zfejmé

1 n 1 n n
Oz, f(x) = B} Z Qi 1r; + B} Zak.,ixk + a; iz — by = Z a; Ty — by = [Ax — b]i
=1 k=1 k=1
1£i ki
a tedy
Vf(x)=Ax—b.

4.2 Metoda sdruzenych gradienti

InZenyrské problémy casto vedou na tlohy minimalizace celkové energie systému. Energii systému zpra-
vidla lze popsat pravé vicedimenzionéalni kvadratickou funkci, tzv. kvadratického funkcionalu. Casto
tedy hledame fegeni tilohy minimalizace kvadratického funkciondlu (matice A je pozitivné definitni).
Proberme si nejprve jednodussi variantu, kdy k minimalizaci nedodavame dalsi omezujici podminky.
Pro feseni ulohy

* : _1 T T
x" = arg min f(x), f(x)—ix Ax—x'b

plati (jelikoZ je f hladka funkce)
Vfx*)=Ax*-b=0 < x*=A""'b.
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Potrebujeme tedy resit soustavu Ax* = b, napfiklad Gaussovou elimina¢ni metodou. Pokud je dimenze
matice A velké, je provedeni Gaussovy eliminace vypocetné naro¢né. Uvedeme si metodu, ktera k vy-
poctu x* potiebuje pouze implementovanou funkci nasobeni matici A zleva. K tomu se ale dopracujeme
postupnymi krucky.

Pfipomefime si, Ze zobrazeni (u, v)a := u' Av je skalarni sou¢in. P¥edpokladejme, Ze mame orto-
gonalni bazi

(plu"'upn)7 Z#] = (piapj)A =0, (plvpl)A >0

vzhledem k tomuto skalarnimu sou¢inu. Kdyz vyuzijeme zapisu libovolného vektoru x € R™ v této bazi
X = Y, &;Pi, lze minimiza¢ni Gloha prevést na

n
=arg min (—d?p?Api - dipfb) = arg min flapy) +---+ Inin f(anpn),
. 1 n

¢imz byl pivodni minimiza¢ni problém preveden na n nezavislych jednodimenzionélnich kvadratickych
rovnic. Soufadnice feSeni

n ~
: & (@p:) Ap T ~ p,b
- ;afpi, 0= de:a; =a;p;Api—p; b = a; = pl.TlApi
v bazi (p1,...,pn) miZeme spolist paralelné, aviak pro kazdou soufadnici musime spocitat Ap;, tedy

nasobeni matici. Pro velka n je tedy dopocteni pfesného feSeni x* pfilis naroéné. Omezme se na tlohu
nalezeni minima pouze na podmnoziné

Xy € S ={x0+aip1+---+apr} =%0+ (P1,...,Pr) CR"
tedy

k

k
L e . _
Xr = Xo + E ap; = arg min fxo+ E a;pi)
i—1 Zi?:l a;p;ER” Pl

k
: Lo T s T s T
arg  min f(xo)—l-;:l <2a1pl pi + &ip; Axg — &up;

i=1,...,n

k

) 1. -

=arg min <§G§P:Api —ap; (b— AXO))
i=1,..,n i=1

= arg f(xo) + min fo(@1p1) + -+ min fo(Gxpr),
a1 €eR ap€eR
kde
1

1
fo(x) = ixTAX —x'(b—Axg) = ixTAx +x'g

a proto

_ P/ 8o
p; Ap;

~ T T ~
T|&:&; =a;p; APi —P; 80 = 4; =
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Vsimnéme si, Ze minimum na .%} miuZzeme ziskat z minima na .%%_; pouze dofeSenim jednodimenzio-
nalni tlohy, protoze

FOc) = min £ = f(ci1) + min fo(@pr)

xXES,
a muZeme se tedy pokusit generovat generovat posloupnost xj, k = 1,... iterativné. ProtoZe chceme,
aby zde uvedené vzorce korespondovaly s literaturou, pfejdeme od koeficienti & k o = —a&
T T
o g0 Pr gr_1Pk

Xy = Xp_, — QkPk, O = =
PLAPr  P{Apk

jelikoz lze upravit
=0
T ° T ° T ° T T
gr—1Pk = (Axkq - b) Pk = (A (kaz - ak,lpk,l) - b) Pk = (Axk72 - b) Pk — Qk—1 Pr_1APk
=gl 2Pk =+ = &) Pk-
Zatim jsme si nic nefikali o vektorech p;, které bychom také chtéli generovat iterativné. Mame vek-

tory pi,...,Ppr a chtéli bychom vygenerovat novy pgy1. Vzpomeneme-li si na Garmmiv—Schmidtuv
ortogonaliza¢ni proces (viz Priklad [IT]), tak pokud mame

-
. Ahy,
hy ¢ (p1,...,Pr), pPak Pry1 =hy + Buip1 + - + BrrPr, kde B = —pZT ;
b; Ap;
protoze
0= p, Api+1 = P, Ahy, + Biap; Ap1 + - -+ + Brkp; APk = p; Ahy + Bip; Ap;.
Takto bychom uchovavali v8echny vektory pi,...,pxr, a potifebovali vypocist k skaldrnich soucinii.

Pokud ale budeme postupovat chytie, lze obé tyto nevyhody eliminovat. Hledejme
X} € X0+ i, S = (80, Ago, ..., A" gp).
Ukazme si, Ze gradient g = g(x}) v x} je kolmy k prostoru ., tedy
p'gr=0 Vpe .

Jelikoz jsme x3 zavedli jako f(x}) = min, 4, f(x) tak pro vSechna d € J# plati

LT AL — () b = F(xg) < Fxg +ed) = = (x +ed)T A(xp +ed) — (xf +ed) b

2

N | =

f
Lo\ T . e T T A<® o\ T T
§(xk) Axk—i-?d Ad +ed ' Ax; — (x3) b—ed'b
f

2
(x2) + =d Ad +ed" (Ax} — b)
2 ———
8k
Podivejme se na ¢len ¢ (%dTAd + dTgk), ktery nesmi byt zaporny. Pro pevné d € %, jsou d"Ad > 0
a d g realna ¢isla. Pokud je ¢islo d gy, nenulové, pak volbou

(@)’
2dTAd

dTgk
dTAd

£ =— dostavame e (%dTAd + dTgk) = <0,

coZ nelze (v x} je minimum). Nutné tedy d gy = 0 pro viechny d € %,

ol



Pokud g # 0, pak g ¢ % a jelikoz gi € Hiy1 je ideadlnim kandidatem pro hy. Navic je gy
A-kolmy k 7,1

PEH—1 = q=ApE S = 0=q'gr=p Agr = g La H1.

tedy
_PrAgk
P} Apk

Pr+1 =8k + BkPr,  Pr =
Nyni jesté uvedeme nékolik zjednodusujicich prepist
gh_ 1Pk = 8r_1(8r—1 + Be—1Pi—1) = lIgr—1]1> + Br-18r_1Pr—1 = llgr—1[
———
=0

X = X;_l — OLPE = AXE —b= AX;—I —b-— OzkApk = Apk = grk—1— gk)

a_k(
gl Apk = g/ (gk-1 — gk) = —|lgxl|>, protoze gr_1 € A, gp L i

1
axpy, Api = akkaa_k(gkfl —8k) = Pj 8k—1 — PL &k = ||gk—1]|?, protoze pi € #.

Nyni jiz mizeme zapsat algoritmus metody sdruzenych gradienti.
e 7 pocateéni inicializace xg spo¢teme gy a polozime pg = go.

e Jestlize zname x5 1 a gr_1 spofteme

Cgapr lgka?

"~ piAP: P/ Ap:

X = Xg—1 — QgPL, Ok

gL = 8r—1 — APk
TA 2
_PpAsk gkl
plAP:  |lgk-1l?

Pk+1 = 8k + BkPr,  Br =

Zdrojovy kod [ metody sdruzenych gradientii otestujeme na 2 x 2 prikladu, viz

Listing 15: cg_method.m

o e
(OS]

1 function x = cg_method( A, b, x0, tol)
2 % x = cg_method( A, b, x0, tol)
3 % initialization
4 x = x0; g = Axx-b; P =8; old_g_norm = norm(g);
5 while old_g_norm > tol
6 Ap = Axp;
7 alpha = old_g_norm~2/(p’*Ap);
8 X = x - alpha*p;
9 g = g - alpha*Ap;

beta = (norm(g)~2)/(old_g_norm~2);

p = g + betaxp;

old_g_norm = norm(g);

end

-
w

Listing 16: cg_test.m
1 A = [6 2;2 B]; b = [-5 19]°;
2 x_dir = A\b;
3 x_cg = cg_method(A,b,0*%b,1e-16);
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4.3 Dualita v QP
Méjme tlohu

1
mlg f(x), f(x)zixTAx—bTx, Q={x|Bx<c; AN Bpgx=cpg}
x€E

Reseni X této tlohy musi spliiovat
AX-b+B'A=0
XxeN, tedyBjXx—¢c; <0 A BgX—cp =0

| Ar _|Br
MU

AMB(E—-c)=0
Gradient f je
g(x) =V/f(x) =Ax-b
Lagrangian
ZL(x,\) = f(x) + A" (Bx —c)

ViZ(x,0) =Vf(x)+B'A=Ax—b+B"\

VaZ(x,\) =Bx—c
Sedlobodova tiloha: najdi (%, \) € R® x ¥

LX) < LX)\ < ZL(x,))

Podminky sedlového bodu

4.3.1 Dualita pro rovnostni omezeni
Méjme tlohu

min f(x), f(x) = x Ax—bTx, 9p={x| Bx=c)

tedy sedlobodovou tlohu najdi (X,A) € R" x R™

L(EN) < LEDN) < LxN), kde L(x,)) = %XTAX —bTx+AT(Bx—c)

BTA).

Pro fixni A dopocteme x()\) =

Oznacme si funkei

O\ = ilelgi ZL(x,\) = Z(x(N),\) =

% (b—BTA) AAA L (b—BTA) —b AL (b—BTA) + AT (BA "L (b—BTA) —
= %/\T BAT'B'A+ AT (BA"'b—c) — %bTA‘lb
tuto funkci minimalizujeme na R™, tedy

0=VO) =BA'B'"X— (c—BA 'b)
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4.3.2 Dualita pro nerovnostni omezeni

dsfsd

4.4 Rozsifreny Lagrangian

Vezmeéme si problém

o1
x* =arg min —x'Ax —x'b
Bx=c 2

o4



5 Analytickd geometrie

Pro afinni ttvary v R? vam jisté nebude ¢init problém sepsat pifslusné vzorecky analogické uvedenym
vzorcim v nasledujici kapitole.

5.1 Afinni Gtvary v R®

Vyznam skalarniho sou¢inu Mgéjme dva vektory u, v € R3. Jejich Eukleidovsky skalarni souéin
nam poskytuje informaci o thlu mezi nimi

(0, v) = [ul[[[v]] cos(¢), ¢ & (0,m),

kde délku vektoru rovnéz spoc¢itame pomoci skalarniho sou¢inu
[af = v/(a,u).

Piimka Piimka p C R? je uréena dvéma body A, B a pro kazdy X € p existuje ¢t € R takové, Ze

X =A+tB-A).

Nepresné lze pro primku psat

Priklad 21. Mé&jme body

7 -3 2
A=|5],B=|-2|,C=|2
3 ~1 3

najdéte rovnice pfimek p = AB, ¢ = AC a jejich pruseciky se soufadnicovou rovinou Oxjxs, tj.
r3 = 0.

Reseni. Evidentné pouze dosadime do vzorce pfimky

7] -3 7 7 —10
p:p23X=|5| +t —2| — |5 = |5| +t| =7
13 -1 3 3 —4
[7] 2 7 7 -5
q:q3Y = |5]| +s 21 — |5 = 5] +s|—3
13] 3 3 3 0
Pro priseciky P, Q s rovinou Oxy22 plati
7 -10 -1
3 3
O:[P]3:3—4t :>t:Z = P=15 +Z 71 = —;
3 —4 0

0=[Q]s =3 0s= piimka AC neprochézi rovinou Ozxs.

Priiklad 22. Odvodte n&jaky vzorec pro vzdalenost bodu od piimky
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Resent. Megjme bod M a pirimku p zadanou body A a B. Vzdalenost bodu M od libovolného X € p je
IM—X| = [M—(A+tu)], u=B-A.

Pro vzdalenost v(M, p) tedy plati

v

2 . 2 . / N 2 . T
v*(M,p) = min |[M —X]||* =min || M — A —tu||* =min [v — tu] [v — tu]
Xep teR teR

=min ?u'u—-2tu'v+v'v
teR

co? je minimum kvadratické funkce at? + bt + ¢, které je nabyto pro t = ;—;, tedy v naSem piipadé pro

~2u'v (u,v)

t

S 2uTu  u?
a proto
2 (u,v)? 2 (u,v) 2 s (u,v)?
v*(M, p) = al[* = 25— (u,v) + [v[" = [Iv[]" = =5~
[Jaf* [[a]l? [[af[?
(u,v)? 1
v(M,p) = [IIvII* = = V[Vl = (u,v)2.
[al>

O

Rovina Rovina p C R? je uréena tfemi body A, B, C, pro kteréjsou vektory AB a AC linearné
nezévislé. pro kazdy X € p existuje dvojice (,s) € R? takova, Ze

X=A+t(B-—A)+s(C-A).
Jind moznost zapisu je pomoci norméalového vektoru
n=B-A)x(C—-A)
a to tak, ze pro kazdy bod X roviny p je vektor X — A kolmy k vektoru n:

/—/d‘\
(n,X—-A)=n,X)+ (n,—A)=0.

Nepfesné lze pro rovinu psat
X = Xg + (ul, UQ>.

Priklad 23. Odvodte vzorec pro vzdalenost bodu od roviny

Reseni. Uvedeme si dva zpiisoby — dva ruzné vzorce, jak tuto tulohu spocitat. VSimnéme si ruzné
vypocetni naro¢nosti v nize uvedenych fesenich. Ktery ze vzorci bude vypocetné méné naro¢ny. Ktery
ze vzorct bude pouzitelny pouze v R3, a ktery bude fungovat v R™ pro libovolné n € N, n > 37

i) M&me bod M a rovinu ¢ zadanou body A, B a C . Vzdalenost bodu M od libovolného X € g je

IM-X||=|M—-(A+tu+sw)|, u=B—-—A, w=C-—A.
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Pro vzdalenost v(M, p) tedy plati

v

2 . 2 . / \ 2 . T
v* (M, ) = min |[M —X]||* = min |M — A —tu— sw||° = min [v—tu—sw| [v—tu—sw]
Xeo t,seR t,seR

= tmir]ﬁ u'u+viv+sPww—2tu'v—2sw' v+ 2stu' w
,8€
1 u'u u'wl [t u'v
R : - _
vVt Inn 2 <2 [t ] {uTw wTw] [s} [t 5] |:WTV
1 t u'u u'w u'v
— 2 3 _ — — s
=||v|| +t171511€IH1Q 2 <2 [t s]A L] [t s] b) , A [uT . } , b { Tl

Vektory u a w sviraji uhlel «, spliiujici |cos(a)| # 1, jelikoZ jsou linearné nezavislé (jinak by
body A, B a C neurcovaly rovinu). Pro determinant matice uvedené kvadratické funkce plati

_ [l (a,w)

- {(WW) [[wlf?

tedy uvedena kvadraticka funkce mé pozitivné definitni matici. Takova kvadraticka funkce mé
minimum, v ném? je jeji gradient (viz Priklad Q) nulovy. Proto

S
ul? (w,w)] [uTv wiz2  — (ww)l TuTv
m e {(MV) (IV’VIQ)} [WTV} B |u||2|w|21— (ww)? [— (Hul‘;v) (||11|2)} [WTV}

Dosazenim tedy

u u u w
UTW WTW

’ T 2 2 2 2 2
‘ }—IUII [wll* = (0, w)” = Jluf"[|w (1 — cos(a)) > 0,

v2(M, 0) = ||v||* + 2 <bTAT (%AAlb—b)) =|v|?-b"A b
I Ty (e o] [Tl )] T Ty
_”VH2 [( ) ) ( ) )] |:(u,W) ||W||2:| [(W,V):|

(U_,V)2HWH2+(W,V)2 ||U.H2—2(U_,W) (u,v) (va)'

2
[ul[2[[w]* = (u, w)

= v|* -

Druhy zptusob je pievzaty z [7]. Bod roviny p popiSeme druhym zpisobem (n,X — A) = 0.
Nejblizsi bod My € ¢ od bodu M lezi na pfimce M +t¢n. Najdéme prunik této primky s rovinou g

0= (M= A) =0 M= Al 0= - v v B
a pak snadno
v(M, 0) = |[M — M| = [M ~M + tn| = [t||n] = w
O
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6 Varia¢ni princip

Véta 24. Necht A € R™"*™ je SPD. Pak jsou ndsledujici tvrzeni ekvivalentni.
(i) Ax =b
(ii)) yTAx =y b pro vsechna 'y € R"

(iii) f(x) < f(y) pro vsechnay € R", kde f(x) = ixTAx —b'x

Diikaz. e (i)= (i) trivialni

o (ii)=(iii)

F(x)
—_—
1 T T 1 T T 2 T LT T
X — X)) = =(X X — X — X) = =X X — X — X — — — X
fx+d)— f(x) 2( +d) A(x+d)-b' (x+d)- f(x) 5 A b +2dA+2dAd b'd - f(x)
1
:dT(Ax—b)+§dTAd20
N—_———
deRn==0 T

e (iii)= (i) Pro vSechnad € R" a a € R je
2
0< f(x+ad) - f(x) =ad' (Ax —b) + %dTAd

Na pravé strané rovnosti je kvadratickd funkce proménné «, kterd je nezapornd na R a dosa-
zenim ukazeme, ze v o = 0 ma minimum 0. Jelikoz je kvadratickd funkce hladki, musi byt v
minimu jeji derivace d' (Ax — b) nulova pro jakékoli d € R™. Timto jsme dokizali (ii). Protoze
d" (Ax — b) = 0 pro jakékoli d € R™, musi nutné platit (7).

O

7 Metoda nejmensich ¢tverci

Motivace: Mé&jme sadu tif méfeni veli¢iny z. Zmérilili jsme postupné 70, 70, 80. To lze zapsat jako

1 70
x= {70
80

1

1
Je evidentni, Ze tato soustava (obecné Ax = b) nemé feSeni, neexistuje x € R™ aby vektor Ax byl roven
vektoru b. MiZe nas ale zajimat takové x, pro které je rozdil b — Ax (méfeny néjakou mirou) nejmensi.
Casto volenou je mira generovana standardnim skaldrnim sou¢inem v R”, tedy minimalizujeme

min |[b—Ax||?> = min (b—Ax)' (b—Ax)=b b+ min x ATAx—2x A'b
x€ER™ x€ER™ x€ER™
Minimalizujeme kvadratickou funkci vice proménnych. Pro takovouto funkci zname gradient g(x) =
2ATAx — 2ATb, ktery musi byt v minimu roven nule. Tedy
x=(ATA)'ATb
V naSem ptikladé
-1

1 70
70 4704 80
x=[[1 1 11 11 1] |70 :3‘1(7O+7O+80):%:73.3333
1 80
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8 Optimalizace kvadratickych funkci

8.1 DMinimalizace bez omezeni

V této kapitole se budeme zabyvat minimalizaci kvadratické funkce
I T T
flx) = 7% Ax—b x,
neni ale na 8kodu pfipomenout si, co je to minimalizace

min f(x)

hladkeé funkce f : R™ — R, viz napiiklad Obrazek [[2znazoriujici piiklad minimalizace funkce R' — R.

A/

Obrazek 12: f(x) a T¢(x) pro x = x (vlevo) a jiné x (vpravo)

Obvykle lokdlné nahrazujeme takovou funkci Taylorovym rozvojem druhého fadu

Flc+d) = 60+ VT (0 + 547V (0d+O(d]?)

Ty (x+d)

ktery bude pro kvadratické funkce

fx+d) = l(x+ d)"A(x+d)-b'(x+d)

2
1 1

= x"Ax—b'x+d" (Ax —b)+-d"Ad
2 N—_—— 2
N—_— —

760 VI

Poznamenejme jen, ze vzorec pro gradient V f(x) = Ax — b kvadratické funkce f jsme jiz odvodili

v Prikladu Podobnym zptisobem lze odvodit, ze Hessian V2 f(x) = A.

8.2 DMinimalizace s rovnostnimi omezenimi

Pokud k minimalizaci navic pfidame omezeni x € Qp = {x| h(x) = 0}, h: R"” — R° bude minimali-
zacni tloha

uin f(x)  Qp={x|h(x) =0}
komplikovanéjsi. V minimu X musi platit

V(%) =M\ Vh (%) + -+ AVhe(X), V(%) € Span Vh = (Vh; (%), ..., Vh,(%))

coz je ilustrovano na Obrazku [I31
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Obrazek 13: f(x) a T¢(x) pro x = x (vlevo) a jiné x (vpravo)

Vratme se k minimalizaci kvadratické funkce a omezime se pouze na linearni funkce h.

0 b b7
h(x) =Bx—c
V tomto pfipadé je mnozina Qg konvexni, tj
x,deQp = (VA€ (0,1))> x+Ad € Qg .

Pokud je x TeSeni a x +d € Qg ( tj. B(x 4+ d) — ¢ = 0), pak protoze x € Qp (Bx — ¢ = 0) plati
Bd = 0, coz znamené d € Ker B a geometricky d 1 Vh. ProtoZze d je kolmé k Vh a Vf € Span Vh,
pro viechny d € KerB je (Vf)—r d=0.
8.3 KKT podminky (Karush-Kuhn—Tucker)

V(%) L KerB

Lemma:

(KerB) =ImBT
Proof>

z € Im B, x € Ker B
3 3
z=B'y Bx=0

Véta (KKT):
fx) < f(x) x€Qp
pravé tehdy kdyz existuje A tak, ze Vf(%) + BT = 0, coz lze zapsat jako

B o) B[
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8.4 Co je to Lagrangedv multiplikator \?
Plati

V%) +B'A=0
d'Vf(x) +d'B"A=0
(V) (x)d=-A"Bd

8.5 DMinimailizace s nerovnostmi

Méjme tlohu
min f(x) Q= {x | hi(x) <0, i€ {1,....n} = A}
xeQr

Predpokladejme, Ze mame FeSeni x. Pak lze disjunktné rozdélit mnozinu N na volnou (F) a aktivni
(A) mnozinu

ie FCN & hi(x)<0
iEACN@hi(X)ZO
TTODO
Véta () Hledame minimum f(x) < f(x) s nerovnostnimi omezenimi x € ;. Pak existuje A, \; > 0
tak, ze

Ax—b+B'A=0

8.6 Dualni tiloha pro minimalizaci s rovnostmi

B o) B[

x=A""(b-B"A)

Mgéjme smiSenou tlohu

7 prvniho radku plyne

a dosazenim do druhého dostaneme

BA"'(b—B'A)=c = —-BA'B'TA=c—-BA'b

8.7 Dualni tloha pro minimalizaci s nerovnostmi

sdf
L(x,A) = %XTAX —b"A+A" (Bx—c)
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9 Support vector machines

Mgjme mnozinu {(x1,41),- .., Xk, yx)}, x; € R, y; € {—1,1} bodid v R™ a jejich binarni klasifikaci
{-=1,1}, ktera fik4, do jaké mnoziny bod pat¥i. Nasim cilem je vytvorit na zdkladé vstupnich dat
kritérium, které rozdéli R™ na dvé disjunktni mnoziny.

Obrazek 14: Body dvou kategorii a oddélovaci primky

Na Obrazku [I4] jsou vidét ¢tyfi primky, které oddéluji body obou kategorii. Jakou z nich vsak
vybrat? Zkusme to tak, Ze vybereme tu primku, ktera mé od obou mnozin nejdelsi vzdalenost. Z piimek
a, b, ¢ a d na Obréazku[I4l je to pfimka b, coZ je patrné z Obrazku [I5l

wix—b=-1
7 wix—b=0
4 wix—b=1

Obrazek 15: Oddélovaci primka jako ,stied cesty*
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