VYSOKA SKOLA BANSKA — TECHNICKA UNIVERZITA OSTRAVA
Fakulta elektrotechniky a informatiky

Sbirka nereSenych prikladd z linearni algebry

Petra Sarmanova

Ostrava 2009



Obsah

AritMELICKE VEKEOIY ..vvvvviiiiiiiiiiiiiieiieeeeeeeeseeeeeerr e s s s e e e e e e e e e e e e eerenenenns 2
MatiCE® e e 4
Soustavy [INEArNIC FOVNIC .....ccvvveiieiiiiiiiirier e e 6
|01V 4 11 1= 1 o/ SRR 9
0 I 0.4 4= o [ ST 11
Vektorové prostory @ podproStOry ......ee.ecceeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeererrnnnre e 13
Linearni zavislost, linedrni kombinace, baze  ...cccooiiiiiievviiiin e, 15
Souradnice vektoru, hodnost matice, Frobeniova VEta ..........cceeevvvvnnnne. 17
Linedrni zobrazeni vektorovych prostortl .......ueeeeeeeeeeeeeeeeeseeeeeeeeeenssessinnns 19
BiliN€ArNI fOrMY eeeeiiii i 21
QY= To = a0 TR {1 1.1/ 23
Skalarni soucin, ortogonalizace  ......eeeviiiiiiiii e —————— 25
Determinanty, Cramerovo pravidlo ..o 26



Aritmetické vektory

1. Urcete taxativné (vyc¢tem prvki) mnozinu A; x Ay x Az x Ay, pokud

A= {_1707 1}
A2 - {1,2}
Az ={2,3}
Ay = {0}

2. Obsahuje mnoZina N° prvek [0, 1, —1,2, 1] nebo [2,4, 6, 8], pficemZ N je mno-
zina vsech prirozenych ¢isel? Své rozhodnuti zdivodnéte.

3. Rovnaji se vektory u,v € R?* pokud u = [In \/e, cos 5.tg 7, sin 7],

v = [sin §,log 1, cotg 7, cos §]? Své rozhodnuti zdivodnéte.

4. Patii do R® aritmeticky vektor [v/—2,e,tg 5, —1,1n (—3)]? Své rozhodnuti zd -
vodnéte.

5. Vypocitejte

2 T . 5 5 1 log 10* — 4tg (77)
— [4/btg— —Ine?, —sin —,cos = | —2 | cos =7, ————,
V3 4 3 6 3 " 2sin(5") 8

6. Dokazte, ze pro kazdé u,v € R" a o, 3 € R plati

7. Urcete vypoctem i graficky
1
5[—4, —2] + 2[1, 2].

8. Urdete skalarni soucin, velikosti a odchylku vektortt a,b € R3 kde

a = [\/57 _\/57 O]J_) = [37070]

9. K danému vektoru u = [3, —1, 2] naleznéte alespon jeden vektor kolmy.

Vysledky

1. AyxAsx Agx Aq = {[—1,1,2,0],[-1,1,3,0],[~1,2,2,0],[~1,2,3,0],[0,1,2,0],
[0,1,3,0],[0,2,2,0],[0,2,3,0],[1,1,2,0],[1,1,3,0],[1,2,2,0],[1,2,3,0]}.

2. Ne.



. Ano.

. Ne.

. [1,0,-3].

ab=3V2, Ja| = 2,]b =3, ¢ = 7.

. Napriklad [-1,—1,1].



Matice

1. Jsou dany matice
1
A=12 1 -2 |, B=|-1 2 -1
2 =2 1 1 -2 0
Najdéte matici C, pro niz plati C = 2A — 3B

2. Je dana matice A a vektor v

1 20 -1
A=12 0 2|, v=]1
-1 11
Vypoctéte A - v.
3. Jsou dany matice
1 1 0 1 0
A=1]-1 1 2 , B=|-2 2
2 0 -1 0 1
Vypoctéte matici A - B
4. Je dana matice
3 -1 2
A=14 -3 2
2 1 3

Urcete matici A - A.
5. Urcete matici X tak, aby platilo

12 3 4], [2 4 1 3
-1 -2 -3 —4| " T |-2 -4 -1 -3

6. Urcete matici X tak, aby platilo

X-12 2 2 =]1

w
w
w
\V]
—_
N

7. Urcete matici X tak, aby platilo

1 11 3 3 3
X1 1 1{=14 4 4
1 11 2 2 2

8. Jakou matici musime vynasobit matici typu (3,3) aby doslo k vymeéné 2 a 3 sloupce?



9. Jakou matici musime vynasobit matici typu (4,4) aby doslo k vyméné 1 a 3 sloupce?
10. Dokazte, Ze pro kazdou matici A a redlné ¢isla r, s plati

(a) (r+s)A=rA+sA,
(b) r(sA) = (rs)A.

Vysledky
1.
2 1 1
2A—-3B= |7 -4 -1
1 2 2
2.
1
A-v= -2
2
3.
-1 2
A-B=|-3 4
2 -1
4,
9 2 10
A-A=|4 7 8
16 —2 15
5.
0010
1000
X=100 0 1
0100
6. ] ]
001
X=1|1 00
0 1 0]
7. ) .
300
X=10 40
0 0 2]
8. ) _
100
X=10 01
_01_




OO O~
— o O O

o oo



Soustavy linearnich rovnic
1. Gaussovou elimina¢ni metodou vyfeste soustavu

T1 + 229 + 43 =5
2x1 — x2 + 313 =5
—x1 + 3x2 + 23 =0

2. Gaussovou elimina¢ni metodou vyfesSte soustavu

T, + 229 + 43 =3
2x1 — x90 + 33 =3
—x1 + 3z + 23 =2

3. Uzitim Gaussovy elimina¢ni metody najdéte
a) vSechna feSeni soustavy

6x1 — 929 + Tx3 + 1024 =3
2x1 — 3x9 — 3x3 + 424 =1
2x1 — 3x9 + 1323 + 1824 =1

b) FeSeni pro xg = 1.

4. Uzitim Gaussovy eliminac¢ni metody najdéte
a) vSechna feseni soustavy

T+ 209 — x3 — x4 =2
2x1 — bxo + x3 + 314 =1
41 — x9 — 13 + 214 =5

b) feSeni pro zo = 1.
5. Reste v R soustavu rovnic

201+ 319 —x3t+ x4 =1
8xr1 4+ 1229 — 923 + 8x4 = 3
41 4+ 620 + 33 — 224 = 3
2x1 +3x2 4+ 923 — Tx4 =3

6. Reste v C soustavu rovnic

1+ 120 — 2203 =10
1 — X9+ 21-x3 =10
x1+3i-x9— (1+14) 23 =30



Uzitim Gaussovy elimina¢ni metody urcete, pro kterad a, b ma dand soustava neko-
necné mnoho feSeni a vyjadrete tato FeSeni pomoci parametru p.

ary + 2x3 =2
5x1 + 29 =1
r1 — 2x9 + brg =3

Vysledky
L [zy, 20, 23] =[3—-2p,1 —p,p, pER
2. Nema4 feseni
3. a) [x1,me,x3,24] = [@,p,0,0], p € R; b) [x1, 9, 23,24] = [2,1,0,0]
4. a) [r1,x2,23,24] = [1 +p,p,—1 4 3p,0], p € R; b) [z1, 22, x3,24] = [2,1,2,0]
5. [z1,z2,x3, 4] = [% — %s — 1—1075,3, % + %t,t], s,teR
6. [z1, 22, 23] = [2 — 16i,4 — 124, 2 — 6i]
7. a=3,b=4, [x1,x9,23] = [@,w,p], peR



Inverzni matice

1. Uréete inverzni matici A~! k matici A

1 2 2
A=12 1 =2
2 -2 1
2. Urcete inverzni matici A~ k matici A
0 1 1
A=|[-1 2 -1
1 -2 0
3. Uréete inverzni matici A~! k matici A
1 1 O
A=1|-1 1 2
2 0 -1
4. Je dédna matice
3 —1 2
A=14 -3 2
2 1 3

a) urcete matici A~!
b) pomoci matice A~! uréete Feseni soustavy rovnic:

3x1 — x9 + 2x3 =7

4(L‘1 — 31‘2 + 21‘3 =4
2x1 + x2 4+ 3x3 =13

5. Uzitim inverzni matice reSte soustavu rovnic

2014+ 220+ 23 =—1
3r1 +x2+5x3=—1
314+ 222+ 3x3=—1

6. Vypocitejte vyhodné maticovy vyraz C~'Av + C~! By, kde

01 1 20 —1
1 1l,c=12 0 2|,v=|1
10 1

111 1
A=10 1 0|,B=|2
111 11

-1
7. Jakou matici musime vynasobit matici typu 3/3 aby se provedla operace

ry— 1o+ 513 — 1



8. Uzitim inverzni matice feSte soustavy rovnic Ax = B, Az = C, Ax = D, kde

1 0 3 1 0 3
A=1|-2 2 1|,B=|0o|,c=|2|,D=|2
0 11 1 1 1

9. Necht A, B jsou reguldrni matice fadu n. Dokazte, ze plati

(A-B)y'=pB"1.4"1

10. Necht A je regularni matice. Dokazte, Ze plati: (AT)~1 = (A=1)T

Vysledky
-1 _ 1
1. Al=14
2 2 3
2. A7t =11 1 1
0 -1 -1
r 1 1
-1 _3§ 51 !
3. A7 =15 —3 -1
-1 1 1
11 -5 —4]
4. A1 = % 8 -5 =21, [$1,$2a$3] = [1’273]
10 5 5|

5. [x1,x9, 23] = [2, -2, —1]

1]
6. C"'Av+C'Bu=| 0
1_
1 0 O
7. A7 '=11 -1 5
0 0 1

8. [1,1,0], [0,1,0], [-2,—1%, 8]
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LU rozklad, reseni soustav rovnic LU rozkladem

1. Je dana matice
-1 11
A=13 1 2
1 01
Rozlozte tuto matici na soucin dolni a horni trojuhelnikové matice (LU rozklad).

2. Je dana matice

-1 2 0
A=112 -3 2
0 2 5

a) rozlozte tuto matici na soucin dolni a horni trojihelnikové matice (LU rozklad)
b) vyuzijte LU rozkladu k feSeni soustavy:

—x1 + 2x9 =5
2x1 — 3z + 223 =0
229 4+ d5x3 =0
3. Je dana matice
1 -1 -2
A= 2 1 1
-1 0 2

a) rozlozte tuto matici na souéin dolni a horni trojihelnikové matice (LU rozklad)
b) vyuzijte LU rozkladu k feSeni soustavy:

Tr1 — T2 — 2.%'3 =1
21+ x2 + 23 =1

—x1 4+ 23 =—1
4. Je dédna matice
-1 3 0
A=13 -8 3
0 3 1

a) rozlozte tuto matici na soucin dolni a horni trojihelnikové matice (LU rozklad)
b) vyuzijte LU rozkladu k feSeni soustavy:

—x1 + 3x0 =2
3r1 — 8xo + 323 =4
3xs + x3 =14

11



c) vyuzijte LU rozkladu k feseni soustavy:

—x1 + 3z =1
3r1 — 8o + 3x3 =2
3ro+x3=—1

5. Pomoci LU rozkladu vyteste soustavu rovnic

T1 + 229 + 223 =9
2x1 4+ o — 223 =0
2x1 — 229 + x3 =0

6. Pomoci LU rozkladu naleznéte inverzni matici k matici A

2 1 1
A=1]1 1 -1
6 4 1
Vysledky
1 0 O -1 1 1
1. LU=|-3 1 0 0 4 5
-1 7 -1/ [0 0 -3
1 0 0] [-1 2 0
2 a) LU=1-2 10 0 1 2f,
(0 2 1] |0 01
b) [:El,ZL'Q, ] [95 50 0]
(1 0 O 1 -1 -2
3.a)LU=[2 1 0[]0 3 5|,
1 1
-1 -+ 1o o 5
b) [x1, 32, 3] = [2,0, — 3]
(1 0 0 -1 3 0
4. a)LU=1[-3 1 0| |0 1 3],
0 3 1 0 —8
b) [x1,1‘27$3] [10,4, 2]
c) [x1,x2, 3] = [—4,—1,2]
1 00 1 2 2
5 LU= (2 1 0| [0 =3 =6, [x1, 22, 23] = [1,2,2],
2 2 11 (0 O 9
5 3 -2
6. A l=1|-7 —4 3
-2 -2 1
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Vektorové prostory a podprostory

1. Necht .# je mnozina vSech redlnych funkei (tj. zobrazeni R — R). Pro f,g € Z
definujme soucet f + g € F takto: (f + g)(x) = f(z) + g(z). Pro f € #,r € R
definujme soucin r - f € .# takto: (r- f)(x) =r- (f(x)) pro kazdé = € R. Dokazte,
ze 7 je vektorovy prostor nad R.

2. Necht .7 je vektorovy prostor vSech realnych funkci definovany v ptikladu 1. Roz-
hodnéte, zda jsou nasledujici mnoziny podprostory .%. Své rozhodnuti zdivodnéte.

(a) Wi ={f €% f(0) = 1},
Wo=1{f €% : f(0) =0}

(b) Wi = {f € Z : 2(x) — f(0) = O},
Wy ={f € 7 :2f(x) - f(0) = 3}

() Wi={feZF:f(1)=0 Af(-1)=0},
Wy={feZ:f(0)=-1 Af(1) =0}
(d) W={feZF:2f(z) - f(-x) =0}
(e) W = P,, kde P, zna¢i mnozinu vSech polynomt stupné nejvyse n.
3. Necht je déan vektorovy prostor P, (prostor vSech polynomu stupné maximalné 2).

Rozhodnéte, zda je mnozina W = {p(z) = az? +bx+c: a+c=0 A a—b=0}
podprostorem P,. Své rozhodnuti zdtivodnéte.

4. Rozhodnéte, zda podmnozina W C P, je podprostorem vektorového prostoru poly-
nomt P, je-li

a) Wi = {p € Py: p(z) = p(—2)},

b) Wa = {p € P,: 2p(0) 4 3p(1) = 0},

c) Ws={p€ P,: p(x) =2?>+azx +b, a,b € R},

d) Wy={p€ P,: p(z) =ax? +bxr +e¢, a,b,c € R,a#0}.

5. Rozhodnéte, zda je podmnozina W C R" podprostorem vektorového prostoru R”,
jeei W ={(x1,---xn): @1, -+ , 2 € Z}.

6. Jsou dany podprostory vektorového prostoru R*:

U ={[u1, u2,us, us] € R : ug + ug + uz — ug = 0},

Uréete U NV.

7. Jsou dany podprostory vektorového prostoru R*:

U ={[u1, ug, u, ud] ERY: up +us —uz+us=0A —1y —ug = 0},

V ={[u1, uz, u3, ug) € R*: ug — 2uz 4+ uq = 0}.

Uréete U NV.
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8. Jsou dany podprostory vektorového prostoru R3:

U :{[ul,ug,ug] € R?’ turF+us—uz3=0A up —2uy = 0},
V ={[u1,uz,u3] € R®: u; —ug — ug = 0}.
Urcete U 4+ V.
9. Udejte priklad vektorového prostoru nad R, ktery mé kone¢né mnoho vektort.

10. Udejte piiklad nekoneéné podmnoziny M v R® tak, Zze M neni podprostorem vek-
torového prostoru R>.

Vysledky
1. Z# je vektorovy prostor nad R.

2. (a) Wi neni, Wj je podprostor,

(b) Wi je, Wa neni podprostor,
(c) Wi je, Wa neni podprostor,
(d) W je podprostor,
(e) W je podprostor.

3. W je podprostor,

(a) W je podprostor,
(b) W je podprostor,
(¢c) W neni podprostor,
(d) W neni podprostor.

5. W neni podprostor.

6. U NnV={(-1,1,0,0],[2,0,—1,1])
7. UNV=(-121,0][0,—-1,0,1])
8. U+V ={(2,1,3],[1,1,0],[1,0,1])

14



Linearni zavislost, linearni kombinace, baze

1. Uvazujme vektorovy prostor R*. Zjistéte vypoctem, zda jsou nasledujici vektory
linearné zavislé nebo nezavislé:

(a) u=(2,-1,0,3), v = (1,2,5,—4), w = (7, -1,5,8),
(b) u=1(1,2,-2,0), v = (3,4,-1,1), w = (1,5,7,0), x = (-2, 3,3,—-2)
2. Uvazujme vektorovy prostor Py = {p(z) = asx® + a1z +ag: as,ai,ag € R}. Zjistéte
vypoctem, zda jsou nasledujici polynomy linedrné zavislé nebo nezavislé:
(a) p(x)=3x+2, qlx) =22 -3z -1, r(z) = —2% + 32 + 3,
(b) p(z) =22% - 22 +2, q(x) = —2? - 2x + 1, r(z) = —62 + 4,
(c) plx) =22+ +1, q(z) =222 —x -1, r(x) = —6z — 10.

3. Uvazujme vektorovy prostor C3. Zjistéte vypocétem, zda jsou nésledujici vektory
lineadrné zavislé nebo nezavislé:

w=(2,242i,2i),v=1—i143i,—1+i), w= (14141 —14,1+1).

4. Uvazujme vektorovy prostor R*. V zavislosti na parametrech a, b, rozhodnéte o
linearni zavislosti ¢i nezévislosti zadanych vektori:

u = (1,2+a,4,6), up = (1,2,3—b,3), uz = (2,4,b— 6,7), ug = (1,2 —a,2 — b, 1).

5. Uvazujme vektorovy prostor P, = {p(z) = asz?® + a1 + ag: as,a1,a9 € R}. Roz-
hodnéte, zda je polynom p(x) = z2 + 2 linearni kombinaci polynomti ¢(z) = 22 — z,

r(z) =x+1.

6. Uvazujme vektorovy prostor P3 polynomu stupné maximélné 3. Polynom p(z) =
= 7x® — Tz 4+ 42 — 1 vyjadiete jako linearni kombinaci polynomti ¢(z) = 2 + 322 —
—x+2,r(x) =202 —2+3, s(x) =223 — 222 + o + 1.

7. Ve vektorovém prostoru RS jsou dany podprostory Wi = (ug,us,u3) a Wy =
= (v1, v, v3). Urcete bazi a dimenzi podprostori Wi, Ws. Pfitom
up = (0,1,0,1,0, 1), ug = (=2, —1,—1,0,0, —1), uz = (1,1,0,2,1,0),
vy =(2,1,1,0,0,1), v = (2,2,1,1,0,0), v3 = (2,-1,1,-2,0, 3).

8. Necht e; = (1,0,0), e = (0,1,0), e3 = (0,0,1), z = (1,1,1), y = (0,1, 1),
z=(1,-1,0), u = (1,1,0) jsou vektory z R3.
a) Ktery z vektorii ey, ez, e3 lze nahradit vektorem z abychom dostali bazi R3?
b) Ktery z vektorti ej, es, eg lze nahradit vektorem y abychom dostali bazi R3?
c) Ktery z vektoru ej, e, e3 lze nahradit vektorem z abychom dostali bazi R3?
d) Ktery z vektorti ej, z, u lze nahradit vektorem ey abychom dostali bazi R3?

9. Jakym podminkdm musi vyhovovat cislo a, aby nésledujici vektory tvofily bézi
prostoru R3:

(a) (1,1,1), (1,a,a%),
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10.

(b) (0,a,a), (a,a,1), (0,1,a).
Mnozina vSech matic typu (2,2) je vektorovy prostor nad R (vzhledem k operacim
s¢itani matic a soucinu ¢isla s matici).

(a) Urcete libovolnou bézi tohoto vektorového prostoru.

(b) Urcete dimenzi tohoto vektorového prostoru.

(c) Vyjadfete matici D jako linedrni kombinaci matic A, B, C, je-li

2 -1 1 -2 0 4 9 16
A_[o 4}’ B_[?, —1]’ 0_[4 2]’ D_[ll 1]

11. Udejte piiklad vektorii u, v, w € R2, které jsou linedrné zavislé a pfitom vektor u
nelze vyjadrit jako linedarni kombinaci vektorid v, w.
12. Naleznéte v R? tii baze, které maji spoleény vektor (1,1,1), ale uz zadny jiny.
Vysledky
1. (a) linearné nezavislé,
(b) linearné zavislé,
2. (a) linearné nezavislé,
(b) linearné zavislé,
(c) linedrné nezavislé,
3. linedrné zavislé,
4. pro a # 0 a b # 6 jsou vektory linedrné nezavislé, jinak jsou linedrné zavislé,
5. neni,
6. p(z) = q(z) — 2r(z) + 3s(x),
7. dim(W7) = 3, bazi tvoii vektory uq, ug, us,
dim(Ws) = 2, bazi tvori vektory vy, v,
8. (a) libovolny,
(b) ez nebo es,
(c) e1 nebo es.
(d) Vektory ey, z, u netvoii bazi R3. Pokud libovolny z téchto vektorti nahradime
vektorem es také nedostaneme bazi R3.
9. (a) Vektory nemohou nikdy tvoiit bazi R3.
(b) Vektory tvofi bazi pro kazdé a € R\ {0,1}.
PR R S O |

(b) dimenze je 4
(¢c) D=2A+5B—-C
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Souradnice vektoru, hodnost matice, Frobeniova

véta

1.

Jsou dany vektory e; = (1,0,0), e = (0,1,0), es = (0,0,1). Rozhodnéte, zda
vektory u, v, w tvoii bazi prostoru R3, je-li u = 2e; + ey + 3e3, v = eg + 2es,
w =e; — ey + Tes.

2. Necht vektory u, v, w tvori bazi vektorového prostoru V. Rozhodnéte, zda nasledujici
vektory tvori bazi prostoru V:
a) u+v,v—w, u+w,
b) 2u + v+ 3w, v + 2w, u — v + Tw.
3. Ukazte, ze vektory ui, ug, ug tvori bazi a spoc¢téte souradnice vektoru = v této bazi.
a) up = (1,1,1), ue = (1,1,2), ug = (1,2,3), z = (6,9, 14)
b) ug =(1,2,3), ug = (1,1,1), us = (1,1,2), x = (3,4,7)
c)ur =(2,1,-3), ua = (3,2,-5), us = (1,-1,1), = = (6,2, —7)
4. M¢jme vektorovy prostor P> polynomil stupné maximalné 2. Naleznéte souradnice
polynomu p(x) = 222 + 52 + 7 v usporadané bazi B = ((x +2)%,z + 2,1).
5. Je ddna homogenni soustava lineadrnich rovnic:
T1 + 229 — 23 =0
1 — x2 + 3x3 =0.
Ovérte, ze mnozina M vSech FeSeni této soustavy je vektorovy podprostor prostoru
R3. Uréete dimM a najdéte alesponi jednu bazi vektorového prostoru M.
6. Jsou dany homogenni soustavy nad R. Urcete bazi a dimenzi podprostoru feseni
téchto soustav.
a) —x1+2x2+323=0 b) 2x1 — 4x9 + bx3 + 314 =0
1 —4x9 — 1323 =0 3x1 — 620 + 43+ 224 =0
—3x1 4+ 5x9 +4x3 =0 4x1 — 8x9 + 17x3 + 1124 =0
7. Najdéte bazi a dimenzi vektorového prostoru ¥, kde
VYV ={x= (ml,xQ,xg)T ER3: 2w1+a9—23=0, 21 — 29 — 23 = 0}.
Vysledky
1. ano,
2. a) ne, b) ano,
3. a)z=(1,2,3),b) z=(1,0,2),c) x = (1,1,1)

17



. dimenze je 1, bazi tvofi napi. vektor (—5,4,3)

. a) dimenze je 1, bazi tvofi napf. vektor (—7,—5,1),
b) dimenze je 2, bazi tvoii napf. vektory (2,0,—5,7), (2,1,0,0)

. dimenze je 1, bazi tvoii napf. vektor (0,1,1).
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Linearni zobrazeni vektorovych prostori

1. Vysetiete, zda je zobrazeni o/ : R? — R? linearni, je-li
a) o ((r1,x2,x3)) = (222 + x3, 21 + x3, 371 + T2 — 3),
b) o ((x1,x2,x3)) = (x1 + x2, 21 — xg,x%).

2. Rozhodnéte, zda je zobrazeni <7 : R? — R? linearni, je-li

ﬂ((l‘l,xg, .’Eg)) = (2$1 + 5$2 — T3, —T1 — 2563 — 2)

3. Ovéite, zda je zobrazeni o7 : Py, — R3 linearni, pficemz < je definovano takto:
o (ax?® +bxr +¢) = (a +b,a — b, —c).

4. Je dano linearni zobrazeni o7 : R? — R? definované ptedpisy:
o/ (1,-1) = (2,3), &/ (—1,-1) = (1,2). Urcete obraz vektoru (5,1), tj. <7 (5,1).

5. Je déno zobrazeni «7: Py — P», takové ze <7 (p) = p(—x) + p(x + 1).
a) Dokazte, Ze se jednd o linedrni zobrazeni.
b) Uréete obraz polynomu p(z) = 2 — 5z + 622

6. Je dano linedrni zobrazeni o7 : R?® — R? definované ptedpisy:
(1,2,0) =(2,3), </(1,1,1)=(0,1), «(—1,3,—1)=(1,4).

a) Urcete obraz vektoru (6,1, —7), tj. &/(6,1,—7).
b) Uréete obraz vektoru (0,0, —4), tj. 27(0,0, —4).

7. Je dano linedrni zobrazeni <7 : P, — R? definované predpisy
(@ +a)=(1,-1), F@+z+1)=(-1,2), F(x)=(0,-1).

a) Naleznéte obraz polynomu —2z2 + 3z — 4.
b) Naleznéte vzor vektoru (3, —2) € R2.

8. Je dano linearni zobrazeni o/ : R?® — R? piedpisem
LQ{(JH, T2, $3) = (xl — T2,T1 + xT2,x1 + T2 + x3)'

Urcete
a) jadro zobrazeni </ a jeho dimenzi,
b) obor hodnot (obraz) linedrniho zobrazeni a jeho dimenzi.

9. Je dano linedrni zobrazeni .7 : R? — R? definované ptedpisy:
o(1,1,-1) = (2,1), </(1,-1,1)=(2,-2), «/(—1,1,1)=(0,-3).

Naleznéte jadro linearniho zobrazeni 7 a urcete dimenzi jadra.
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10. Je déna linearni transformace < : R? — R? definované piedpisy
</(1,1,0) = (1,-1,1), o/(1,1,1) = (1,0,1), <7(0,1,0) = (0,—1,0).

a) Naleznéte jadro a uréete jeho dimenzi.
b) Naleznéte obor hodnot a urcete jeho dimenzi.

11. Je dano linearni zobrazeni 7 : R? — R? piedpisem
427(.%'1, T9, xg) = (3?1 + 29,329 + 4.%'3).

Naleznéte matici linedrniho zobrazeni &7 vzhledem k bazim E a F, kde E je stan-
dardni baze vektorového prostoru R® a F' = (f1, f1) je béze prostoru R2. Pfitom

fi= (172)7 2= (272)'

12. Je dano linearni zobrazeni o7 : R* — R3 definované piedpisy:
</(1,1,—1,0) = (0,0,0), </(1,2,—1,-2) = (—1,-3,1), «/(1,0,0,—1) = (0,0,0),
o/(1,1,1,1) = (5,8, 2).
Sestavte matici linedrniho zobrazeni vzhledem ke standardnim bézim prostoru R* a

R3.
Vysledky
1. a) ano, b) ne
2. ne,
3. ano,
4. (1,0),
5. a) ano, b) 5+ 12z + 1222
6. a) (3, 5), b) (7.3),
7. a) (6,—15), b) 1+ 5z + 522 + p(1 + 3z + 222),
8. a) N(«) = {0}, dimN (<) = 0,
b) H(<) = ((1,1,1),(~1,1,1),(0,0,1)), dimH (&) = 3,

9. N(o7) = ((—1,3, 1)), dimN (&) = 1

10. a) N(«7) = ((0,1,1)), dsz(ﬂ’):l,
)H( ):<(a ) )( 1, ))vdimH('d):&
-1 1 4]
W er= |71 )
1 1 2 1]
12. [@]prp=12 1 3 2
0 1 1 0]
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Bilinearni formy

1. Rozhodnéte, zda je zobrazeni B: P, X P» — R definované pro kazdé p,q € P,
predpisem

(a) B(p,q) = 4p(0)q(1) + p(2)q(3)
(b) B(p,q) = p(1)q(—1) + p(0)¢*(1)

bilinearni forma.
2. Je dana bilinearni forma B: P> X P, — R definovana predpisem
B(p(z),q(x)) = p(0)q(0) + p(1)q(1), kde p(z),q(z) € P2.
Sestavte matici této bilinearni formy vzhledem ke standardni bazi prostoru Ps.
3. Je dana bilinedrni forma B: P, x P, — R definovana vztahem
B(p.q) = p(2)q(3).

Sestavte matici bilinearni formy B vzhledem k bazi E = (p1,p2, ps), kde p1(z) =1,
pa(z) =1—z, p3(x) = (1 — x)2.

4. Je dana bilinearni forma B: P, x P, — R definovana predpisem
B(p.q) = p(0)q(3),
kde p,q € Ps.

(a) Sestavte matici bilinearni formy B vzhledem k béazi F' = (p1,p2, p3), kde p; =
=l,pp=2-1,p3=(z—1)%

(b) Uréete soutadnice polynomt p(z) = z+1 a q(z) = 2%+1 v bazi F = (p1, p2, p3)-
(c) Pomoci matice bilinearni formy vy¢islete B(p, q) pro polynomy p(z), q(z).

5. Je déna bilinearni forma B: R3 x R3 — R definované vztahem

B(z,y) = z1y1 — 221y2 + 371Y3 — T2Y3.
(a) Urcete jeji symetrickou a antisymetrickou ¢ast.

(b) Urcete matici bilinearni formy B vzhledem ke standardni bazi, matici symet-
rické ¢asti B a matici antisymetrické c¢asti B.

6. Rozlozte matici bilinearni formy

3 6 2
A=|-2 0 3
4 1 5

na soucet symetrické a antisymetrické ¢asti.
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Vysledky

1. (a) ano, (b) ne,
(2 1 1
2. [B]= {1 1 1
111
1 -2 4
3. [B]=|-1 2 -4
1 -2 4
1 2 4
4. (a) [B]=|-1 -2 —4
1 2 4

(b) b= (2’ 1’O)a q= (2727 1)7
(c) B(p,q) = 10,

5. (a) BS(%?J) =ZT1Yy1 — T1Y2 + %$1y3 — T2Y1 — %lb“zy?, + %$3y1 - %163@/2,

BA(z,y) = —x1y2 + Sx1y3 + Tay1 — 3T2y3 — ST3Y1 + 3T3Y2,
1 -2 3 1 -1 3 o -1 3
() B]=10 0 -1 |,[BS]=|-1 0 —-% |, BY=|1 0 -3
0 0 0 s -1 0 -3 1 0
323 0 4 -1
6. B]=12 0 2 |+|-4 0 1
325 1 -1 0
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Kvadratické formy

1. Je déna bilinearni forma B: R? x R? — R definovana vztahem
B(z,y) = x1y1 + 3x1y2 + 5x2y1 — 3x2yo.
Najdéte kvadratickou formu pfislusnou bilinearni formé B a jeji matici.

2. Je dana bilinearni forma B : P, X P» — R definovand predpisem

B(p(z), q(x)) = p(=1)q(2) + p(2)q(1)
(a) Naleznéte matici bilinearni formy vzhledem ke standardni bazi £ = (22, z,1)
a potom naleznéte matice jeji symetrické a antisymetrické casti.

(b) Uréete obraz dvojice polynomii p(x) = —322 + 5z + 2 a q(z) = 422 — 2z v
bilinearni formé.

(c) Je kvadraticka forma Q v P» dand ptedpisem Q(p(z)) = 8a? + 2¢? + 4ab +
+ 10ac + 4bc, piislusna k bilinearni formé B, jestlize p(z) = ax? + bz + c? Své
tvrzeni zdtvodnéte!

3. Klasifikujte nasledujici kvadratické formy:

(a) Q: R2 =R, Q(z) = 323 — 2z119,

(b) Q: R?® - R, Q(z) = =323 — 423 — 223 + 62122 + 22173 — 4a273,
(c) Q: R® - R, Q(z) = 22 + 23 + 2% — 42129 — 42973,

(d) Q: R®* - R, Q(z) = 2% + 423 + 8:5% —4x1x9 + 62123 — 122923,
(e) Q: R? - R, Q(z) = 23 + 23 + 422 — 1129 — 2273.

4. Je dana kvadratickd forma (). Urcete bazi, ve které méa tato kvadratickd forma
diagonalni matici a formu klasifikujte.

(a‘) Q: R? — Rv Q(J?) = 'rl + 2$1$2,

(b) Q: R? - R, Q(z) = —22% + 2x129 — 323,

(c) Q: R? - R, Q(z) = =223 — 22139 — a3,

(d) Q: R?* - R, Q(z) = 223 + 423 + 2922 + 4129 — 122173 — 42973,

5. Najdéte diagonalni matici D, kterd je kongruentni s matici A:

A=|-1 2 -1

23



Vysledky
1. Q(z) = 2% + 8x129 — 3232,

1 4
Q= 4 |
8 6 5 8 2 5 0 4 0
2. (a) [B]=]-2 0 -1 ,[BS]201],[BA] 402]
5 3 2 5 1 2 0 2 0
(b) B(p,q) = —62,

(c

ano.

a) indefinitni,

(¢) indefinitni,
(d

(e) pozitivné definitni.

)
)
(a)
(b) negativné definitni,
)
) indefinitni,
)

4. (a) indefinitn, baze D = ((1,0), (1,-3)), [Q]p = [g _03 }

(b) negativné definitni, baze D = ((1,0), (1,2)), [Q]p = [—2 0 ]

0 -10
. . VI -2 0
(c) negativné semidefinitni, baze D = ((1,0), (1, -2)), [Q]p = [ 0 0

O O N
o N O
w o o

(d) pozitivné definitni, baze D = ((1,0,0), (—1,1,0),(5,—-2,1)), [Q]p = |:

0
0f.
2

o o O

2
5. Napiiklad [Q] = {O
0

—_
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Skalarni soucin, ortogonalizace

1. Je dan vektorovy prostor R2. Rozhodnéte, zda nasledujici predpisy urcuji skalarni

souéin (u,v), pfi¢emz u = (u1,uz2), v = (vi,v2):
(a) (u,v) = 4uivy + 2uqve + 2ugvy + 3ugve,
(b) (u,v) = 2u? + 4ud + 6uf — vy — 2ugvs.

2. V R? je zad4n skalarni souéin (z,y) = 3z 1y1 + 4xoys + x3ys. Ortogonalizujte bazi
F ={fi1, fa, f3}, kde f1 = (0,0,1), fo = (0,1,1), f3 = (1,2,1) vzhledem k zadanému
skaldrnimu soucinu.

3. Gram- Smidtovym procesem naleznéte ortonormélni bazi linedrniho obalu vektort

=(1,1,1,1), ug = (0,1,—1,0), ug = (1,3, —1, 3) vzhledem ke skaldrnimu sou¢inu
(u, V) = ujv1 + ugv2 + uzvs + ugvy.
4. Je dan vektorovy prostor R? se skalarnim soudinem (u,v) = ujv1 + ugvy + uzvs.
Vypoctéte souradnice vektoru x = (3,4,5) vzhledem k ortogonalni béazi
E=(1,-1,1),01,1,0), (-, 1)
- ) ) ) 9 9 ) 27 27 M
K vypoctu vyuzijte ortogonality baze.
Vysledky
1. a) ano, b) n
2. £F=((0,0,1),(0,1,0),(1,0,0)),
—((1 111 1 1 . 1 1 _ 3
3. E= (3,335,045 -5.0,(-3% ~ 35— 35— 32)):
4 z= [%7 %7 %]
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Determinanty, Cramerovo pravidlo

1. Vypoctéte determinant matice A

h

Il
-
oo Ot N
© o w

2. Vypoctéte determinant matice B

sinx —cosx
B = .
cosr sinx

3. Cramerovym pravidlem vypoctéte neznamou xy dané soustavy rovnic

T1+ T2+ a3+ 74 = —1
2x1 —x9+3x3 =1

219 + 314

-1+ 223+ x4 = —2

I
|
[t

4. Cramerovym pravidlem vypoctéte nezndmou x3 dané soustavy rovnic

3r1 — 22+ 223=17
41 — 3x0 + 223 =4
2x1 +x2 + 3x3 =13

5. Cramerovym pravidlem vypoctéte neznamou x; dané soustavy rovnic

2x9 + x3 = 2
To+2x3+ x4 =1
1+ 23+ 224 =4

201 + x4 =8

6. Pomoci determinantt urcete inverzni matici A~ k matici A

7. Pomoci determinant® urcete inverzni matici A~ k matici A

2 -1 0
A=|-2 -1 1
2 -3 2
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Vysledky

1.
2.

3.
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