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1
Kapitola 1Èíselné mno¾inyPrùvod
e studiem SJ VZUbìhla velmi dlouhá doba, ne¾ se v matemati
e ustálily pojmy jako èísla pøirozená,
elá, ra
ionální, reálná a komplexní. Jeji
h zavedení bylo vy¾ádáno potøebami odstranitnedostatky ve stávají
ím èíselném systému. V této kapitole si jednotlivé èíselné oborystruènì pøipomeneme spolu s mo¾nostmi jeji
h vyu¾ití i potí¾emi.Cíle

➳Nauèíte se:� zapisovat zmínìné èíselné mno¾iny,� základní vlastnosti tì
hto èíselný
h mno¾in.1.1. Pøirozená èíslaMno¾inu pøirozený
h èísel zapisujeme ve tvaruN = f1; 2; 3; : : :g:V mno¾inì pøirozený
h èísel mù¾eme sèítat a násobit, tj. souètem nebo souèinempøirozený
h èísel je opìt pøirozené èíslo. Øíkáme také, ¾e obor pøirozený
h èísel jeuzavøený vzhledem k opera
ím sèítání a násobení.1.2. Celá èíslaPøidáme-li k mno¾inì pøirozený
h èísel nulu a 
elá èísla záporná obdr¾íme mno¾inu
elý
h èísel Z = f: : : ;�2;�1; 0; 1; 2; : : :g;



2 Èíselné mno¾iny
PSfrag repla
ements 1

1
p2

Obr. 1.1: Úhlopøíèka ètver
ev ní¾ mù¾eme naví
 bez omezení odèítat. Zbývá tak je¹tì základní opera
e dìlení,kterou v oboru 
elý
h èísel nelze v¾dy realizovat. Napøíklad dìlení 12 : 3 lze provést,ne v¹ak dìlení 12 : 5 nebo �5 : 0.1.3. Ra
ionální èíslaZ
ela odli¹ná od 
elý
h èísel jsou èísla tvarupq (1.1)kde p a q jsou 
elá èísla, pøièem¾ q 6= 0. Mno¾inu v¹e
h èísel tvaru 1.1 nazývámemno¾inou ra
ionální
h èísel a oznaèujeme ji Q . TedyQ = �pq : p; q 2 Z ^ q 6= 0� :Ka¾dé 
elé èíslo p mù¾eme vyjádøit jako p1 , tak¾e Z � Q . Mno¾ina ra
ionální
hèísel je uzavøena vzhledem k opera
ím sèítání, odèítání, násobení a dìlení, vyjmadìlení nulou. Ni
ménì existuje 
elá øada úloh poukazují
í
h na urèitou neúplnostra
ionální
h èísel. U¾ v anti
kém Øe
ku bylo objeveno, ¾e pomìr délky úhlopøíèkyètver
e k dél
e jeho strany nelze vyjádøit jako pomìr dvou 
elý
h èísel. Víme, ¾etento pomìr je roven p2.1.4. Reálná èíslaÈísla, která nejsou ra
ionální nazýváme ira
ionální. Sjedno
ením mno¾in v¹e
h ra-
ionální
h a ira
ionální
h èísel dostaneme mno¾inu v¹e
h reálný
h èísel R. Problém



1.4 Reálná èísla 3s neúplností ra
ionální
h èísel je tak vyøe¹en, ni
ménì ani obor reálný
h èísel neníje¹tì úplnì bez problémù. U¾ v 16. století italský matematik Gieronymo Cardanopøi øe¹ení úlohy rozlo¾it èíslo 10 na souèet dvou sèítan
ù, jeji
h¾ souèin je 40, nalezlpro rovni
i x(10� x) = 40 koøenyx1 = 5 +p�15; x2 = 5�p�15 : (1.2)Z
ela analogi
ky pøi øe¹ení kvadrati
ké rovni
e upravené na tvarx2 + 2px+ q = 0 (1.3)dospìjeme k výrazùm x1 = �p +pD; x2 = �p�pD: (1.4)Je-li diskriminant D = p2� q � 0, jsou x1; x2 reálná èísla. Je-li D < 0, rovni
e nemáreálné øe¹ení. Problém tkví ve skuteènosti, ¾e ani pomìrnì jednodu
hou opera
i jakoje druhá odmo
nina, nemù¾eme aplikovat na záporná èísla.Na druhé stranì, nebudeme-li brát ohled na znaménko diskriminantu a s vý-razy 1.2 nebo 1.4 budeme poèítat jako s dvojèleny podle pravidel platný
h proreálná èísla, shledáme, ¾e jsou formálním øe¹ením na¹i
h úloh. Skuteènìx1 + x2 = �5 +p15� + �5�p15� = 10;x1x2 = �5 +p15��5�p15� = 25� (�15) = 40:Stejnì takx21 + 2px1 + q = ��p +pD�2 + 2p��p +pD�+ q == p2 � 2ppD +D � 2p2 + 2ppD + q = �p2 + q +D = 0; atd:Proveïme nyní ve výraze
h 1.4 v pøípadì, ¾e D < 0 tuto formální úpravu:x1;2 = �p�p(�D) (�1) = �p�p�Dp�1 = a+ biPou¾ili jsme oznaèení a = �p, b = p�D, i = p�1. Nyní vidíme, ¾e má-li mítkvadrati
ká rovni
e 1.3 v¾dy øe¹ení, je tøeba roz¹íøit obor reálný
h èísel o þèíslaimaginárníÿ a+ bi, kde a; b 2 R, i = p�1 a s tìmito èísly poèítat podle pravidel:i2 = �1(a + bi) + (
 + di) = (a+ 
) + (b + d) i(a + bi) � (
+ di) = a
 + bdi2 + adi+ b
i = (a
� bd) + (ad+ b
) iPojmy k zapamatování X| èíslo pøirozené, 
elé, ra
ionální, ira
ionální, reálné a imaginární,| uzavøenost èíselného oboru vzhledem k poèetní opera
i,| závislost øe¹ení kvadrati
ké rovni
e na diskriminantu.



4
Kapitola 2Komplexní èíslaPrùvod
e studiemSJ VZ Jak u¾ bylo øeèeno, potøeba najít v¾dy øe¹ení kvadrati
ké rovni
e vy¾aduje zavedení èísela+ bi, kterým budeme øíkat komplexní èísla. V¹imnìme si, ¾e ka¾dé komplexní èíslo a++bi lze také nahradit uspoøádanou dvoji
í reálný
h èísel (a; b). Napøíklad dvoji
e (�1; 2)znaèí èíslo �1 + 2i, (0; 1) znaèí èíslo 0 + 1i = i a (2; 0) znaèí èíslo 2 + 0i = 2. Tétoskuteènosti vyu¾ijeme pøi konstruk
i oboru komplexní
h èísel.Cíle

➳ Cílem této kapitoly je vybudovat obor komplexní
h èísel, poukázat na rùzné zpùsobyjeji
h vyjádøení a mo¾nosti aplika
e. Po jejím prostudování budete znát:� algebrai
ký a goniometri
ký tvar komplexního èísla a jeho znázornìní vGaussovì rovinì,� základní poèetní opera
e s komplexními èísly vèetnì umo
òování a od-mo
òování,� øe¹ení kvadrati
ké a binomi
ké rovni
e.2.1. Zavedení komplexní
h èíselDe�ni
e 2.1. Komplexními èísly nazýváme uspoøádané dvoji
e reálný
h èíselnapø. (a; b), (
; d), pro které de�nujeme rovnost, sèítání a násobení následují
ímzpùsobem: (a; b) = (
; d) právì tehdy, kdy¾ a = 
 a b = d(a; b) + (
; d) = (a+ 
; b+ d)(a; b): (
; d) = (a
� bd; ad+ b
) :Mno¾inu komplexní
h èísel budeme znaèit C .



2.1 Zavedení komplexní
h èísel 5

☞

Pøíklad 2.2. Urèete souèet a souèin komplexní
h èísel (1;�2); (3; 7).Øe¹ení. (1;�2) + (3; 7) = (1 + 3;�2 + 7) = (4; 5) ;(1;�2) : (3; 7) = (1:3� (�2) :7; 1:7 + (�2) :3) = (17; 1) : NJe-li (a; b) ; (
; d) ; (e; f) 2 C , snadno se uká¾e platnost tì
hto tvrzení:(a; b) + (
; d) = (
; d) + (a; b) (2.1a)(a; b) + [(
; d) + (e; f)℄ = [(a; b) + (
; d)℄ + (e; f) (2.1b)(a; b) + (0; 0) = (a; b) (2.1
)(a; b) + (�a;�b) = (0; 0) (2.1d)(a; b) : (
; d) = (
; d) : (a; b) (2.1e)(a; b) : [(
; d) : (e; f)℄ = [(a; b) : (
; d)℄ : (e; f) (2.1f)(a; b) : (1; 0) = (a; b) (2.1g)(a; b) 6= (0; 0)) (a; b)� aa2 + b2 ; �ba2 + b2� = (1; 0) (2.1h)(a; b) : [(
; d) + (e; f)℄ = (a; b) : (
; d) + (a; b) : (e; f) (2.1i)Ze vztahù (2.1a) a¾ (2.1d) mù¾eme usoudit, ¾e opera
e sèítání je komutativní aaso
iativní. Jejím nulovým prvkem je èíslo (0; 0), èíslem opaèným k (a; b) je èíslo(�a;�b). 2.1e a¾ 2.1h ukazují, ¾e opera
e násobení je také komutativní a aso
iativní.Jednotkou je èíslo (1; 0) a pøevrá
enou hodnotou èísla (a; b) 6= (0; 0) (respektiveinverzním prvkem k (a; b) 6= (0; 0)) je èíslo(a; b)�1 = � aa2 + b2 ; �ba2 + b2� :Obì opera
e jsou svázány distributivním zákonem (2.1i). Uká¾eme si napøíklad, jakmù¾eme pøevrá
enou (re
iprokou) hodnotu èísla (a; b) 6= (0; 0) odvodit. Hledámevlastnì komplexní èíslo (x; y) takové, aby platilo (a; b) (x; y) = (1; 0). Z de�ni
enásobení a rovnosti komplexní
h èísel vyplývá, ¾eax � by = 1bx + ay = 0� (2.2)Soustavu øe¹íme napøíklad sèíta
í metodou. Vynásobíme-li první rovni
i a a dru-hou rovni
i b, obdr¾íme po seètení obou rovni
 (a2 + b2)x = a. Stejnì tak po vyná-sobení první rovni
e (�b) a druhé a, vy
hází po seètení (a2 + b2) y = �b. Je zøejmé,



6 Komplexní èísla¾e soustava 2.2 má jediné øe¹ení právì tehdy, kdy¾ a2 + b2 6= 0, tj. (a; b) 6= (0; 0).Potom dostáváme x = aa2 + b2 ; y = �ba2 + b2a inverzní prvek je nalezen.De�ni
e 2.3. Rozdílem komplexní
h èísel (a; b), (
; d) nazýváme komplexní èíslo(x; y), pro které platí (a; b) = (
; d) + (x; y) :Leh
e zjistíme, ¾e hledaným èíslem je uspoøádaná dvoji
e (a� 
; b� d). Pí¹emetedy (a; b)� (
; d) = (a� 
; b� d) :De�ni
e 2.4. Podílem komplexní
h èísel (a; b), (
; d) se nazývá komplexní èíslo(x; y) takové, ¾e (a; b) = (
; d) (x; y) :Stejným postupem jako pøi hledání komplexního èísla (a; b)�1, najdeme øe¹eníx = a
+ bd
2 + d2 ; y = b
� ad
2 + d2 : (2.3)Platí (a; b)(
; d) = �a
+ bd
2 + d2 ; b
� ad
2 + d2 � :

☞

Pøíklad 2.5. Najdìte rozdíl a podíl komplexní
h èísel (1;�2), (3; 7).Øe¹ení. (1;�2)� (3; 7) = (1� 3;�2� 7) = (�2;�9)(1;�2)(3; 7) = �1:3 + (�2) :732 + 72 ; �2:3� 1:732 + 72 � = ��1158 ;�1358� : NZastavme se nyní u komplexním èísel, která jsou reprezentována uspoøádanýmidvoji
emi (a; 0), kde a 2 R. Ve shodì s de�ni
í sèítání a násobení komplexní
h èíselvy
hází (a; 0) + (b; 0) = (a+ b; 0) ;(a; 0) : (b; 0) = (ab; 0) ;



2.1 Zavedení komplexní
h èísel 7tak¾e mno¾ina komplexní
h èísel tvaru (a; 0) je uzavøena vzhledem k opera
ím sèí-tání a násobení, které splòují tvrzení (2.1a) a¾ (2.1i). Nulovým prvkem a jednot-kovým prvkem jsou opìt èísla (0; 0) a (1; 0). Èíslem opaèným k (a; 0) je (�a; 0)a inverzním prvkem k prvku (a; 0) 6= (0; 0) je prvek � 1a ; 0�. V mno¾inì komplexní
hèísel C tedy existuje podmno¾ina f(a; 0) : a 2 Rg, která vykazuje vzhledem ke sèí-tání a násobení stejné vlastnosti jako mno¾ina v¹e
h reálný
h èísel R. V dùsledkutoho mù¾eme komplexní èíslo (a; 0) ztoto¾nit s reálným èíslem a.Naproti tomu komplexní èísla (0; b) ; b 2 R, nelze v øádném pøípadì ztoto¾nit sèísly reálnými. Mno¾ina tì
hto èísel není ani uzavøena vzhledem k násobení:(0; b) (0; d) = (�bd; 0) :Výsledkem není komplexní èíslo stejného typu, nýbr¾ komplexní èíslo, které jak u¾bylo øeèeno bereme jako reálné. To má v¹ak pro nás velký význam. Nyní u¾ neníproblém najít komplexní èíslo, jeho¾ ètvere
 je roven �1. Je jím komplexní èíslo(0; 1): (0; 1)2 = (0; 1)(0; 1) = (�1; 0) :Oznaèíme-li tedy i = (0; 1), mù¾eme ka¾dé komplexní èíslo (a; b) psát v algebrai
kémtvaru a+ bi zavedeném nìme
kým matematikem K. F. Gaussem (1777-1855). Platí(a; b) = (a; 0) + (0; b) = (a; 0) + (b; 0)(0; 1) = a+ bi:Dospìli jsme tak ke stejnému zápisu komplexního èísla jako v èásti (1.4). K ozna-èení komplexní
h èísel budeme také pou¾ívat písmena, napø. z = a + bi. Je-li z == a + bi, nazývá se a reálná èást èísla z, zatím
o b je jeho imaginární èástí, 
o¾zapisujeme a = Re z; b = Im z :Komplexní èíslo, jeho¾ imaginární èást je rùzná od nuly se nazývá imaginární.Èísla tvaru bi; b 6= 0, oznaèujeme jako ryze imaginární. Èíslo i, jeho¾ reálná èást serovná nule a imaginární èást je rovna jedné, se nazývá imaginární jednotka.V dal¹ím textu budeme výhradnì u¾ívat algebrai
kého zápisu komplexního èísla,nebo» takto se v¹e
hna pravidla pro poèítání s komplexními èísly dobøe pamatují.(a+ bi) + (
+ di) = (a + 
) + (b+ d)i ;(a + bi)� (
+ di) = (a� 
) + (b� d)i ;(a + bi)(
+ di) = (a
� bd) + (ad+ b
)i :V¹imnìme si, ¾e komplexní èísla sèítáme, odèítáme a násobíme podobnì jako poly-nomy, pøièem¾ klademei2 = �1; i3 = i2i = �i; i4 = i2i2 = 1 :Tedy napø.: (1� 2i) (3 + 7i) = 3� 6i+ 7i� 14i2 = 17 + i(1� 2i)3 = 1� 6i+ 12i2 � 8i3 = �11 + 2i:



8 Komplexní èíslaJe-li z = a + bi 6= 0, vypoète se pøevrá
ená hodnota následovnì (srovnej s (2.1h)):1z = z�1 = 1a + bi a� bia� bi = a� bia2 + b2 = aa2 + b2 + �ba2 + b2 i : (2.4)Spe
iálnì pro podíl (a+ bi) = (
 + di) vyjde (srovnej s (2.3)):a + bi
 + di = a+ bi
+ di 
� di
� di = a
+ bd+ (b
� ad) i
2 + d2 = a
 + bd
2 + d2 + b
� ad
2 + d2 i : (2.5)Uka¾me si je¹tì jeden výpoèet:1 + i1� i = (1 + i) (1 + i)(1� i) (1 + i) = 2i2 = i :Postupu, který jsme pou¾ili pøi výpoètu podílu dvou komplexní
h èísel se øíkáusmìròování. Je-li napø. ve jmenovateli èíslo a + bi, roz¹íøíme zlomek èíslem a� bi;tj. èíslem se stejnou reálnou a opaènou imaginární èástí.De�ni
e 2.6. Ne
h» z = a + bi je libovolné komplexní èíslo. Èíslo z = a � bi senazývá èíslo komplexnì sdru¾ené k z.Poznámka 2.7. Souèinem èísel navzájem komplexnì sdru¾ený
h zz je èíslo reálné!Naví
 platí z = z právì tehdy, kdy¾ z 2 R.De�ni
e 2.8. Ne
h» z = a + bi. Reálné èíslo jzj = pz�z = pa2 + b2 se nazýváabsolutní hodnota (modul) èísla z. Komplexní èíslo z takové, ¾e jzj = 1 se nazývákomplexní jednotka.

☞

Pøíklad 2.9. Urèete hodnoty j3� 4ij, j1j, j0j, jij.Øe¹ení.j3� 4ij =q32 + (�4)2 = 5; j1j = p12 + 02 = 1; jij = p02 + 12 = 1; j0j = 0 N

☞

Pøíklad 2.10. Uka¾te, ¾e pro libovolná komplexní èísla z1; z2 platíz1z2 = �z1�z2 (2.6a)jz1z2j = jz1j jz2j : (2.6b)



2.1 Zavedení komplexní
h èísel 9Øe¹ení. Polo¾íme z1 = a + bi, z2 = 
 + di. Nejprve vypoèteme souèiny z1z2, �z1 �z2,a nakone
 urèíme èíslo komplexnì sdru¾ené k souèinu z1z2:z1z2 = (a+ bi) (
+ di) = a
� bd + (ad+ b
) i ;�z1�z2 = (a� bi) (
� di) = a
� bd� (ad+ b
) i ;z1z2 = a
� bd� (ad+ b
) i = �z1�z2 :Nyní pøistoupíme k ovìøení rovnosti 2.6b:jz1z2j =p(z1z2)(z1z2) =p(z1z2)(�z1�z2) =p(z1�z1)(z2�z2) = pz1�z1pz2�z2 = jz1j jz2j :Vyu¾ili jsme první rovnosti 2.6a, tvrzení 2.1e, 2.1f a pravidla pro výpoèet odmo
ninyze souèinu reálný
h èísel. NPojmy k zapamatování X| algebrai
ký tvar komplexního èísla,| reálná a imaginární èást komplexního èísla,| èísla komplexnì sdru¾ená,| absolutní hodnota (modul) komplexního èísla.Pøíklady k pro
vièení !1. Co je komplexní èíslo? Jaké zápisy pou¾íváme pro komplexní èísla?2. Uka¾te, ¾e sèítání a násobení komplexní
h èísel je komutativní a aso
iativní a ¾e obìopera
e jsou svázány distributivním zákonem.3. Která èísla nazýváme imaginární a ryze imaginární?4. Vypoètìte: a) i5 ; b) i6 ; 
) i7 ; a pro libovolné n 2 N vypoètìte d) i4n ; e) i4n+1 ;f) i4n+2 ; g) i4n+3 .5. Vypoètìte: a) (3 + i) + (2� 5i) ; b) (3 + i)� (2� 5i) ; 
) (3 + i) (2� 5i) ;d) (3 + i) = (2� 5i) .6. Polo¾te z = a+ bi a vypoèítejte: a) Re z2 ; b) Im z2 ; 
) Re (z + �z) ; d) Im (z + �z) ;e) Re (z � �z) ; f) Im (z � �z) ; g) Re 1z ; h) Im 1z ; i) Re 1�z ; j) Im 1�z .7. Doka¾te, ¾e platí: a) z1 + z2 = �z1 + �z2 ; b) � z1z2� = �z1�z2 , z2 6= 0 ; 
) (�z) = z .8. Uka¾te, ¾e platí: a) ��� z1z2 ��� = jz1jjz2j , z2 6= 0 ; b) jz1 + z2j � jz1j+ jz2j .Øe¹ení.
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Obr. 2.1: Geometri
ké znázornìní komplexního èísla4. a) i ; b) �1 ; 
) �i ; d) 1 ; e) i ; f) �1 ; g) �i .5. a) 5� 4i ; b) 1 + 6i ; 
) 11� 13i ; d) 129 + 1729 i .6. a) a2�b2 ; b) 2ab ; 
) 2a = 2Re z ; d) 0 ; e) 0 ; f) 2b = 2Im z ; g) aa2+b2 ; h) �ba2+b2 ;i) aa2+b2 ; j) ba2+b2 .8. b) Návod:jz1 + z2j2 = jz1j2 + jz2j2 + �z1z2 + z1�z2, �z1z2 + z1�z2 = 2Re(�z1z2) � 2j�z1z2j : N2.2. Geometri
ká interpreta
e komplexní
h èíselBuï dána rovina s pravoúhlým souøadni
ovým systémem, jeho¾ osy oznaèíme x, y.Z analyti
ké geometrie víme, ¾e si body roviny a uspoøádané dvoji
e reálný
h èíseljeji
h pravoúhlý
h souøadni
 vzájemnì jednoznaènì odpovídají. Ka¾dému komplex-nímu èíslu z = a+bimù¾eme pøiøadit v této rovinì bod o souøadni
í
h (a; b) a naopakka¾dému bodu (a; b) této roviny odpovídá jediné èíslo a + bi (obr. 2.1). V této sou-vislosti se osa x nazývá reálná osa a y imaginární osa. Reálná a imaginární osa senìkdy oznaèují Re z, Im z. Rovina, v ní¾ znázoròujeme komplexní èísla, se na-zývá Gaussova rovina a oznaèuje se C . Poèátek souøadni
ového systému je obrazemèísla 0.Nìkdy také ztoto¾òujeme komplexní èísla s vektory v rovinì. Èíslu z = a + biodpovídá vektor mají
í délku jzj a smìr polopøímky �!0z. Souèet a rozdíl komplexní
hèísel z1, z2; pak interpretujeme jako souèet a rozdíl pøíslu¹ný
h vektorù (obr. 2.2,2.3).
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Obr. 2.2: Geometri
ká interpreta
e souètu komplexní
h èísel
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�z2 z1 � z20
Obr. 2.3: Geometri
ká interpreta
e rozdílu komplexní
h èísel
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0
PSfrag repla
ements x

y z = x + iyr = jzj ' Re z
Im z

+�!x
Obr. 2.4: Znázornìní komplexního èísla pomo
í argumentu a moduluPøíklady k pro
vièení! 1. Znázornìte v Gaussovì rovinì èísla: a) 1 ; b) i ; 
) �1 + 2i ; d) 3� i.2. Komplexní èísla z1 = 3 + 2i; z2 = �1 � 2i znázornìte jako vektory a urèete z1 + z2,z1 � z2.3. Kde le¾í v Gaussovì rovinì v¹e
hny komplexní jednotky?

2.3. Goniometri
ký tvar komplexního èíslaAbsolutní hodnotu komplexního èísla mù¾eme interpretovat geometri
ky jako délkuvektoru, který toto èíslo znázoròuje. Nenulová komplexní èísla se stejným modulemle¾í na kru¾ni
i se støedem v poèátku a polomìrem rovným danému modulu.K jednoznaènému urèení komplexního èísla z potøebujeme je¹tì znát velikostorientovaného úhlu, jeho¾ poèáteèním ramenem je kladná èást osy x (ozn. +�!x ),a kon
ovým ramenem polopøímka �!0z (viz obrázek 2.4).



2.3 Goniometri
ký tvar komplexního èísla 13De�ni
e 2.11. Argumentem èísla z = x + iy 6= 0 (znaèíme Arg z) nazývámeka¾dé reálné èíslo ' splòují
í dvì podmínky
os' = Re zjzj ; sin' = Im zjzj : (2.7)Argument èísla 0 není de�nován.Poznámka 2.12. Tento argument, jak ji¾ bylo naznaèeno, mù¾eme 
hápat jakovelikost orientovaného úhlu uspoøádané dvoji
e polopøímek (+�!x ;�!0z). Z vlastnostigoniometri
ký
h funk
í sinus a kosinus vyplývá, ¾e ka¾dé komplexní èíslo z 6= 0 mánekoneènì mnoho argumentù, pøièem¾ ka¾dé dva se li¹í o 
elistvý násobek èísla 2�.Nìkdy se zavádí pojem hlavního argumentu: je to taková hodnota Arg z, kterápatøí do intervalu (��; �i a znaèí se arg z. Platí tedy�� < arg z � � ;a Arg z = arg z + 2k�; k 2 Z : (2.8)Nìkdy se také pí¹e Arg z � arg z (mod 2�), nebo struènìji Arg z � arg z, 
o¾èteme: argument a hlavní argument z se rovnají modulo 2� a intrepretujeme: rozdílArg z � arg z je 
elým násobkem èísla 2�.Napøíklad arg 1 = 0, Arg 1 = 2k�, arg i = �2 , Arg i = �2 + 2k�. Kladná reálnáèísla mají hlavní argument rovný 0, záporná rovný �. Èísla ryze imaginární bi majíhlavní argument rovný �2 , je-li b > 0, nebo rovný ��2 , je-li b < 0.Nyní u¾ pøejdeme ke goniometri
kému vyjádøení komplexního èísla. Ka¾dé kom-plexní èíslo z lze psát v goniometri
kém tvaruz = r (
os'+ i sin') (2.9)kde r = jzj. Je{li r 6= 0, oznaèuje ' jeho libovolný argument, popøípadì hlavníargument. Je{li r = 0, mù¾eme za ' dosadit jakékoliv reálné èíslo.Aby
hom napøíklad urèili goniometri
ký tvar èísla z = p3 + i (obr. 2.5), vypoè-teme jzj =q(p3)2 + 12 = 2. Z rovni

os' = p32 ; sin' = 12 ;plyne ' = �6 + 2k�, kde k je libovolné 
elé èíslo. PotomArg z = �6 + 2k�; arg z = n�6 + 2k� : k 2 Zo \ (��; �i = �6 :Pou¾ijeme-li tedy k vyjádøení z hlavního argumentu, budeme psátp3 + i = 2�
os �6 + i sin �6� :
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x
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1

p3
z = p3 + ijzj = 2 ' = �6Obr. 2.5:Rovnost komplexní
h èísel z1 6= 0 a z2 6= 0 vyjádøený
h v goniometri
kém tvaruformulujeme následovnì:z1 = z2 právì tehdy, kdy¾ jz1j = jz2j a Arg z1 � Arg z2 : (2.10)Sèítání a odèítání komplexní
h èísel v goniometri
kém tvaru je obe
nì dost ob-tí¾né. Naproti tomu násobení, dìlení popøípadì nalezení pøevrá
ené hodnoty danéhoèísla je snadnìj¹í ne¾ v pøípadì algebrai
kého vyjádøení. Ne
h» jsou dána dvì kom-plexní èísla v goniometri
kém tvaruz1 = r1 (
os'1 + sin'1) ; z2 = r2 (
os'2 + sin'2) : (2.11)Jeji
h souèinem je èísloz1z2 = r1r2 [(
os'1 
os'2 � sin'1 sin'2) + i (sin'1 
os'2 + 
os'1 sin'2)℄ ;tak¾e s vyu¾itím známý
h souètový
h vzor
ù pro funk
e sinus a kosinus obdr¾ímez1z2 = r1r2 [
os('1 + '2) + i sin('1 + '2)℄ : (2.12)Tedy modul souèinu komplexní
h èísel je roven souèinu jeji
h modulùjz1z2j = jz1jjz2j ; (2.13)a argument souèinu komplexní
h èísel je roven souètu jeji
h argumentù modulo 2�Arg(z1z2) � Arg z1 + Arg z2 : (2.14)

☞

Pøíklad 2.13. Pomo
í hlavního argumentu napi¹te v goniometri
kém tvaru souèinèísel z1 = 1 +p3i, z2 = �p3 + i.
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Obr. 2.6: Geometri
ká interpreta
e násobení komplexní
h èíselØe¹ení. Známým zpùsobem dostáváme z1 = 2 �
os �3 + i sin �3 �, z2 = 2 �
os 5�6 + i sin 5�6 �.Ve shodì s 2.14 Arg(z1z2) = �3 + 5�6 + 2k�, tedy arg(z1z2) = f7�6 + 2k� : k 2 Zg\(��; �i = �5�6 . Odtud z1z2 = 4[
os(�5�6 ) + i sin(�5�6 )℄. NPøedpokládejme nyní, ¾e z2 6= 0. Podílem èísel z1, z2 je èíslo z takové, ¾e zz2 = z1.Z výsledkù odvozený
h pro násobení komplexní
h èísel je zøejmé, ¾e jzjjz2j = jz1ja Arg z + Arg z2 � Arg z1. Potom����z1z2 ���� = jz1jjz2j ; z2 6= 0 ; (2.15)a tudí¾ modul podílu komplexní
h èísel je roven podílu jeji
h modulù. DáleArg z1z2 � Arg z1 � Arg z2 ; (2.16)
o¾ znamená, ¾e argument podílu komplexní
h èísel je roven rozdílu jeji
h argumentùmodulo 2�. Vzhledem k 2.11 pí¹emez1z2 = r1r2 [
os('1 � '2) + i sin('1 � '2)℄ : (2.17)Geometri
kou interpreta
i souèinu komplexní
h èísel ukazuje obrázek 2.6. Náso-bení komplexní
h èísel je slo¾ením dvou zobrazení: otáèení a stejnolehlosti.Na obrázku 2.7 je pøedstaven vztah mezi komplexnì sdru¾enými èísly z a �z,z 6= 0. Zøejmì �z = jzj [
os (�Arg z) + i sin (�Arg z)℄ : (2.18)Není-li z reálné èíslo záporné, mù¾eme ve vztahu 2.18 uvést arg z místo Arg z.Ponìkud obtí¾nìj¹í je nalezení bodu w = 1z , z 6= 0. Platíw = 1z = �zz�z = jzj [
os (�Arg z) + i sin (�Arg z)℄jzj2 = 1jzj [
os (�Arg z) + i sin (�Arg z)℄ :(2.19)
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PSfrag repla
ements x

y zjzj
j�zj �z

'�'
Obr. 2.7: Geometri
ké znázornìní komplexnì sdru¾ený
h èíselPøi konstruk
i bodu w = 1z vy
házíme tedy ze vztahù jwj = 1jzj a Arg w = �Arg z.Úseèku délky 1jzj sestrojíme u¾itím Euklidovy vìty. Sestrojíme tak vlastnì bod 1�zle¾í
í symetri
ky k bodu 1z vzhledem k reálné ose a potom koneènì bod w = 1z .Konstruk
e je uvedena na obrázku 2.8.Nakone
 se je¹tì podíváme na výpoèet mo
niny komplexního èísla z.Vìta 2.14. Moivre de Abraham : Je-li z = r (
os'+ i sin'), pakzm = rm (
osm'+ i sinm') pro m 2 Z : (2.20)

Dùkaz. Je-li m pøirozené, ovìøí se vzore
 2.20 matemati
kou induk
í u¾itím 2.12.Vìta zøejmì platí pro m = 1. Pøedpokládejme, ¾e vìta platí pro m = n, n 2 N .Potom zn+1 = znz = jzjn[
os(n') + i sin(n')℄jzj[
os(') + i sin(')℄ == jzjn+1[
os((n+ 1)') + i sin((n + 1)')℄ ;to znamená, ¾e vìta platí i pro m = n+ 1, a tedy platí pro ka¾dé pøirozené èíslo m.
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Obr. 2.8: Geometri
ké znázornìní inverzního komplexního èíslaPro m 
elé záporné platízm = 1z�m = 1r�m [
os(�m') + i sin(�m')℄ = (2.21)= 1r�m [
os(m')� i sin(m')℄ _rm [
osm'+ i sin m'℄rm [
osm'+ i sin m'℄ = (2.22)= rm [
os m' + i sin m'℄
os2m' + sin2m' = rm (
os m'+ i sin m') (2.23)Vyu¾ili jsme známý
h vlastností funk
í sinus a kosinus.
☞Pøíklad 2.15. Napi¹te v goniometri
kém tvaru � 1+ip31�i �20.Øe¹ení. Polo¾íme z = 1+ip31�i a urèíme goniometri
ký tvar èísla z. Platí 1 + ip3 == 2[
os(�3 ) + i sin(�3 )℄ a 1 � i = p2[
os(��4 ) + i sin(��4 )℄. V souladu s dìlenímkomplexní
h èísel v goniometri
kém tvaru je z = p2[
os(7�12 ) + i sin(7�12 )℄. Odtudz20 = �p2�
os 7�12 + i sin 7�12��20 = 210�
os 140�12 + i sin 140�12 � == 210�
os 5�3 + i sin 5�3 � : N



18 Komplexní èíslaPojmy k zapamatování X| argument, hlavní argument komplexního èísla,| rovnost modulo 2�,| goniometri
ký tvar,| mo
nina komplexního èísla.Pøíklady k pro
vièení! 1. Napi¹te v goniometri
kém tvaru a) 1; b) �1; 
) i; d) �i; e) 1+ i; f) 1� ip3; g) p3� i.2. U¾itím Moivreova vzor
e vypoètìte a) (1� i)7; b) (1+ ip3)3; 
) (12 � ip32 )5; d) (1�i1+i )7;e) (1 + i)25.3. Pou¾ijte Moivreovy a binomi
ké vìty k vyjádøení a) sin 3�; b) 
os 3� pomo
í sin� a
os�, návod:(
os�+ i sin�)2 = 
os2 �+ 2i sin� 
os�� sin2 �(
os�+ i sin�)2 = 
os 2�+ i sin 2� � 
os 2� = 
os2 �� sin2 �sin 2� = 2 sin� 
os�4. Nakreslete v Gaussovì rovinì mno¾inu v¹e
h èísel splòují
í
h podmínku: a) jzj = 1;b) jzj � 1; 
) jzj > 1; d) 1 < jzj < 2; e) arg z = �3 ; f) arg z � 0; g) �6 < arg z < �3 ;h) arg z 2 (��;��2 ) [ (�2 ; �).5. Podejte geometri
kou interpreta
i násobení komplexního èísla z èíslem 
os�+ i sin�.



2.3 Goniometri
ký tvar komplexního èísla 19Øe¹ení.1. a) 
os(0)+i sin(0); b) 
os(�)+i sin(�); 
) 
os(�2 )+i sin(�2 ); d) 
os(��2 )+i sin(��2 );e) p2(
os(�4 ) + i sin(�4 )); f) 2(
os(��3 ) + i sin(��3 )); g) 2(
os(11�6 ) + i sin(11�6 )).2. a) 8(1 + i); b) �8; 
) 12 + ip32 ; d) i; e) 212(1 + i).3. a) 3 sin�� 4 sin3 �; b) 4 
os3 �� 3 
os�;4.
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20 Komplexní èísla2.4. Odmo
nina komplexního èíslaDe�ni
e 2.16. Buï z 2 C , n 2 N . Ka¾dé komplexní èíslo w s vlastnostíwn = z (2.24)se nazývá n-tá odmo
nina z komplexního èísla z a zapisuje se w = npz.Je-li z = 0, je zøejmì np0 = 0. Je{li z = r(
os' + i sin') 6= 0, pak hodnoty npzurèíme pomo
í Moivreovy vìty. Oznaèíme{li w = �(
os + i sin ), potom z rov-ni
e 2.24 plyne �n = r ^ n = '+ 2k�; k 2 Z :Odtud dostáváme � = npr, èím¾ je my¹lena jednoznaènì de�novaná n-tá odmo
-nina reálného èísla r > 0. Mezi argumenty (' + 2k�)=n, kde k = 0;�1;�2; : : : ,existuje právì n takový
h, které se neli¹í o 
elistvý násobek èísla 2�. Jsou to napøí-klad èísla  k = '+ 2k�n ; k = 0; 1; : : : ; n� 1 :Pro z 6= 0 má tedy n{tá odmo
nina z èísla z = r(
os' + i sin') právì n navzájemrùzný
h hodnot, konkrétnìwk = npr(
os ' + 2k�n + i sin '+ 2k�n ); k = 0; 1; : : : ; n� 1 : (2.25)V¹e
hna èísla 2.25 mají stejné moduly, a tudí¾ le¾í na kru¾ni
i se støedem v po-èátku o polomìru npr. Kru¾ni
i rozdìlují na n stejný
h èástí, nebo» argument ka¾-dého následují
ího èísla obdr¾íme z argumentu pøed
házejí
ího èísla pøiètením 2�=n.

☞

Pøíklad 2.17. Najdìte v¹e
hny hodnoty 4p�1.Øe¹ení. Èíslo �1 napí¹eme v goniometri
kém tvaru: �1 = 
os �+i sin �. Oznaèíme{li hodnoty 4p�1 postupnì w0; w1; w2; w3, potom v souladu s 2.25 platíw0 = 4p1(
os �4 + i sin �4 ); w1 = 4p1(
os 3�4 + i sin 3�4 );w2 = 4p1(
os 5�4 + i sin 5�4 ); w3 = 4p1(
os 7�4 + i sin 7�4 );respektive w0 = p22 +ip22 ; w1 = �p22 +ip22 ; w2 = �p22 �ip22 ; w3 = p22 �ip22 :Jak je vidno z obr. 2.9, le¾í obrazy hodnot 4p�1 ve vr
hole
h ètver
e. N

☞

Pøíklad 2.18. Vypoètìte v¹e
hny koøeny rovni
e w3 = z, kde z = 4p2(�1 + i).
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ements x
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1

w0w1
w2 w3Obr. 2.9: Znázornìní hodnot 4p�1 v Gaussovì rovinìØe¹ení. Hledáme vlastnì v¹e
hny tøetí odmo
niny z èísla z = 4p2(�1+ i). Nyní u¾budeme postupovat struènìji.z = 8(
os 3�4 + i sin 3�4 ); jzj = 8; arg z = 3�4 ;wk = 3q4p2(�1 + i) = 3p8(
os 3�4 + 2k�3 + i sin 3�4 + 2k�3 ); k = 0; 1; 2:Hledané koøeny rovni
e jsou:w0 = 2(
os �4 + i sin �4 ) = p2 + ip2w1 = 2(
os 11�12 + i sin 11�12 ) = �1�p3p2 + i�1 +p3p2w2 = 2(
os 19�12 + i sin 19�12 ) = �1 +p3p2 + i�1�p3p2 NPoznámka 2.19. Rovni
e z pøíkladu 2.18 je konkrétním pøípadem takzvané bino-mi
ké rovni
e. Je to vlastnì rovni
e 2.24, která se zapisuje také ve tvaru wn�z = 0.Pojmy k zapamatování X| odmo
nina komplexního èísla,| binomi
ká rovni
e.



22 Komplexní èíslaPøíklady k pro
vièení! 1. Vypoètìte a) p1� ip3; b) p�7 + 24i; 
) p�1; d) 3p�1.2. Uka¾te, ¾e kvadrati
ká rovni
e ax2+bx+
 = 0 má v pøípadì záporného diskriminantuD = b2 � 4a
, komplexnì sdru¾ené koøenyx1 = �b+ ip�D2a ; x2 = �b� ip�D2a :3. Najdìte v¹e
hny koøeny rovni
e: a) x2 + 4 = 0; b) x3 � 1 = 0; 
) x2 + 4x + 29 = 0;d) x3 + 8 = 0.4. Znázornìte v Gaussovì rovinì koøeny rovni
e z pøíkladu 2.18.Øe¹ení.1. a) p22 (p3� i); p22 (�p3+ i); b) 3+4i; �3�4i; 
) i;�i; d) 12 + p32 i; �1; 12 � p32 i;2. Návod: Metodou doplnìní na ètvere
 upravte rovni
i na tvar (x + b2a)2 = b2�4a
4a2 ,polo¾te w = x + b2a , z = b2�4a
4a2 a øe¹te rovni
i w2 � z = 0.3. a) �2i; b) 1; �12 + ip32 ; �12 � ip32 ; 
) �2+5i; �2� 5i; d) 1+ ip3; �2; 1� ip3.4.
PSfrag repla
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Kapitola 3Zobrazení a lineární rovni
ePrùvod
e studiem SJ VZSoustavy lineární
h algebrai
ký
h rovni
 èasto vznikají pøi øe¹ení prakti
ký
h problémù.V této kapitole si nejprve odvodíme soustavu lineární
h rovni
, kterou mù¾eme pova¾ovatza matemati
ký model elektri
kého obvodu. Potom si pøipomeneme pojem zobrazení auká¾eme si rùzné interpreta
e øe¹ení výsledné soustavy. Úvodní pøíklad nám bude v dal¹ímvýkladu slou¾it k ilustra
i a motiva
i zavedení nìkterý
h nový
h pojmù.Cíle

➳Uvìdomíte si, ¾e ke konkrétní úloze mù¾eme v matemati
e pøistupovat rùzným zpù-sobem. Budete umìt:� de�novat pojem zobrazení� klasi�kovat zobrazení� interpretovat geometri
ky soustavu dvou lineární
h rovni
 o dvou nezná-mý
h3.1. Elektri
ký obvod se zdrojem a spotøebièiUva¾ujme elektri
ký obvod na obrázku 3.1 se zadanými odpory spotøebièùR1; R2; R3; R4.K odvození rovni
 pro neznámé poten
iály x1; x2; x3, s jeji
h¾ pomo
í mù¾eme vy-poèítat neznámé hodnoty napìtí na spotøebièí
h U1; U2; U3; U4 a hodnoty proudùpro
házejí
í
h spotøebièi I1; I2; I3; I4, pou¾ijeme základní fyzikální zákony a násle-dují
í konven
e:i) Jeden uzel, v na¹em pøípadì uzel 3, je uzemìn, tedy x3 = 0.ii) Hodnota napìtí na spotøebièi je dáno rozdílem poten
iálù na jeho svorká
h (napø.U2 = x2 � x1).iii) Proud ve smìru ¹ipky má kladnou hodnotu.
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e
R1

x1 R2

U1 I1

x3

x2

R4R3

U4U3

U2

I4I3I2

10 A

1 2

3Obr. 3.1: Modelový elektri
ký obvod se zdrojem a spotøebièiiv) Hodnoty napìtí i proudu mohou být kladné i záporné. Proud se zápornou hodno-tou má smìr opaèný, ne¾ je jeho smìr vyznaèený ve s
hématu. Obdobnì zápornáhodnota napìtí 
harakterizuje skuteèný pokles poten
iálu v opaèném smìru.V dal¹ím textu si postupnì vyjádøíme napìtí a proudy pomo
í poten
iálù apro proudy vyjádøené vztahy obsahují
í poten
iály si napí¹eme Kir
hho�ùv zákonproudù.Poznámka 3.1. Pokud jste se (zatím) s elektri
kými obvody nespøátelili, mù¾etese na následují
í pøedpisy èi rovni
e dívat jako na zadaná zobrazení.3.2. Vztah mezi napìtími a poten
iályHodnoty napìtí na spotøebièí
h jsou dány podle 3.1 následují
ím pøedpisem:U1 = x1 � x3U2 = � x1 + x2U3 = x2 � x3U4 = x2 � x3 (3.1)Je to pøedpis, který ka¾dé troji
i poten
iálù x1; x2; x3 pøiøazuje ètveøi
i hodnot napìtíU1; U2; U3; U4. Snadno se zjistí, ¾e pro nìkteré hodnoty napìtí neexistují poten
iály(napø. pro U3 6= U4). Ani kdy¾ poten
iály k hodnotám napìtí existují, nejsou urèenyjednoznaènì: Jsou-li (3.1) splnìny pro x1; x2; x3, pak jsou splnìny i pro x + 
1; x ++
2; x+
3, kde 
 je libovolné reálné èíslo. Jednoznaènost v¹ak bude zaruèena, pokudpøidáme rovni
i x3 = 0.3.3. ZobrazeníPøedpis (3.1) je zvlá¹tním pøípadem jednoho ze základní
h matemati
ký
h pojmù.



3.4 Proud a napìtí 25De�ni
e 3.2. Zobrazení f : U 7! V mno¾iny U do mno¾iny V je pøedpis, kterýka¾dému prvku mno¾iny U pøiøazuje nìjaký prvek mno¾iny V : Mno¾ina U senazývá de�nièní obor zobrazení f, mno¾ina V se nazývá obor hodnot zobrazení f:Zobrazení f se nazývá zobrazení na mno¾inu V , jestli¾e ka¾dý prvek mno¾iny V jeobrazem nìjakého prvku mno¾iny U . Jestli¾e mají ka¾dé dva rùzné prvky mno¾inyU rùzné obrazy, nazývá se zobrazení f prosté . Zobrazení, které je souèasnì prostéa na (mno¾inu), se nazývá vzájemnì jednoznaèné .Pøedpis (3.1) tedy mù¾eme pova¾ovat za zobrazení, jeho¾ de�nièním oborem jemno¾ina v¹e
h troji
 reálný
h èísel x1; x2; x3 a oborem hodnot je mno¾ina v¹e
hètveøi
 reálný
h èísel U1; U2; U3; U4. Jak jsme si ukázali vý¹e, toto zobrazení není aniprosté ani na (mno¾inu v¹e
h uspoøádaný
h ètveøi
), tak¾e není vzájemnì jedno-znaèné.3.4. Proud a napìtíVztah mezi hodnotami proudu a napìtí je dán Ohmovým zákonem:I1 = 1R1U1I2 = 1R2U2I3 = 1R3U3I4 = 1R4U4 (3.2)Pøedpis (3.2) zøejmì de�nuje prosté, vzájemnì jednoznaèné zobrazení (alespoòza pøirozeného pøedpokladu Ri > 0). Nás v¹ak zajímá vyjádøení hodnot proudùpomo
í poten
iálù, které získáme, kdy¾ dosadíme vztahy (3.2) do (3.1):I1 = 1R1x1 � 1R1x3I2 = � 1R2x1 + 1R2x2I3 = 1R3x2 � 1R3x3I4 = 1R4x2 � 1R4x3 (3.3)3.5. Kir
hho�ùv zákon proudùKir
hho�ùv zákon proudù tvrdí, ¾e souèet proudù v uzlu je nula. V na¹em pøípadìdostaneme postupnì:Uzel 1: �I1 + I2 = 0 (3.4)Uzel 2: �I2 � I3 � I4 = �10 (3.5)Uzel 3: I1 + I3 + I4 = 10 (3.6)Pokud I1; I2; I3; I4 splòují první dvì rovni
e, pak zøejmì splòují i tøetí, nebo» tatoje souètem první
h dvou s opaèným znaménkem. Tøetí rovni
e tedy nenese ¾ádnou
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e
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Obr. 3.2: Geometri
ké znázornìní soustavy (3.8) po øád
í
hnovou informa
i a lze ji vyne
hat. Dosadíme-li do (3.4) a (3.5) výrazy pro poten
iály(3.3), dostaneme po úpravì:�� 1R1 + 1R2� x1 + 1R2 x2 + 1R1 x3 = 01R2 x1 � � 1R2 + 1R3 + 1R4� x2 + � 1R3 + 1R4� x3 = �10 (3.7)Zvolíme-li R1 = R2 = R3 = R4 = 1 a vezmeme-li v úvahu, ¾e x3 = 0, dostanemesoustavu: �2x1 + x2 = 0x1 � 3x2 = �10 (3.8)Soustava se nazývá lineární, proto¾e neobsahuje mo
niny ani souèiny neznámý
h.Jak se dá oèekávat z fyzikálního významu úlohy, soustavu (3.8) splòuje jediná dvoji
epoten
iálù x1; x2. Matemati
ké argumenty si uká¾eme pozdìji.3.6. Interpreta
e øe¹ení soustavy rovni
Øe¹ení soustavy (3.8) mù¾e být interpretováno z
ela nezávisle na pùvodní úloze.První interpreta
i dostaneme, kdy¾ se na soustavu (3.8) budeme dívat po øád
í
h.Jednotlivé rovni
e jsou vlastnì rovni
emi pøímek a úkolem je najít jeji
h prùseèík, jakje to znázornìno na 3.2. Jeliko¾ pøímky mají rùzné smìrni
e, je zøejmé, ¾e prùseèíkexistuje. Pro souøadni
e prùseèíku platí x1 = 2; x2 = 4. Snadno si ovìøíme, ¾e splòujísoustavu (3.8).Na soustavu (3.8) se v¹ak mù¾eme také dívat po sloup
í
h. V tomto pøípadìje na¹ím úkolem najít x1 a x2 tak, aby se x1-násobek vektoru [ �21 ℄ seètený s x2-násobkem vektoru [ 1�3 ℄ rovnal vektoru [ 0�10 ℄. Èíselné øe¹ení je ov¹em toté¾, nebo»2 ��21 �+ 4 � 1�3� = � 0�10� :
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1
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1
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4 ���	
�
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1Obr. 3.3: Sloup
ová interpreta
e soustavy (3.8)Soustavu (3.8) lze popsat i pomo
í zobrazeníA : R2 3 �x1x2� 7! ��2x1 + x2x1 � 3x2� 2 R2;kde R2 znaèí mno¾inu v¹e
h uspoøádaný
h dvoji
 reálný
h èísel. Oznaèíme-li six = �x1x2� ; b = � 0�10� ;pak úloha najít øe¹ení (3.1) je ekvivalentní úloze najít x 2 R2 tak, abyA(x) = b: (3.9)Soustava (3.8) má øe¹ení, právì kdy¾ b 2 H (A), kde H (A) je obor hodnotzobrazení A. Jestli¾e b 2 H (A) a A je prosté zobrazení, pak soustava (3.8) májediné øe¹ení.
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e

☞

Pøíklad 3.3. Proveïte geometri
kou interpreta
i po øád
í
h u soustavy�x1 + x2 = 2�2x1 + 2x2 = �2 (3.10)Øe¹ení. Snadno se pøesvìdèíme, ¾e obì rovni
e jsou rovni
emi pøímek se stejnousmìrni
í, které jsou rovnobì¾né rùzné. V tomto pøípadì soustavì rovni
 nevyhovuje¾ádná dvoji
e èísel x1, x2. N
PSfrag repla
ements 111�1 �1 2

2
�2 �2

0 x1
x2 �x1 + x2 = 2�2x1 + 2x2 = �2

Obr. 3.4: Øádková interpreta
e soustavy (3.10)

☞

Pøíklad 3.4. Proveïte klasi�ka
i zobrazení f : U ! V , které je de�nováno násle-dovnì:a) U = R, V = R, f (x) = x2,b) U = R, V = h0;+1), f (x) = x2,
) U = R, V = R, f (x) = 2x,d) U = R, V = (0;+1), f (x) = 2x.Øe¹ení.a) Zobrazení není prosté: napø. f (�2) = f (2) = 4, a není na mno¾inu: zápornémuèíslu y 2 V neodpovídá ¾ádný vzor x 2 U ;b) zobrazení není prosté, ale je na mno¾inu: ke ka¾dému y 2 V existuje alespoòjedno x 2 U ;
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) zobrazení je prosté: je-li x1 6= x2; potom 2x1 6= 2x2, ale není na mno¾inu zestejný
h dùvodù jako zobrazení f (x) = x2;d) zobrazení je prosté a souèasnì na mno¾inu, nebo» ka¾dé kladné èíslo je jistoumo
ninou èísla 2; jedná se tedy o zobrazení vzájemnì jednoznaèné. NPojmy k zapamatování X| zobrazení prosté, na mno¾inu, vzájemnì jednoznaèné,| soustava lineární
h rovni
.Pøíklady k pro
vièení !1. Ne
h» je zadána me
hani
ká soustava sestávají
í ze tøí pru¾in a dvou tìles jako naobrázku 3.5. Najdìte rovni
e pro posunutí u1; u2, víte-li, ¾e:� Prodlou¾ení i-té pru¾iny je dáno vztahem li = ui � ui�1.� u0 = u3 = 0.� Síla yi v nata¾ené i-té pru¾inì splòuje Hookùv zákon yi = 
ili. Vertikální pru¾inatedy pùsobí na dolní tìleso silou �yi a na horní tìleso silou yi.� Souèet sil pùsobí
í
h na ka¾dé tìleso je nula. To lze vyjádøit také tak, ¾e hmotnostfi = mig i-tého tìlesa je vyrovnána odporem pru¾in. Síla fi (kladná je orientovánadolù) natahuje i-tou pru¾inu a stlaèuje pru¾inu i+ 1, tak¾e platí fi = yi � yi+1.Nápovìda: Postupujte analogi
ky jako u elektri
kého obvodu z 3.1.
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e

u0=0

m2

c2

u2

m1

c1

u1

c3

u3=0Obr. 3.5: Soustava pru¾in
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Kapitola 4Úpravy a øe¹ení soustav lineární
hrovni
Prùvod
e studiem SJ VZV této kapitole se budeme zabývat øe¹ením obe
né soustavy lineární
h rovni
, tj. úlohynajít x1; : : : ; xn tak, aby pro daná èísla aij a bi, i = 1; : : : ; m; j = 1; : : : ; n platiloa11x1 + : : : + a1nxn = b1... � � � ... ...am1x1 + : : : + amnxn = bm (4.1)Souèástí této úlohy je rozhodnout, zda vùbe
 nìjaké øe¹ení dané soustavy existuje, kolikji
h je a 
o o ni
h lze øí
i v pøípadì, ¾e je ji
h nekoneènì mnoho. Konkrétním pøípa-dem soustavy (4.1) je soustava (3.8), jejím¾ øe¹ením jsou neznámé poten
iály obvoduna obr. 3.1. Seznámíme se zde zejména s velmi úèinnou metodou øe¹ení soustavy (4.1),její¾ objev je pøipisován významnému nìme
kému matematikovi K.F.Gaussovi (1777{1855). V Èínì v¹ak byla tato metoda známa nejménì 180 let pøed na¹ím letopoètempod jménem fang 
heng .Cíle

➳Po prostudování této kapitoly budete s
hopni:� øe¹it soustavy rovni
 Gaussovou eliminaèní metodou,� øe¹it soustavy rovni
 Gauss-Jordanovou metodou.4.1. Ekvivalentní úpravyZákladní my¹lenka øe¹ení soustavy lineární
h rovni
 spoèívá v nahrazení dané sou-stavy jinou soustavou, která má stejné øe¹ení a je jednodu¹¹í. V pøípadì dvou rovni
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o dvou neznámý
h je jednodu¹¹í taková soustava, která obsahuje alespoò jednu rov-ni
i s jedinou neznámou, nebo» takovou rovni
i u¾ mù¾eme øe¹it nezávisle na druhérovni
i. Novou soustavu mù¾eme dostat postupným pou¾itím tzv. ekvivalentní
húprav zvolený
h tak, aby øe¹ení pùvodní soustavy bylo i øe¹ením soustavy upravené:(E1) Vzájemná výmìna libovolný
h dvou rovni
 soustavy.(E2) Násobení obou stran nìkteré rovni
e soustavy nenulovým èíslem.(E3) Pøiètení násobku nìkteré rovni
e soustavy k jiné rovni
i.Vhodná úprava soustavy �2x1 + x2 = 0 (4.2a)x1 � 3x2 = �10 (4.2b)je napøíklad vynásobení rovni
e (4.2b) dvìma, podle pravidla (E2), a pøiètení rovni
e(4.2a) k upravené rovni
i (4.2b), v souladu s pravidlem (E3). Upravená soustavabude mít tvar �2x1 + x2 = 0 (4.3a)�5x2 = �20 (4.3b)Z rovni
e (4.3b) vypoèteme x2 = 4 a po dosazení do rovni
e (4.3a) dostaneme�2x1 + 4 = 0; (4.4)odkud x1 = 2. Dosazením do (4.2a), (4.2b) si ovìøíme, ¾e jsme opravdu získali øe¹enísoustavy.Ekvivalentní úpravy mají tu vlastnost, ¾e jeji
h pomo
í mù¾eme z upravenésoustavy získat zpìt pùvodní soustavu. Napøíklad soustavu (4.2) mù¾eme dostat zesoustavy (4.3) tak, ¾e rovni
i (4.3a) odeèteme od rovni
e (4.3b) a takto upravenourovni
i vynásobíme èíslem 12 .Obe
nì platí:� Jestli¾e soustava S 0 vznikla ze soustavy S vzájemnou výmìnou i-té a j-térovni
e podle pravidla (E1), pak tatá¾ úprava pou¾itá na S 0 nás pøivede zpìtk S.� Jestli¾e soustava S 0 vznikla ze soustavy S násobením i-té rovni
e nenulovýmèíslem � podle pravidla (E2), pak násobením té¾e rovni
e soustavy S 0 èíslem1� obdr¾íme zpátky soustavu S.� Jestli¾e soustava S 0 vznikla ze soustavy S pøiètením �-násobku i-té rovni
ek j-té rovni
i (i 6= j), pak pøiètení (��)-násobku i-té rovni
e soustavy S 0k j-té rovni
i soustavy S 0 vede opìt k S.



4.2 Mati
ový zápis 33Dvì soustavy lineární
h rovni
 nazýváme ekvivalentní soustavy , jestli¾e jednu z ni
hlze získat z druhé ekvivalentními úpravami. Jeliko¾ øe¹ení pùvodní soustavy je takéøe¹ením upravené soustavy a upravenou soustavu mù¾eme ekvivalentními úpravamipøevést na pùvodní soustavu, platí následují
í vìta.Vìta 4.1. Jsou-li dvì soustavy lineární
h rovni
 ekvivalentní, potom mají stejnéøe¹ení.4.2. Mati
ový zápisPøi úpravì rovni
 si mù¾eme u¹etøit prá
i, kdy¾ nebudeme opisovat neznámé. Sou-stavì rovni
 (4.1) bude v tomto úsporném zápisu odpovídat tabulka264 a11 : : : a1n b1... . . . ... ...am1 : : : amn bm; 375 (4.5)kterou nazýváme roz¹íøená mati
e soustavy (4.1). Èást tabulky bez posledníhosloup
e se nazývá mati
e soustavy (4.1). Poslední sloupe
 se nazývá pravá stranasoustavy . Pokud budeme mluvit o tabul
e, jako je mati
e soustavy, bez odkazu nasoustavu, budeme ji nazývat struènì mati
e.Ekvivalentním úpravám soustavy rovni
 odpovídají opera
e s øádky roz¹íøenémati
e soustavy, které nazýváme elementární (øádkové) opera
e:(r1) Vzájemná výmìna libovolný
h dvou øádkù.(r2) Násobení nìkterého øádku nenulovým èíslem.(r3) Pøiètení násobku nìkterého øádku k jinému øádku.Máme-li dvì mati
e, z ni
h¾ jedna vznikla z druhé pomo
í elementární
h øádkový
hopera
í, øíkáme, ¾e mati
e jsou øádkovì ekvivalentní. Vìtu 4.1 si mù¾eme vyjádøitpomo
í nový
h pojmù.Vìta 4.2. Mají-li dvì soustavy lineární
h rovni
 øádkovì ekvivalentní roz¹íøenémati
e, potom mají stejné øe¹ení.Úpravu soustavy (4.2) na (4.3) mù¾eme zapsat pomo
í elementární
h opera
í vetvaru � �2 1 01 �3 �10 � 2r2 + r1 7! � �2 1 00 �5 �20: � (4.6)
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4.3. Úprava na s
hodový tvarPodívejme se, jak mù¾eme pomo
í elementární
h øádkový
h opera
í pøevést mati
i(4.5) na tzv. s
hodový tvar , tj. na tvar, v nìm¾ jsou první nenulové prvky øádkùzvané vedou
í prvky uspoøádány jako s
hody klesají
í zleva doprava. Po¾aduje sepøitom, aby vedou
í prvky nebyly nad sebou a aby v¹e
hny pøípadné nulové øádkybyly dole. Pøíkladem mati
e ve s
hodovém tvaru je pravá mati
e ve výrazu (4.6)nebo mati
e A = �2 0 20 0 2� ; B = 240 2 20 0 20 0 035 ; C = 240 3 20 0 00 0 035 :Pøi úpravì mati
e vyu¾ijeme pozorování, ¾e je-li v mati
i (4.5) prvek aij nenulový,pak vynásobíme-li i-tý øádek této mati
e èíslem �akj=aij a pøièteme-li ho ke k-témuøádku, bude mít upravená mati
e v k-tém øádku a j-tém sloup
i prvekakj + (�akj=aij) aij = 0: (4.7)Pokud je prvek a11 nenulový, lze takto transformovat mati
i (4.5) na tvar26664 a11 a12 : : : a1n b10 a122 : : : a12n b12... ... . . . ... ...0 a1m2 : : : a1mn b1m :37775Pokud bude také prvek a122 nenulový, mù¾eme obdobnì dosáhnout pomo
í ele-mentární
h øádkový
h opera
í, aby i pod ním byly v upravené mati
i nuly. Bude-lipoka¾dé ai�1ii 6= 0, dostaneme nakone
 mati
i (4.8) ve s
hodovém tvaru s nenulovýmiprvky a11; a122; : : : ; ak�1kk :2666666666664
a11 a12 : : : a1k : : : a1n b10 a122 : : : a12k : : : a12n b12... ... ... ... ...0 0 ak�1kk : : : ak�1kn bk�1k0 0 : : : 0 : : : 0 bkk+10 0 : : : 0 : : : 0 0... ... ... ... ...0 0 : : : 0 : : : 0 0 :

3777777777775 (4.8)
Rozlo¾ení nenulový
h prvkù v levé èásti upravené mati
e soustavy pøipomínátrojúhelník, proto øíkáme, ¾e mati
e je v trojúhelníkovém tvaru. Úpravu na trojú-helníkový tvar lze provést i v pøípadì, ¾e poka¾dé, kdy¾ ai�1ii = 0, je mo¾no naléztprvek ai�1ji 6= 0; j > i. Staèí vzájemnì vymìnit pøed úpravou i-tý a j-tý øádek.



4.4 Zpìtná substitu
e 35Ka¾dou mati
i v¹ak nelze elementárními øádkovými úpravami pøevést na troj-úhelníkový tvar. Kdyby byl napøíklad 
elý první sloupe
 nulový, nebyli by
homs
hopni ¾ádnou øádkovou úpravou zajistit, aby se do levého horního rohu upravenémati
e dostal nenulový prvek. V takovém pøípadì by
hom pøe¹li na úpravu prv-ního nenulového sloup
e. Obdobnì by
hom postupovali i pøi úpravì dal¹í
h øádkù.Nedospìli by
hom v¹ak k mati
i (4.8), ale k obe
nìj¹í mati
i ve s
hodovém tvaru.Varování: Z na¹i
h úvah vyplývá, ¾e postupným provádìním ekvivalentní
húprav dostaneme soustavu, která má stejné øe¹ení jako pùvodní soustava. Neprovádíme-li následnou úpravu na upravené mati
i, mù¾eme se dopustit 
hyby. Napøíklad úpra-vami24 1 1 1 12 1 1 02 0 1 1 35r2 � r3r3 � r2 7! 24 1 1 1 10 1 0 �10 �1 0 1 35r3 + r2 7! 24 1 1 1 10 1 0 �10 0 0 0 35dostaneme roz¹íøenou mati
i soustavy, která má jiné øe¹ení ne¾ soustava odpovídají
ípùvodní mati
i soustavy. Této 
hybì se mù¾eme vyhnout tak, ¾e vybereme nìkterýpevnì zvolený øádek, který neupravíme, ale pou¾ijeme ho k úpravì ostatní
h øádkù.Napøíklad úpravy24 1 1 1 12 1 1 02 0 1 1 35r2 � 2r1r3 � 2r1 7! 24 1 1 1 10 �1 �1 �20 �2 �1 �1 35r3 � 2r2 7! 24 1 1 1 10 �1 �1 20 0 1 3 35jsou ekvivalentní.4.4. Zpìtná substitu
eNyní si uká¾eme, jak získat øe¹ení soustavy s mati
í ve s
hodovém tvaru. Budemerozli¹ovat tøi pøípady:� Jestli¾e poslední nenulový øádek roz¹íøené mati
e soustavy má nenulový pouzeposlední prvek bkk+1, pak tomuto øádku odpovídá rovni
e0 = bkk+1;která nemá pro bkk+1 6= 0 øe¹ení. V tomto pøípadì tedy daná soustava nemáøe¹ení.� Jestli¾e roz¹íøená mati
e má trojúhelníkový tvar (4.8) s k = n; bnn+1 = 0 aai�1ii 6= 0; i = 1; : : : ; n, pak n-tá rovni
e má tvaran�1nn xn = bn�1n ;ze které snadno vypoèteme xn. Po dosazení do pøed
hozí
h rovni
 zbudev (n�1)-ní rovni
i jediná neznámá, kterou také snadno vypoèteme. Budeme-litakto postupovat dále, urèíme snadno jediné øe¹ení soustavy .
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� Jestli¾e roz¹íøená mati
e má obe
ný s
hodový tvar, pak z ka¾dé rovni
e sou-stavy vyjádøíme neznámou, která odpovídá vedou
ímu prvku. Postupným do-sazováním od posledního øádku dostaneme vzor
e pro neznámé odpovídají
ívedou
ím prvkùm vyjádøené pomo
í neznámý
h na pravé stranì. V tomto pøí-padì má soustava nekoneènì mnoho øe¹ení.4.5. Gaussova elimina
eVýpoèetní postup pro øe¹ení soustav lineární
h rovni
, se kterým jsme se právìseznámili se nazývá Gaussova elimina
e. První krok, reduk
e na s
hodový tvar, sepøi øe¹ení soustav nazývá dopøedná reduk
e, zatím
o øe¹ení soustavy se s
hodovoumati
í se nazývá zpìtná substitu
e.

☞

Pøíklad 4.3. Soustava s jediným øe¹ením.Øe¹me soustavu 2x2 + 3x3 = 2x2 + x3 = 0x1 + x3 = 4 (4.9)Øe¹ení. Ekvivalentními øádkovými úpravami dostaneme postupnì24 0 2 3 20 1 1 01 0 1 4 35r3r1 7! 24 1 0 1 40 1 1 00 2 3 2 35r3 � 2r2 7! 24 1 0 1 40 1 1 00 0 1 2 :35 (4.10)Øe¹ením rovni
, které odpovídají mati
i napravo, dostaneme postupnì x3 == 2; x2 = �x3 = �2; x1 = 4� x3 = 2, 
o¾ je jediné øe¹ení na¹í soustavy (4.9). N

☞

Pøíklad 4.4. Soustava, která má nekoneènì mnoho øe¹ení.Øe¹me soustavu x1 + x2 + x3 = 1x1 � x3 = 1x2 + 2x3 = 0 (4.11)Øe¹ení. Ekvivalentními úpravami dostaneme postupnì24 1 1 1 11 0 �1 10 1 2 0 35r2 � r1 7! 24 1 1 1 10 �1 �2 00 1 2 0 35r3 + r2 7! 24 1 1 1 10 �1 �2 00 0 0 0 35 :Poslední mati
e je roz¹íøenou mati
í soustavyx1 + x2 + x3 = 1� x2 � 2x3 = 00 = 0 (4.12)



4.6 Gauss-Jordanova metoda 37Poslední rovni
e nenese ¾ádnou informa
i.Z pøedposlední rovni
e vypoèteme x2 pomo
í x3, tj. x2 = �2x3. Po dosazení zax2 do první rovni
e dostaneme x1 = 1 + x3. Soustava má tedy nekoneènì mnohoøe¹ení ve tvaru x3 libovolné , x2 = �2x3; x1 = 1+x3. Mù¾eme je zapsat také pomo
ílibovolného parametru p ve tvaru x3 = p; x2 = �2p; x1 = 1 + p. NPoznámka 4.5. Má-li soustava nekoneènì mnoho øe¹ení, je mno¾ina øe¹ení urèenajednoznaènì, nikoliv v¹ak její parametriza
e, tj. analyti
ký tvar. Napøíklad x2 == p; x3 = �12p a x1 = �12p+ 1 je jiný tvar tého¾ øe¹ení.

☞

Pøíklad 4.6. Soustava, která nemá øe¹ení.Øe¹me soustavu 2x1 + x2 = 2x1 + 2x2 � x3 = 14x1 + 5x2 � 2x3 = �1 (4.13)Øe¹ení. Ekvivalentními úpravami roz¹íøené mati
e soustavy dostaneme postupnì24 2 1 0 21 2 �1 14 5 �2 �1 352r2 � r1r3 � 2r1 7! 24 2 1 0 20 3 �2 00 3 �2 �5 35r3 � r2 7! 24 2 1 0 20 3 �2 00 0 0 �5 35:Poslední rovni
i 0x1 + 0x2 + 0x3 = �5 nelze splnit ¾ádnou volbou x1; x2; x3.Soustava proto nemá øe¹ení. N4.6. Gauss-Jordanova metodaPøi ekvivalentní
h úpravá
h se nemusíme zastavit u s
hodového tvaru. Jestli¾e podì-líme ka¾dý øádek (tj. prvky ka¾dého øádku) vedou
ím prvkem a pomo
í transforma
e(4.7) upravíme mati
i dále tak, aby i nad vedou
ím prvkem ka¾dého øádku byly nuly,dostaneme mati
i v normovaném s
hodovém tvaru.Gauss-Jordanova metoda se od Gaussovy elimina
e li¹í tím, ¾e se pøi dopøednéreduk
i upraví roz¹íøená mati
e soustavy na normovaný s
hodový tvar místo nas
hodový tvar. Zpìtná substitu
e je pak snadnìj¹í a nemusí se provádìt od poslednírovni
e.Napøíklad dodateènou úpravou roz¹íøené mati
e soustavy (4.10) dostaneme24 1 0 1 40 1 1 00 0 1 2 35r1 � r3r2 � r3 7! 24 1 0 0 20 1 0 �20 0 1 2 35:Øe¹ení soustavy se na
hází v posledním sloup
i mati
e vpravo, nebo» rovni
e, kteréodpovídají roz¹íøené mati
i soustavy napravo, jsou x1 = 2; x2 = �2 a x3 = 2.Reduk
i mati
e soustavy na normovaný s
hodový tvar si uká¾eme pro jistotuje¹tì jednou na ponìkud slo¾itìj¹í úloze.
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☞

Pøíklad 4.7. Gauss-Jordanovou metodou øe¹te soustavy2x1 �4x2 = �10x1 �3x2 +x4 = �4x1 �x3 +2x4 = 43x1 �4x2 +3x3 �x4 = �11; 2y1 �4y2 = �8y1 �3y2 +y4 = �2y1 �y3 +2y4 = 93y1 �4y2 +3y3 �y4 = �15:Øe¹ení. Obì soustavy mají stejnou mati
i. V takovém pøípadì nemusíme øe¹it ka¾-dou z ni
h zvlá¹», ale staèí sestavit jednu roz¹íøenou mati
i pro obì tak, ¾e k spoleènémati
i soustavy pøidáme oba sloup
e pravý
h stran.2664 2 �4 0 01 �3 0 11 0 �1 23 �4 3 �1 �������� �10 �8�4 �24 9�11 �153775 12r1 ! 2664 1 �2 0 01 �3 0 11 0 �1 23 �4 3 �1 �������� �5 �4�4 �24 9�11 �153775 r2� r1r3� r1r4� 3r1 !! 2664 1 �2 0 00 �1 0 10 2 �1 20 2 3 �1 �������� �5 �41 29 134 �33775 r1� 2r2r3+ 2r2r4+ 2r2 ! 2664 1 0 0 �20 �1 0 10 0 �1 40 0 3 1 �������� �7 �81 211 176 13775 �r2r4 +3r3 !! 2664 1 0 0 �20 1 0 �10 0 �1 40 0 0 13 �������� �7 �8�1 �211 1739 523775 �r3113r4 ! 2664 1 0 0 �20 1 0 �10 0 1 �40 0 0 1 �������� �7 �8�1 �2�11 �173 43775 r1+ 2r4r2+ r4r3+ 4r4 !! 2664 1 0 0 00 1 0 00 0 1 00 0 0 1 �������� �1 02 21 �13 43775 :Øe¹ení první soustavy urèíme z pøedposledního sloup
e, tak¾e x1 = �1, x2 = 2,x3 = 1, x4 = 3. V posledním sloup
i se na
hází øe¹ení druhé soustavy y1 = 0, y2 = 2,y3 = �1, a y4 = 4. N4.7. Pra
nost øe¹eníGaussova elimina
e je velmi efektivní metoda pro ruèní øe¹ení malý
h soustav apro poèítaèové øe¹ení soustav stovek a¾ tisí
ù rovni
. Metoda je velmi efektivní ipro poèítaèové øe¹ení vìt¹í
h soustav se spe
iální strukturou rozlo¾ení nenulový
hprvkù, která usnadòuje dopøednou reduk
i soustavy. Pro rozsáhlej¹í soustavy existujíefektivnìj¹í metody, které se rozvíjejí i v souèasné dobì.Pra
nost øe¹ení soustavy metodou Gaussovy elimina
e lze výsti¾nì 
harakterizo-vat poètem násobení. Pøímým výpoètem lze ovìøit, ¾e prom = n vy¾aduje dopøedná



4.7 Pra
nost øe¹ení 39reduk
e 16(2n+1)(n+1)n násobení, zatím
o zpìtná substitu
e vy¾aduje asi 12n(n�1)násobení. Pro velká n pøitom platí16(2n+ 1)(n+ 1)n � 13n3 a 12n(n� 1) � 12n2:Dopøedná reduk
e je tedy podstatnì pra
nìj¹í ne¾ zpìtná substitu
e.Pojmy k zapamatování X| ekvivalentní úpravy,| elementární øádkové opera
e,| mati
e ve s
hodovém a normovaném s
hodovém tvaru,| dopøedná reduk
e,| zpìtná substitu
e,| Gaussova a Gauss-Jordanova eliminaèní metoda.Pøíklady k pro
vièení !1. Zdùvodnìte, proè není ¾ádná z mati
A = �0 10 1� ; B = �0 01 1� ; C = �0 11 1� ; D = �0 11 0�ve s
hodovém tvaru.2. Najdìte s
hodový tvar mati
 A;B;C;D ze pøed
hozího 
vièení.3. Najdìte v¹e
hna øe¹ení soustavy2x1 � x2 + x3 � x4 = 1x1 + 2x2 � x3 + x4 = 2x1 � 3x2 + 2x3 � 2x4 = �1 (4.14)4. Øe¹te soustavu x1 + x2 = 0x1 + 2x2 + x3 = 0x2 + 2x3 = 4 (4.15)� pomo
í Gaussovy elimina
e.� pomo
í Gauss{Jordanovy metody.Øe¹ení.1. Vedou
í prvky mati
e A jsou nad sebou. Nulový øádek mati
e B není dole. Ve-dou
í prvky mati
 C a D nejsou uspoøádány jako s
hody klesají
í zleva doprava.
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2. A = � 0 10 0 �, B = � 1 10 0 �, C = � 1 10 1 �, D = � 1 00 1 �.3. Úpravou na s
hodový tvar dostaneme " 1 2 �1 10 �5 3 �30 0 0 0 ����� 2�30 #, odtud x4 = s,x3 = r, x2 = 15(3 + 3r � 3s), x1 = 15(4� r + s); r; s 2 R. Soustava má nekoneènìmnoho øe¹ení závislý
h na dvou parametre
h r, s.4. Gauss-Jordanovou metodou dospìjeme k mati
i v normovaném s
hodovém tvaru:" 1 0 00 1 00 0 1 ����� 4�44#, a potom platí x1 = 4, x2 = �4, x3 = 4. N
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Kapitola 5Aritmeti
ké vektoryPrùvod
e studiem SJ VZV rovni
í
h, které popisují elektri
ký obvod na obr. 3.1, se vyskytují skupiny velièin,jako je x1; x2; x3 nebo I1; I2; I3; I4, kterým lze pøipsat spoleèný fyzikální význam; zdepoten
iály nebo proudy obvodu z obr. 3.1.V této kapitole budeme zkoumat, jak se s takovými skupinami manipuluje v
elku,
o¾ nám umo¾ní jednodu¹¹ím zpùsobem zapsat vztahy podobné tìm, kterými jsme sezabývali v pøed
házejí
í
h kapitolá
h, ani¾ by
hom mìli pøed sebou stále v¹e
hny detaily.To nás pøivede k aritmeti
kým vektorùm a opera
ím s nimi.Cíle

➳Nauèíme se provádìt s aritmeti
kými vektory tyto opera
e:� násobení vektoru skalárem,� sèítání vektorù,a základní pravidla, které pro tyto opera
e platí.5.1. Aritmeti
ké vektoryn-rozmìrný aritmeti
ký vektor je uspoøádaná n-ti
e èísel, její¾ prvky se nazývajíslo¾ky . Tyto uspoøádané n-ti
e budeme zapisovat do hranatý
h závorek do øádkùnebo sloup
ù. Napøíklad vektor proudù obvodu z obr. 3.1 mù¾eme de�novat pøed-pisem i = [I1; I2; I3; I4℄.Aritmeti
ký vektor je urèen svými slo¾kami. Jestli¾e v je aritmeti
ký vektor, paki-tou slo¾ku vektoru v budeme znaèit [v℄i (napø. [i℄1 = I1).Poèet slo¾ek aritmeti
kého vektoru nazýváme jeho rozmìrem nebo té¾ dimenzí.Napøíklad vektor u = [1; 2℄ je dvourozmìrný vektor, i je ètyørozmìrný.Dva aritmeti
ké vektory u a v pova¾ujeme za stejné (pí¹eme u = v), jestli¾emají stejnou dimenzi n a stejné odpovídají
í slo¾ky, tj. [u℄1 = [v℄1; : : : ; [u℄n = [v℄n.



42 Aritmeti
ké vektoryVektory u a v, které nejsou stejné, jsou rùzné (pí¹eme u 6= v). Jestli¾e tedy u = [1; 2℄a v = [2; 1℄, pak [u℄1 = 1; [v℄1 = 2, tak¾e u 6= v.Dvourozmìrné nebo tøírozmìrné aritmeri
ké vektory si mù¾eme znázornit v danékartézské soustavì souøadni
 ¹ipkami vedou
ími od poèátku do bodù, které majístejné souøadni
e jako pøíslu¹né vektory. Tyto ¹ipky se také nazývají polohové vek-tory pøíslu¹ný
h bodù. Jeliko¾ v¹e
hny ¹ipky vy
hází z jednoho bodu, nazývají setaké vázané vektory .Ka¾dý aritmeti
ký vektor u dimenze dvì nebo tøi de�nuje zobrazení posunutí pu,které ka¾dý bod A posune do polohy pu(A) tak jako na obr. 5.1. Ka¾dý aritmeri
kývektor dimenze dvì nebo tøi si tedy mù¾eme pøedstavit také jako zobrazení posunutí.Zobrazení pu je urèeno libovolnou rovnobì¾nì pøenesenou kopií polohového vek-toru u s poèátkem v kterémkoliv bodu. Rovnobì¾né kopie vektoru u mù¾eme protopova¾ovat za rùzné reprezenta
e jednoho a tého¾ aritmeti
kého vektoru. V takovémpøípadì mluvíme o volný
h vektore
h.Aritmeti
ké vektory dimenze vy¹¹í ne¾ tøi si nemù¾eme pøedstavit jako ¹ipky.Mù¾eme si je v¹ak pøedstavovat jako funk
e de�nované na indexe
h slo¾ek, jakona obr. 5.2. Souèin skaláru (èísla) � a aritmeti
kého vektoru u = [u1; : : : ; un℄ jevektor �u de�novaný pøedpisem�u = [�u1; : : : ; �un℄: (5.1)Pro slo¾ky �u tedy platí [�u℄i = �[u℄i; i = 1; : : : ; n; (5.2)napøíklad 3[1; 2℄ = [3 � 1; 3 � 2℄ = [3; 6℄;�3[1; 2℄�1 = 3 � 1 = 3; �3[1; 2℄�2 = 3 � 2 = 6:Souèet aritmeti
ký
h vektorù u = [u1; : : : ; un℄ a v = [v1; : : : ; vn℄ stejné dimenzeje vektor u + v de�novaný pøedpisemu+ v = [u1 + v1; : : : ; un + vn℄: (5.3)Pro slo¾ky u + v tedy platí[u + v℄i = [u℄i + [v℄i; i = 1; : : : ; n; (5.4)napøíklad [1; 2℄ + [2; 3℄ = [1 + 2; 2 + 3℄ = [3; 5℄;�[1; 2℄ + [2; 3℄�1 = 1 + 2 = 3; �[1; 2℄ + [2; 3℄�2 = 2 + 3 = 5:Souèet dvourozmìrný
h nebo tøírozmìrný
h aritmeti
ký
h vektorù lze znázornitjako na obr. 5.3.
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  a)  Vázané vektory b)  Volné vektoryObr. 5.3: Souèet vektorù



44 Aritmeti
ké vektorySnadno se ovìøí, ¾e pro libovolná èísla �; � a vektory u,v,w stejné dimenze platí:u + (v+w) = (u+ v) +w (5.5a)u + v = v+ u (5.5b)�(u+ v) = �u+ �v (5.5
)(� + �)u = �u+ �u (5.5d)�(�u) = (��)u (5.5e)1u = u (5.5f)Dùkazy tì
hto tvrzení se provádí po slo¾ká
h s vyu¾itím de�ni
 a vlastnostíèísel. Napøíklad vztah (5.5f) doká¾eme pomo
í vztahu (5.2) a vlastnosti èísla 1. Prolibovolnou slo¾ku i dostaneme [1u℄i = 1[u℄i = [u℄i; (5.6)
o¾ dokazuje (5.5f).Nové pojmy nám umo¾òují alternativní zápis vztahù z 3. kapitoly. Napøíkladvztah (3.1) lze zapsat ve tvaru2664U1U2U3U43775 = x1 2664 1�100 3775+ x2266401113775 + x3 2664�10�1�13775 : (5.7)5.2. Nulový a opaèný vektorPøi poèítání s vektory má zvlá¹tní úlohu vektor o = [0; : : : ; 0℄; který se nazývá nulovývektor , nebo» má pøi sèítání vektorù stejnou úlohu jako èíslo nula pøi sèítání èísel.Nulový vektor dimenze n budeme znaèit on nebo o, kdy¾ lze urèit n z pøedpokladu,¾e výraz, ve kterém se vyskytuje, má smysl. Je-li u libovolný n-rozmìrný vektor,pak nulový vektor dimenze n je jediný nulový vektor o, který splòujeu+ o = u: (5.8)Je-li vektor u = [u1; : : : ; un℄ libovolný aritmeti
ký vektor, pak se vektor�u = [�u1; : : : ;�un℄ = (�1)u (5.9)nazývá opaèný vektor k vektoru u. Opaèný vektor je jediný vektor, který splòujeu + (�u) = o: (5.10)Jestli¾e u a v jsou libovolné aritmeti
ké vektory stejné dimenze, pak jediný vektorx, který splòuje u + x = v (5.11)



5.2 Nulový a opaèný vektor 45lze zapsat ve tvaru x = v+ (�u) = (�u) + v: (5.12)Poznámka 5.1. V rovni
i (5.12) jsme se vyhli zápisu x = v�u, proto¾e se v nìm vy-skytuje rozdíl aritmeti
ký
h vektorù, který jsme si zatím nede�novali. Mohli by
homto ov¹em snadno dohnat pøedpisemv� u = v+ (�u): (5.13)Pojmy k zapamatování X| aritmeti
ký vektor,| nulový vektor,| opaèný vektor.Pøíklady k pro
vièení !1. Vypoètìte, pøípadnì oznaète výrazy, které nejsou de�novány:a) 3 [1; 2℄b) [1; 2℄ + [3; 4℄
) [1; 2℄ + [1; 2; 3℄2. Ne
h» tøi pra
ovní
i P1; P2; P3 mají hodinové mzdy 50, 80 a 120 Kè v pra
ovní dny a60, 100 a 150 Kè v sobotu a v nedìli. Oznaème si p = [50; 80; 120℄; s = [60; 100; 150℄.a) Vyèíslete 40[p℄1 a [40p+ 8s℄2.b) Jaký je význam 40[p℄1 ve slovním vyjádøení?
) Jaký je význam [40p+ 8s℄2 ve slovním vyjádøení?3. Ne
h» u = [1; 2℄ a v = [2; 4℄. Vypoètìte vektor, který splòuje u+ x = v:4. Doka¾te vztah (5.5a).
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Kapitola 6Mati
e a vektorové opera
ePrùvod
e studiemSJ VZ Pøi sdru¾ování informa
í do slo¾itìj¹í
h 
elkù se nemusíme zastavit u aritmeti
ký
h vek-torù. Napøíklad tøi sloup
ové vektory na pravé stranì výrazu (5.7) obsahují informa
i ospojení uzlù sítì z obrázku 3.1, tak¾e spojení uzlù sítì je popsáno tabulkouC = 2664 1 0 �1�1 1 00 1 �10 1 �1 3775 : (6.1)Podobné tabulky vznikají v mnoha dal¹í
h situa
í
h, s nimi¾ se postupnì seznámíme.Nejsou pro nás úplnou novinkou, nebo» jsme je v èásti 4.2 pou¾ili ke struènému zápisusoustav rovni
 a zavedli jsme si pro nì název mati
e. Nyní budeme mati
e pova¾ovat zasvébytné matemati
ké objekty a nauèíme se s nimi poèítat.Cíle

➳ V této kapitole se zamìøíme na roz¹íøení opera
í:� sèítání� násobení skaláremz aritmeti
ký
h vektorù na mati
e.6.1. De�ni
e a oznaèeníNe
h» jsou dány prvky a11; a12; : : : ; amn z dané mno¾iny F; její¾ prvky lze sèítat anásobit obdobnì jako èísla. Prvky mno¾iny F nazýváme také skaláry . Mati
e typu



6.2 Násobení mati
e skalárem a sèítání mati
 47(m;n) (struènì m� n mati
e) je obdélníková tabulkaA = 264a11 : : : a1n... . . . ...am1 : : : amn375 ;která má mn prvkù aij uspoøádaný
h do m øádkù rAi a n sloup
ù sAj , tak¾eA = 264rA1...rAm375 = �sA1 ; : : : ; sAn � ;
rAi = �ai1; : : : ; ain�; sAj = 264a1j...amj375 :Struènì pí¹eme té¾ A = [aij℄. Mno¾inu v¹e
h mati
 typu (m;n) s prvky z mno¾inyF budeme znaèit Fm;n:Jestli¾e m = n, pak se A nazývá ètver
ová mati
e øádu n. Mati
i typu (1; n)nazýváme øádkovým vektorem øádu n, mati
i typu (m; 1) nazýváme sloup
ovýmvektorem øádu m. Kromì øádkù a sloup
ù mati
e A je význaènou èástí mati
e jejídiagonála tvoøená prvky a11; : : : ; ass; s = minfm;ng. Diagonála mati
e C z (6.1) jetedy tvoøena prvky 1; 1;�1.Mati
e obvykle znaèíme velkými písmeny, která mohou být vysázena tuènì. Pr-vek v i-tém øádku a j-tém sloup
i mati
e A budeme znaèit [A℄ij, tak¾e pro mati
iC z (6.1) platí [C℄21 = �1. Mno¾inu F, která obsahuje prvky mati
e budeme v pøí-padì potøeby spe
i�kovat pøíslu¹ným pøídavným jménem, tak¾e budeme mluvit oreálný
h mati
í
h, komplexní
h mati
í
h, polynomiální
h mati
í
h atd.Dvì mati
e A a B pova¾ujeme za stejné (pí¹eme A = B), jestli¾e jsou stejnéhotypu a mají stejné odpovídají
í prvky, tj. [A℄ij = [B℄ij. Mati
e A a B, které nejsoustejné, jsou rùzné (pí¹eme A 6= B). Napøíklad�12� 6= [1; 2℄; �1 23 4� 6= �2 13 4� :6.2. Násobení mati
e skalárem a sèítání mati
Opera
e sèítání a násobení èíslem (skalárem), které jsme si zavedli pro aritmeti
kévektory, mù¾eme pøirozenì roz¹íøit na mati
e. Souèin skaláru � a mati
e A je mati
e�A stejného typu jako A de�novaná pøedpisem[�A℄ij = �[A℄ij: (6.2)



48 Mati
e a vektorové opera
eNapøíklad 2 �1 22 1� = �2 44 2� :Obdobnì souèet mati
 A a B stejného typu je mati
e A+B stejného typu jakoA a B de�novaná pøedpisem[A+B℄ij = [A℄ij + [B℄ij: (6.3)Napøíklad �1 22 1�+ � 0 3�3 0� = � 1 5�1 1�Pro ilustra
i smyslu právì zavedený
h opera
í s mati
emi oznaème L a P mati
edoby letu a èasový
h nárokù na dopravu z 
entra mìsta na leti¹tì a zpìt v minutá
hmezi mìsty Ostravou (O), Prahou (P) a Brnem (B). Pak mati
e T = L+P obsahujeèas potøebný na 
estu mezi uva¾ovanými mìsty v minutá
h. V mati
i 160T je tentý¾èas v hodiná
h.Jeliko¾ obì nové opera
e jsou de�novány po slo¾ká
h, obdobnì jako odpovídají
íopera
e pro aritmeti
ké vektory, platí pro jakékoliv èíselné mati
e A, B, C stejnéhotypu a pro libovolné skaláry �; � vztahy obdobné vztahùm (5.5a) a¾ (5.5f):A+ (B+C) = (A+B) +C (6.4a)A+B = B+A (6.4b)�(A+B) = �A+ �B (6.4
)(� + �)A = �A+ �A (6.4d)�(�A) = (��)A (6.4e)1A = A (6.4f)6.3. Nulová mati
e a odeèítání mati
Pøi sèítání mati
 má obdobnou úlohu jako nula pøi sèítání èísel nebo nulový vektorpøi sèítání vektorù nulová mati
eO = 2640 : : : 0... . . . ...0 : : : 0375 ;její¾ v¹e
hny prvky jsou nuly. Snadno se ovìøí, ¾e pro libovolnou mati
i A a nulovoumati
i stejného typu platí[A+O℄ij = [A℄ij + [O℄ij = [A℄ij + 0 = [A℄ij;tak¾e A+O = A: (6.5)



6.4 Mati
e rozdìlené na bloky 49Nulovou mati
i typu (m;n) znaèíme také Omn, av¹ak indexy obvykle vyne
háváme,kdy¾ je lze urèit z pøedpokladu, ¾e daný mati
ový výraz má smysl.Obdobnì, jako jsme si zavedli po slo¾ká
h opaèný vektor, mù¾eme ke ka¾déèíselné mati
i A de�novat mati
i opaènou �A pøedpisem[�A℄ij = �(�1)A�ij = �[A℄ij; (6.6)tak¾e platí A+ (�A) = O (6.7a)�A = (�1)A (6.7b)Jestli¾e mati
e A a B jsou libovolné mati
e stejného typu, pak jedinou mati
iX, která splòuje A+X = B;lze zapsat ve tvaru X = B+ (�A) = (�A) +B: (6.8)Pro struènìj¹í psaní výrazù, jako je (6.8), de�nujeme odeèítání mati
 nebo té¾rozdíl mati
 pøedpisem A�B = A+ (�B):6.4. Mati
e rozdìlené na blokyV nìkterý
h pøípade
h je výhodné rozdìlit danou mati
i pomo
í vhodnì zvolený
hhorizontální
h èi vertikální
h èar na men¹í mati
e, zvané té¾ submati
e nebo bloky .Napøíklad následují
í mati
i typu (3; 4) mù¾eme rozdìlit na ètyøi blokyA = 24 1 0 1 22 1 3 15 4 0 1 35 = �C DE F� : (6.9)Mati
e, jeji
h¾ prvky jsou uspoøádány do blokù, nazýváme blokové mati
e.Rozdìlení na bloky je u¾iteèné pøi odvozování vztahù, ve který
h �gurují èástimati
e, a pøi manipula
i s velkými mati
emi, nebo» ty mohou být postupnì prová-dìny po blo
í
h. Napøíklad, je-li mati
e B typu (3; 4) rozdìlena na bloky P, Q, R,S, stejnì jako mati
e A z (6.9), pak�A = ��C �D�E �F� ; A+B = �C DE F�+ �P QR S� = �C+P D +QE+R F + S �:Pro blokové mati
e pou¾íváme obdobnou terminologii jako pro bì¾né mati
e,tak¾e mluvíme o blokové diagonále nebo o blokový
h øád
í
h. Napøíklad mati
e24 1 3 02 4 00 0 6 35má nenulové pouze diagonální bloky.
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e a vektorové opera
ePojmy k zapamatováníX | mati
e typu (m;n),| ètver
ová mati
e øádu n,| øádkový, sloup
ový vektor,| diagonála mati
e,| nulová mati
e,| mati
e opaèná.Pøíklady k pro
vièení! 1. Urèete, pro které dvoji
e následují
í
h mati
 lze vypoèítat souèet:A = �1 23 4� ; B = 241 23 40 135 ; C = �2 00 0�2. Urèete, pro která x; y; z je splnìna mati
ová rovnost�x 11 y�+ �1 00 1� = �0 zz 1� :3. Ob
hodní sí» má 3 prodejny, které prodávají 2 produkty spotøební elektroniky. Pøed-pokládejme, ¾e odbyt v prvním a druhém pololetí je zapsán do mati
 P a D typu (3; 2)tak, ¾e v i-tém øádku a j-tém sloup
i je prodej j-tého produktu v i-té prodejnì. Ne
h»P = 24120 10080 120100 80 35 ; D = 24140 120100 100160 18035 :a) Vypoètìte S = P+D a A = 12(P+D).b) Jaký je význam prvkù [S℄21 a [A℄21?4. Doka¾te vztah (6.4a).
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Cíle

➳V pøede¹lé kapitole jsme se nauèili sèítání mati
 a násobení mati
e skalárem. Vtéto kapitole roz¹íøíme opera
e s mati
emi o násobení a transponování mati
. Poprostudování této kapitoly budete umìt:� násobit mati
i a vektor,� násobit mati
e,� transponovat mati
e.Dále se nauèíte pravidla, která platí pro násobení a transponování mati
.7.1. Násobení mati
e a vektoruZnovu se vra»me ke vztahu (5.7). Jeho pravá strana je sestavena ze slo¾ek vektorux = 24x1x2x335a ze sloup
ù mati
e C z (6.1). Takový výraz budeme pova¾ovat za souèin Cx mati
eC a sloup
ového vektoru x, tak¾eCx = x1sC1 + x2sC2 + x3sC3 :Obe
nì de�nujeme souèin mati
e A = [aij℄ typu (m;n) a sloup
ového vektorux = [xi℄ dimenze n pøedpisemy = Ax = x1sA1 + : : :+ xnsAn: (7.1)Rozepsáním de�ni
e (7.1) po slo¾ká
h dostaneme[y℄i = [Ax℄i = ai1x1 + : : :+ ainxn = rAi x: (7.2)
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Toto pravidlo si mù¾eme znázornit pomo
í:y266664yi377775 = A266664ai1 : : : ain����! 377775 x266664x1:::xn
377775????y (7.3)Jako pøíklady násobení mati
e a vektoru si uveïme�a11 a12a21 a22� �x1x2� = �a11x1 + a12x2a21x1 + a22x2� ;� 2 1 0�1 3 1�2412335 = � 2 � 1 + 1 � 2 + 0 � 3�1 � 1 + 3 � 2 + 1 � 3� = �48� :

☞

Pøíklad 7.1. Soustavu lineární
h rovni
 (4.1) napi¹te ve tvaru souèinu mati
ea sloup
ového vektoru.Øe¹ení. Oznaèíme{li A = �aij�m�n mati
i soustavy, x vektor neznámý
h a b vektorpravý
h stran, potom soustavu (4.1) mù¾eme v souladu se (7.1), (7.2), (7.3) zapsatve tvaru Ax = b, kde x = 264x1...xn375 ; b = 264 b1...bm375 :Staèí jenom vektor y v tì
hto vztazí
h nahradit vektorem b. Napøíklad vevztahu (7.2) dostaneme ai1x1 + ai2x2 + � � �+ ainxn = bi:Polo¾íme{li i = 1; : : : ; m, obdr¾íme postupnì jednotlivé rovni
e soustavy (4.1). NPro libovolné mati
eA, B typu (m;n), n-rozmìrné vektory u, v a skalár � platí:A(�u) = �(Au) = (�A)u (7.4a)A(u+ v) = Au+Av (7.4b)(A+B)u = Au+Bu (7.4
)Rovnosti (7.4a) { (7.4
) se dokazují po slo¾ká
h. Tím se vlastnì redukují na dùkaztvrzení pro mati
e typu (1; n). Napøíklad s pou¾itím de�ni
 a vlastností sèítání anásobení èísel dostáváme�A(u+ v)�i = rAi (u+ v) = ai1(u1 + v1) + : : :+ ain(un + vn) = (7.5)= (ai1u1 + : : :+ ainun) + (ai1v1 + : : :+ ainvn) = (7.6)= rAi u + rAi v = [Au℄i + [Av℄i; (7.7)
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o¾ dokazuje (7.4b).Pomo
í souèinu mati
e a vektoru si mù¾eme struènì zapsat vztahy mezi napìtím,poten
iály a proudy obvodu z 3.1. Oznaème siu = 2664U1U2U3U43775 ; x = 24x1x2x335 ; i = 2664I1I2I3I43775 ; 
 = 24 0�1010 35 ;
C = 2664 1 0 �1�1 1 00 1 �10 1 �13775 ; C> = 24 1 �1 0 00 1 1 1�1 0 �1 �135 ; D = 2664R�11 0 0 00 R�12 0 00 0 R�13 00 0 0 R�14 3775 : (7.8)Potom (3.1), (3.2) a (3.4) - (3.6) lze zapsat postupnì ve tvaruu = Cx; i = Du a (�C>) i = 
:Postupným dosazením s pou¾itím �C> = (�1)C> dostaneme�C>�D(Cx)� = 
: (7.9)Spe
i�ka
í mati
e D, dosazením x3 = 0 a vyne
háním poslední slo¾ky vektorù naobou straná
h rovni
e (7.9) dostaneme výraz ekvivalentní (3.7). �7.2. Násobení mati
Aèkoliv jsou koe�
ienty rovni
e (3.7) plnì urèeny mati
emi C>, D a C, výraz (7.9)nám je umo¾òuje vypoèítat pouze s pomo
í neznámý
h poten
iálù x1; x2; x3. Na¹ím
ílem teï bude toto omezení pøekonat.Podívejme se nejprve podrobnìji na výraz D(Cx). S pou¾itím (7.4a) a (7.4b)dostanemeD(Cx) = D �x1sC1 + x2sC2 + x3sC3 � = x1DsC1 + x2DsC2 + x3DsC3 ;odkud s pomo
í nového oznaèeníDC = �DsC1 ;DsC2 ;DsC3 � (7.10)a de�ni
e souèinu mati
e a vektoru (7.1) dostanemeD(Cx) = (DC)x:Vztah (7.10) je vzorem obe
né de�ni
e souèinu mati
. Jestli¾e A je mati
e typu(m; p) a B je mati
e typu (p; n), pak souèin mati
 A a B je mati
e AB typu (m;n)de�novaná pøedpisem AB = �AsB1 ; : : : ;AsBn � : (7.11)
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Rozepí¹eme-li si tuto de�ni
i po slo¾ká
h, dostaneme[AB℄ij = ai1b1j + : : :+ aipbpj = rAi sBj (7.12)a AB = 264rA1 sB1 : : : rA1 sBn... . . . ...rAmsB1 : : : rAmsBn375 = 264rA1 B...rAmB375 : (7.13)Pøi odvození rovnosti (7.13) jsme pro ka¾dý øádek pou¾ili de�ni
i (7.11) s tím, ¾eza levou mati
i jsme si postupnì dosazovali øádky mati
e A. Pravidlo pro násobenímati
 lze také znázornit pomo
íAB A B2664 [AB℄ij 3775 = 2664 ai1 : : : aip��������!3775 2664 b1j...bpj ????y3775 :Jako pøíklady násobení mati
 si uveïme�a11 a12a21 a22� �b11 b12b21 b22� = �a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22� ;24 2 10 �1�2 3 35�1 20 1� = 24 2 � 1 + 1 � 0 2 � 2 + 1 � 10 � 1� 1 � 0 0 � 2� 1 � 1�2 � 1 + 3 � 0 �2 � 2 + 3 � 135 = 24 2 50 �1�2 �135 :Pov¹imnìme si, ¾e de�ni
e souèinu dvou mati
 je zvolena tak, aby platiloA(Bx) = (AB)x (7.14)pro libovolné mati
eA,B a sloup
ový vektor x, pro které má alespoò jeden z výrazùvýznam. Levou stranu rovni
e (7.9) tedy mù¾eme zapsat ve tvaru souèinu mati
e avektoru x, nebo» �C>�D(Cx)� = �(C>D)(Cx) = ��(C>D)C�x:Na mo¾nost vyne
hání vnitøní
h závorek se podíváme v èlánku 7.3.7.3. Pravidla pro násobení mati
Z de�ni
e (7.11) vyplývá, ¾e pro souèin mati
 platí obdobná pravidla jako pro ná-sobení mati
e a vektoru (7.4), tak¾e pro skalár � a mati
e A, B, C platíA(�B) = �(AB) = (�A)B (7.15a)A(B+C) = AB+AC (7.15b)(A+B)C = AC+BC ; (7.15
)
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 55kdykoliv jsou pøíslu¹né výrazy de�novány. Tato pravidla pøipomínají známá aritme-ti
ká pravidla pro poèítání s èísly.Pro násobení mati
e A typu (m; p), mati
e B typu (p; q) a mati
e C typu (q; n)platí také aso
iativní zákon A(BC) = (AB)C; (7.16)nebo» podle de�ni
e souèinu mati
 a (7.14)A(BC) = A �BsC1 ; : : : ;BsCn � = �A(BsC1 ); : : : ;A(BsCn )� == �(AB)sC1 ; : : : ; (AB)sCn � = (AB)C: (7.17)Z aso
iativního zákona (7.16) plyne, ¾e výsledek souèinu tøí mati
 nezávisí narozmístìní závorek, které proto mù¾eme vyne
hat. Induk
í lze dokázat obdobné tvr-zení i pro souèin ví
e ne¾ tøí mati
. Odtud spe
iálnì vyplývá, ¾e mo
nina ètver
ovémati
e Ak = AA � � �A| {z }kje de�nována jednoznaènì v tom smyslu, ¾e nezále¾í na þuzávorkováníÿ pøi jejímvyèíslení. Odtud bezprostøednì plyneAk+l = AA � � �A| {z } AA � � �A| {z } = AkAl:k lS pou¾itím aso
iativního zákona mù¾eme upravit levou stranu rovni
e (7.9) na�(C>DC)x = 
:Stojí za pov¹imnutí, ¾e tento vztah nám umo¾òuje vyèíslit mati
i soustavy nezávislena x, zatím
o (7.9) nám umo¾òoval pouze ovìøit, zda pro dané x platí pøíslu¹nárovnost.Úlohu jednièky pøi násobení mati
 má jednotková mati
eI = 266641 0 : : : 00 1 : : : 0... ... . . . ...0 0 : : : 137775:Jednotkovou mati
i øádu n znaèíme také In, av¹ak index obvykle vyne
háváme, kdy¾ho mù¾eme urèit z pøedpokladu, ¾e daný mati
ový výraz má smysl. Jestli¾e A jelibovolná mati
e, pak pro jednotkové mati
e pøíslu¹né dimenze platíAI = A (7.18a)IA = A: (7.18b)
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Napøíklad A Ii 2666664ai1 : : : aij : : : ain3777775 1jn
266666641 0. . . ...1... . . .0 1

37777775 = aij1 j n (7.19)
Zatím jsme si ukázali pravidla pro poèítání s mati
emi, která jsou obdobná pra-vidlùm pro poèítání s èísly. To nás v¹ak nesmí vést k ukvapenému závìru, ¾e ses mati
emi poèítá úplnì stejnì jako s èísly. Napøíklad proA = �1 23 4� ; B = �0 10 0�platí AB = �1 23 4� �0 10 0� = �0 10 3� ; BA = �0 10 0� �1 23 4� = �3 40 0� ; (7.20)tak¾e AB 6= BA:Naví
 platí B2 = �0 10 0� �0 10 0� = O: (7.21)Pro násobení mati
 tedy neplatí komutativní zákon a mo
nina nenulové mati
emù¾e být nulová mati
e!7.4. Transponované mati
ePorovnáme-li mati
e C a C> v (7.8), zjistíme, ¾e øádky mati
e C jsou tvoøenysloup
i mati
e C> a obrá
enì. Mati
i takto vytvoøenou z dané mati
e nazývámemati
í transponovanou. Formálnìji, k dané mati
i A typu (m;n) de�nujeme mati
itransponovanou A> typu (n;m) pøedpisem�A>�ij = �A�ji : (7.22)Napøíklad �1 2 34 5 6�> = 241 42 53 635 :
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 57Snadno se ovìøí po slo¾ká
h, ¾e pro mati
e stejného typu platí:(A+B)> = A> +B> (7.23a)(�A)> = �A> (7.23b)Napøíklad�(A+B)>�ij = [A+B℄ji = [A℄ji + [B℄ji = [A>℄ij + [B>℄ij:Jestli¾e je A mati
e typu (m; p) a B je mati
e typu (p; n), pak platí:(AB)> = B>A> (!) (7.24)Na první pohled pøekvapivá identita plyne z toho, ¾e transponováním se vymìníøádky se sloup
i, tak¾e�(AB)>�ij = [AB℄ji = rAj sBi = �sBi �>�rAj �> = �B>A>�ij:7.5. Násobení a transponování blokový
h mati
Ji¾ v èásti 6.4 jsme vidìli, ¾e blokové mati
e lze sèítat podle stejný
h pravidel poprv
í
h i blo
í
h. Je¹tì dùle¾itìj¹í v¹ak je, ¾e i pravidlo pro násobení mati
 lze problokové mati
e s vhodnou strukturou uplatnit po blo
í
h. Napøíklad rovnost24 a11 a12 a13a21 a22 a23a31 a32 a33 3524 x1x2x3 35 = 24 (a11x1 + a12x2) + a13x3(a21x1 + a22x2) + a23x3(a31x1 + a32x2) + a33x3 35mù¾eme zapsat pomo
í oznaèení� B CD E � = 24 a11 a12 a13a21 a22 a23a31 a32 a33 35 a � yz � = 24 x1x2x3 35 (7.25)ve tvaru �B CD E� �yz� = �By + CzDy + Ez� :Pøíklad lze zobe
nit na vyèíslení souèinu libovolný
h blokový
h mati
. Jestli¾eA = 264A11 : : : A1p... . . . ...Am1 : : : Anp375 ; B = 264B11 : : : B1n... . . . ...Bp1 : : : Bpn375jsou dvì blokové mati
e rozdìlené na bloky tak, ¾e poèet sloup
ù blokù Aik jestejný jako poèet øádkù blokù Bkj, pak se libovolný blok Cij souèinu AB vyèíslípodle pravidla Cij = Ai1B1j + : : :+AipBpj: (7.26)
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Pravidlo pro transponování blokový
h mati
 lze snadno po
hopit, kdy¾ si prohléd-neme, jak se transponují blokový vektor a bloková mati
e (7.25). Dostaneme� yz �> = � x1 x2 x3 � = � y> z> � (7.27)� B CD E � =24 a11 a21 a31a12 a22 a32a13 a23 a33 35 = � B> D>C> E> � (7.28)Obe
nou blokovou mati
i tedy transponujeme tak, ¾e zamìníme øádky se sloup
ia ka¾dý blok naví
 transponujeme.Pojmy k zapamatováníX | jednotková mati
e,| transponovaná mati
e,| mo
nina ètver
ové mati
e.Pøíklady k pro
vièení! 1. Ne
h» M = �3 00 1� ; P = �0 11 0� ; G = �1 03 1� ; A = �1 23 4� :Vypoètìte MA; AM; PA; AP; AG; GA:Popi¹te výsledky v termíne
h opera
í s øádky èi sloup
i mati
.2. Vypoètìte C>C pro mati
e ze vztahu (7.8) a porovnejte výsledek s mati
í soustavy(3.7).
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Kapitola 8Inverzní mati
ePrùvod
e studiem SJ VZV této kapitole se vrátíme k øe¹ení soustav lineární
h rovni
, av¹ak elementární úpravyz oddílu 4.2 budeme zapisovat pomo
í mati
ový
h opera
í. Získáme tak nejen novýpohled na známé algoritmy, ale postupnì se seznámíme s mati
í, která se 
hová vzhledemk násobení mati
 jako pøevrá
ené nenulové èíslo vzhledem k násobení èísel.Cíle

➳V této kapitole se nauèíte:� vypoèítat inverzní mati
i k dané regulární mati
i,� øe¹it soustavu rovni
 s regulární mati
í pomo
í inverzní mati
e.8.1. Mati
ový zápis elementární
h úpravNejprve si uká¾eme, ¾e elementární øádkové opera
e, které jsme pou¾ívali pøi úpravìmati
e soustavy na s
hodový tvar, mù¾eme skuteènì realizovat pomo
í mati
ový
hopera
í. Uva¾ujme jednotkovou mati
i I øádu 2 a proveïme na ni v¾dy jednu øád-kovou opera
i. Napøíklad:(r1) � 1 00 1 � r2r1 ! � 0 11 0 � = T1,(r2) � 1 00 1 � �r2 ! � 1 00 � � = T2,(r3) � 1 00 1 � r2 + �r1 ! � 1 0� 1 � = T3.
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eBuï nyní A = [aij℄ libovolná mati
e 2. øádu a vypoèítejme souèiny T1A; T2A aT3A:
T1A = � 0 11 0 � � a11 a12a21 a22 � = � a21 a22a11 a12 � = A1;T2A = � 1 00 � � � a11 a12a21 a22 � = � a11 a12�a21 �a22 � = A2T3A = � 1 0� 1 � � a11 a12a21 a22 � = � a11 a12�a11 + a12 �a12 + a22 � = A3:Výsledné mati
e A1, A2, A3 se rovnají mati
ím, které by
hom obdr¾eli z mati
eA provedením právì tì
h øádkový
h opera
í, je¾ jsme pou¾ili na jednotkovou mati
iI. Jinými slovy, pøíslu¹nou opera
i z øádky mati
e A uskuteèníme tak, ¾e ji vyná-sobíme zleva mati
í, která vznikne z jednotkové mati
e I provedením této opera
e.Pozorný ètenáø snadno nahlédne, ¾e podobným zpùsobem mù¾eme manipulovat is øádky mati
e typu (2; m). Podobnì pro elementární úpravy mati
e typu n � mdostáváme následují
í tøi mati
e øádu n :(r1) Výmìna i-tého a j-tého øádku.
I = ij

266666666664
1 : : : i0 : : : j0 : : : 0... . . . ... ... ...0 : : : 1 : : : 0 : : : 0... ... . . . ... ...0 : : : 0 : : : 1 : : : 0... ... ... . . . ...0 : : : 0 : : : 0 : : : 1

377777777775 rjri 7! ij
266666666664
1 : : : i0 : : : j0 : : : 0... . . . ... ... ...0 : : : 0 : : : 1 : : : 0... ... . . . ... ...0 : : : 1 : : : 0 : : : 0... ... ... . . . ...0 : : : 0 : : : 0 : : : 1

377777777775 = Pij (8.1)
(r2) Násobení i-tého øádku nenulovým èíslem �.

I = i 2666664 1 : : : i0 : : : 0... . . . ... ...0 : : : 1 : : : 0... ... . . . ...0 : : : 0 : : : 1
3777775 �ri 7! i 2666664 1 : : : i0 : : : 0... . . . ... ...0 : : : � : : : 0... ... . . . ...0 : : : 0 : : : 1

3777775 =Mi(�) (8.2)
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e 61(r3) Pøiètení násobku i-tého øádku k j-tému øádku.
I = ij

266666666664
1 : : : i0 : : : j0 : : : 0... . . . ... ... ...0 : : : 1 : : : 0 : : : 0... ... . . . ... ...0 : : : 0 : : : 1 : : : 0... ... ... . . . ...0 : : : 0 : : : 0 : : : 1

377777777775 rj + �ri 7! ij
266666666664
1 : : : i0 : : : j0 : : : 0... . . . ... ... ...0 : : : 1 : : : 0 : : : 0... ... . . . ... ...0 : : : � : : : 1 : : : 0... ... ... . . . ...0 : : : 0 : : : 0 : : : 1

377777777775 = Gij(�)
(8.3)Mati
e Pij se nazývá elementární permutaèní mati
e, zatím
o Gij(�) se nazývámati
e Gaussovy transforma
e. V dal¹ím textu budeme mati
e Pij,Mij(�) aGij(�)nazývat v¹eobe
nì mati
emi elementární
h transforma
í, nebo struènì elementár-ními mati
emi.8.2. Inverzní mati
eDe�ni
e 8.1. Ne
h» A je ètver
ová mati
e. Jestli¾e existuje mati
e B tak, ¾eAB = BA = I; (8.4)pak se mati
e B nazývá inverzní mati
í k mati
i A. Ètver
ová mati
e, ke kteréexistuje inverzní mati
e, se nazývá regulární. V opaèném pøípadì takovou mati
inazýváme singulární.Vìta 8.2. Ke ka¾dé regulární mati
i A existuje právì jedna inverzní mati
e.Dùkaz. Ne
h» A je regulární a ne
h» B1;B2 jsou inverzní mati
e k mati
i A, tak¾eplatí AB1 = I a B2A = I: (8.5)Vynásobíme-li první rovnost zleva mati
íB2 a druhou rovni
i zprava B1, dostanemeB2 = B2AB1 = B1: (8.6)
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eJedinou inverzní mati
i k dané regulární mati
i A budeme nadále znaèit A�1:V obe
ném pøípadì je pomìrnì obtí¾né rozhodnout, je-li daná mati
e regulárnínebo singulární. Jestli¾e v¹ak má daná mati
e 
elý øádek nulový, pak je urèitì sin-gulární, nebo» má-li mati
e A nulový øádek a je-li B libovolná mati
e stejného øádu,pak platí AB = 24 : : : : :0 : : : 0: : : : :35 6= I: (8.7)8.3. Elementární úpravy a regularitaNyní si uká¾eme, ¾e elementárními úpravami se za
hovává regularita mati
. Nejprvesi v¹imneme, ¾e jsou-li mati
e A, B regulární, potom je také mati
e AB regulárnía platí (AB)�1 = B�1A�1; (8.8)nebo» ABB�1A�1 = B�1A�1AB = I:Vztah (8.8) lze pomo
í matemati
ké induk
e zobe
nit na(A1 � � �Ak)�1 = A�1k � � �A�11 : (8.9)Dále si v¹imneme, ¾e mati
e elementární
h transforma
í jsou regulární. Pøíslu¹néinverzní mati
e najdeme tak, ¾e sestrojíme elementární mati
e transforma
í, kterépøevádí upravenou mati
i zpìt na mati
i pùvodní. Napøíklad inverzní mati
e k ma-ti
ím T1, T2, T3 z oddílu 8.1 jsouT1�1 = � 0 11 0 � ; T2�1 = � 1 00 1� � ; T3�1 = � 1 0�� 1 � :Skuteènì platíT1�1A1 = � 0 11 0 � � a21 a22a11 a12 � = � a11 a12a21 a22 � = A;T2�1A2 = � 1 00 1� � � a11 a12�a11 �a12 � = � a11 a12a21 a22 � = A;T3�1A3 = � 1 0�� 1 � � a11 a12�a11 + a21 �a12 + a22 � = � a11 a12a21 a22 � = A:Pro inverzní mati
e k elementárním mati
ím Pij, Mij(�), Gij(�) pak dostanemevzor
eP�1ij = Pij; M�1i (�) =Mi(��1) pro � 6= 0; G�1ij (�) = Gij(��): (8.10)



8.4 Výpoèet inverzní mati
e 63K mati
i ka¾dé elementární transforma
e T tedy existuje inverzní mati
e T�1:Jestli¾e mati
eA0 vznikne z regulární mati
eA elementárními øádkovými úpravami,jim¾ odpovídají elementární mati
e T1; : : : ;Tk, potomA0 = Tk � � �T1A (8.11)a z (8.9) dostaneme �A0��1 = A�1T�11 � � �T�1k ;tedy A0 je regulární.8.4. Výpoèet inverzní mati
eVìta 8.3. Ne
h» A je ètver
ová mati
e øádu n. Pak rovni
eAX = I (8.12)má jediné øe¹ení X právì tehdy, kdy¾ A je regulární. V tom pøípadì platí X = A�1:Dùkaz. Jestli¾e A je regulární, pak pøenásobením obou stran rovni
e (8.12) zlevamati
í A�1 dostaneme X = A�1:Ne
h» obrá
enì rovni
e AX = I má jediné øe¹ení. Rovni
e AX = I pøedstavujevlastnì n soustav lineární
h rovni
 o n neznámý
h:26664 a11 a12 : : : a1na21 a22 : : : a2n... ... . . . ...an1 an2 : : : ann
3777526664 x1x11 x2x12 : : : xnx1nx21 x22 : : : x2n... ... . . . ...xn1 xn2 : : : xnn

37775 = 26664e11 e20 : : : en00 1 : : : 0... ... . . . ...0 0 : : : 1 37775 ;jeji
h¾ mati
ový zápis je Ax1 = e1; : : : ;Axn = en.Soustavy mají stejnou mati
i, a tudí¾ je mù¾eme øe¹it pomo
í jediné roz¹íøenémati
e: � A I � = 26664 a11 a12 : : : a1na21 a22 : : : a2n... ... . . . ...an1 an2 : : : ann
��������� 1 0 : : : 00 1 : : : 0... ... . . . ...0 0 : : : 1 37775 :Jeliko¾ rovni
e AX = I má podle pøedpokladu právì jedno øe¹ení, mù¾eme mati
iAsoustavy upravit Gauss-Jordanovou metodou na jednotkovou mati
i, t.j. roz¹íøenoumati
i � A I � pøevedeme na tvar � I B �. Podle pravidel z oddílu 8.1 a 8.3 potomexistují elementární mati
e transforma
íT1; : : : ;Tk tak, ¾e pro mati
iT = Tk � � �T1podle (8.11) platí T � A I � = � I B � : (8.13)
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eRoznásobíme-li mati
e vlevo podle pravidla o násobení blokový
h mati
 (7.26), do-staneme porovnáním obou èástí roz¹íøené mati
eTA = I; TI = B; resp. T = B; (8.14)a tedy BA = I: (8.15)Vynásobíme{li nyní rovni
i AX = I zleva mati
í B, obdr¾íme B(AX) = BI,(BA)X = B, IX = B, tak¾e X = B: (8.16)Ve vztahu (8.15) tak mù¾eme za mati
i B dosadit mati
i X, a porovnáním s(8.12) dostaneme AX = XA = I;
o¾ znamená, ¾e X = A�1 je inverzní mati
e k mati
i A a ¾e mati
e A je regulární.Právì dokázaná vìta dává návod k výpoètu inverzní mati
e k dané regulární ma-ti
i. Sestavíme roz¹íøenou mati
i � A I � a øádkovými opera
emi pøevedeme mati
iA na jednotkovou mati
i. Stejné øádkové opera
e pak transformují jednotkovou ma-ti
i na mati
i inverzní A�1. Zvlá¹» názornì to vyplývá ze vzor
ù (8.14). Mati
e Bje toti¾ vzhledem k rovnosti (8.16) inverzní mati
í A�1, tak¾e tyto vzor
e mù¾emezapsat ve tvaru TA = I; TI = A�1; T = A�1:

☞

Pøíklad 8.4. Zjistìte, zda existuje inverzní mati
e k mati
iA = � 2 �1�1 2 � : (8.17)Jestli¾e ano, vypoètìte A�1:Øe¹ení. Postupnou úpravou roz¹íøené mati
e pro soustavu AX = I dostaneme�A I � = " 2 �1 1 0�1 2 0 1# r2 + 12r1 7! " 2 �1 1 00 32 12 1 # r1 + 23r2 7! " 2 0 43 230 32 12 1 # 12r123r2 7!" 1 0 23 130 1 13 23 # 7! � I A�1 � :Mati
e A je tedy regulární a platíA�1 = 13 � 2 11 2 � : (8.18)N



8.5 Inverzní mati
e a øe¹ení soustav 658.5. Inverzní mati
e a øe¹ení soustavNe
h» A je daná regulární mati
e. Vynásobíme-li soustavuAx = bmati
í A�1 zleva, dostaneme x = A�1(Ax) = A�1b:Odtud a z jednoznaènosti inverzní mati
e vyplývá dùle¾itá vìta:Vìta 8.5. Ne
h» A je regulární mati
e a ne
h» b je sloup
ový vektor stejného øádu.Pak má soustava Ax = b jediné øe¹ení x = A�1b.

☞

Pøíklad 8.6. Najdìte øe¹ení soustavy2x1 � x2 = 1�x1 + 2x2 = 2 (8.19)pomo
í inverzní mati
e.Øe¹ení. Soustavu (8.19) lze zapsat mati
ovì ve tvaru� 2 �1�1 2 � �x1x2� = �12� :S vyu¾itím výsledku (8.18) pøíkladu 8.4 dostaneme�x1x2� = 13 �2 11 2� �12� = 13 �45� : N
☞

Pøíklad 8.7. Rozhodnìte, je{li mati
e soustavyx + 3y � 2z = �22x + 5y � 3z = �4�3x + 2y � 4z = 1regulární. V kladném pøípadì najdìte její øe¹ení u¾itím inverzní mati
e.Øe¹ení. Nejdøíve musíme urèit inverzní mati
i k mati
i soustavy, to znamená, ¾ehledáme øe¹ení rovni
e AX = I, kdeA = 24 1 3 �22 5 �3�3 2 �4 35 :
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eZnámým zpùsobem dostáváme:[Aj I℄ = 24 1 3 �22 5 �3�3 2 �4 ������ 1 0 00 1 00 0 135 r2� 2r1r3+ 3r1 7! 24 1 3 �20 �1 10 11 10 ������ 1 0 0�2 1 03 0 135 r1+ 3r2r3+ 11r2 7!24 1 0 10 �1 10 0 1 ������ �5 3 0�2 1 0�19 11 135 r1� r3r2� r3 7! 24 1 0 00 �1 00 0 1 ������ 14 �8 �117 �10 �1�19 11 135 � r2 7!24 1 0 00 1 00 0 1 ������ 14 �8 �1�17 10 1�19 11 135 = [Ij A�1�Mati
e soustavy je regulární. Øe¹ení soustavy pak jex = A�1b = 24 14 �8 �1�17 10 1�19 11 1 3524 �2�41 35 = 24 3�5�5 35 ;tedy x = 3; y = �5; z = �5. N8.6. Vyèíslení výrazù s inverzní mati
íPøi vyèíslení výrazù s inverzní mati
í je vìt¹inou výhodné vyhnout se expli
itnímuvyjádøení inverzní mati
e tím, ¾e se vyèíslení souèinu inverzní mati
e s vektorem èimati
í pøevede na øe¹ení soustavy lineární
h rovni
.

☞

Pøíklad 8.8. Ne
h»A = � 2 �1�2 2 � ; B = �1 23 4� ; b = �11� :Vyèíslete A�1Bb.Øe¹ení. Nejprve vypoèteme vektor
 = Bb = �37� :Vektor x = A�1
 je jediným øe¹ením rovni
e Ax = 
, kterou vyøe¹íme Gaussovouelimina
í � 2 �1 3�2 2 7 � r1 + r2 7! � 2 �1 30 1 10 � ;odkud x1 = 132 ; x2 = 10. Tedy A�1Bb = � 13210� : N



8.7 Pou¾ití inverzní mati
e 67Poznámka 8.9. Násobení mati
 je si
e aso
iativní, tak¾e platí(A�1B)b = A�1(Bb);av¹ak pra
nost vyèíslení obou výrazù je rozdílná!8.7. Pou¾ití inverzní mati
eRozborem poètu opera
í zjistíme, ¾e k výpoètu inverzní mati
e øádu n je tøeba asin3 násobení. Srovnáme-li toto èíslo s poètem násobení potøebným k øe¹ení soustavyGaussovou elimina
í uvedeným v oddílu 4.7, dojdeme k závìru, ¾e se inverzní mati
inevyplatí pou¾ívat pro øe¹ení jedné soustavy rovni
, av¹ak mù¾e se vyplatit pøi øe¹enísoustavy s vìt¹ím poètem pravý
h stran, nebo» je-li inverzní mati
e k dispozi
i, jepak k vlastnímu øe¹ení zapotøebí pouze n2 opera
í.Pojmy k zapamatování X| elementární mati
e,| inverzní mati
e,| regulární mati
e,| singulární mati
e.Pøíklady k pro
vièení !1. Napi¹te mati
e P23;M2(3) a G23(4) (viz oddíl 8.1) pro elementární transforma
e mati
,které mají 3 øádky a ovìøte si jeji
h úèinek na mati
iA = 241 22 44 835 :2. Vypi¹te mati
e elementární
h transforma
í, které realizují elementární úpravy v pøí-kladu 8.4.3. Ne
h» L = 241 0 01 2 01 2 335 a U = L>:Vypoètìte L�1;U�1 a rozhodnìte, zda�L>��1 = �L�1�>:
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e4. Vypoètìte A�1 pro A = 242 1 01 2 10 1 235 :Pov¹imnìte si zaplnìní inverzní mati
e nenulovými prvky ve srovnání s pùvodní mati
í.5. Doka¾te, ¾e pro libovolnou regulární mati
i A platí�A>��1 = �A�1�>:Nápovìda: Staèí ovìøit, ¾e �A�1�>A> = I:Øe¹ení.1. P23A = 24 1 0 00 0 10 1 03524 1 22 44 835 = 24 1 24 82 435,M2 (3)A = 24 1 0 00 3 00 0 13524 1 22 44 835 = 24 1 26 124 8 35,G23 (4)A = 24 1 0 00 1 00 4 13524 1 22 44 835 = 24 1 22 412 2435.2. Pøíslu¹né elementární mati
e jsou po øadì:T1 = � 1 012 1 � ; T2 = � 1 230 1 � ; T3 = � 12 00 1 � ; T4 = � 1 00 23 � :Tyto elementární mati
e jak víme, realizují transforma
i mati
e A na jednot-kovou mati
i I. Oznaèíme-li stejnì jako v dùkazu vìty 8.3 T = T4T3T2T1,potom TA = I, resp. T = A�1. Skuteènì platí T = 13 � 2 11 2 �, 
o¾ je inverznímati
e z pøíkladu 8.4 Doporuèuji ètenáøi, aby si v¹e øádnì propoèítal.3. L�1 = 264 1 0 0�12 12 00 �13 13 375, U�1 = 264 1 �12 00 12 �130 0 13 375, a tudí¾ platí �LT ��1= (L�1)T .4. A�1 = 14 24 3 �2 1�2 4 �21 �2 335. N
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Kapitola 9Trojúhelníkový rozkladPrùvod
e studiem SJ VZTato Kapitola je pokraèováním kapitoly vìnované inverzním mati
ím. Uká¾eme si, ¾eka¾dou regulární mati
i mù¾eme zapsat jako souèin tøí spe
iální
h mati
, pomo
í ni
h¾se snadno øe¹í soustavy lineární
h rovni
. Ní¾e popsaný algoritmus se vyplatí pøi øe¹enísoustav s vìt¹ím poètem pravý
h stran. Vy¾aduje nejménì polovièní
h nákladù na pøí-pravu, ne¾ pou¾ití inverzní mati
e.Cíle

➳V této kapitole se nauèíte:� vyjádøit regulární mati
i ve tvaru souèinu dolní trojúhelníkové mati
e,horní trojúhelníkové mati
e a permutaèní mati
e,� øe¹it soustavu rovni
 s regulární mati
í pomo
í trojúhelníkového (LU) roz-kladu.9.1. Permutaèní mati
eMati
e P se nazývá permutaèní mati
e, je-li mo¾no P získat z jednotkové mati
e Istejného typu postupnou výmìnou øádkù. Jeliko¾ výmìnu i-tého a j-tého øádku danémati
e mù¾eme provést tak, ¾e tuto mati
i vynásobíme zleva elementární permutaènímati
í Pij (viz. (8.1)), je mo¾no ka¾dou permutaèní mati
i P zapsat ve tvaruP = Pikjk � � �Pi1j1I = Pikjk � � �Pi1j1: (9.1)Napøíklad mati
i P = 24 0 1 00 0 11 0 0 35



70 Trojúhelníkový rozkladmù¾eme získat z jednotkové mati
e výmìnamiI = 24 1 0 00 1 00 0 1 35 r3r1 7! 24 0 0 10 1 01 0 0 35 r2r1 7! 24 0 1 00 0 11 0 0 35 = P;tak¾e P mù¾eme zapsat ve tvaruP = P12P13I = P12P13:Z rozkladu (9.1), ze zøejmé rovnosti Pij = P>ij, dále z P�1ij = Pij (viz. (8.10)) apomo
í (7.24) dostaneme pro P ve tvaru (9.1)PP> = Pikjk � � �Pi1j1(Pikjk � � �Pi1j1)> = Pikjk � � �Pi1j1P>i1j1 � � �P>ikjk= Pikjk � � �Pi1j1Pi1j1 � � �Pikjk = I;tak¾e P�1 = P>: (9.2)Elementární permutaèní mati
e Pij mù¾eme také pou¾ít k výmìnì i-tého a j-tého sloup
e. K tomu staèí násobit mati
íPij zprava. Napøíklad vynásobíme-li mati
iA = [aij℄ øádu 2 mati
í P12 zprava, dostanemeAP12 = � a11 a12a21 a22 � � 0 11 0 � = � a12 a11a22 a21 � = �sA2 ; sA1 � :K odvození obe
ného pravidla mù¾eme pou¾ít transponování.9.2. Trojúhelníkové mati
eÈtver
ová mati
e L(U) se nazývá dolní (horní) trojúhelníková mati
e, jestli¾e mánad (pod) diagonálou v¹e
hny prvky nulové. Pro prvky lij dané dolní trojúhelníkovémati
e L tedy platí lij = 0 pro i < j, zatím
o pro prvky uij dané horní trojúhelníkovémati
e U platí uij = 0 pro i > j. Mati
e L je tedy dolní trojúhelníková, právì kdy¾L> je horní trojúhelníková mati
e.Snadno se ovìøí, ¾e souèin dvou trojúhelníkový
h mati
 stejného typu je troj-úhelníková mati
e tého¾ typu. Jsou-li napøíklad L = [lij℄ a M = [mij℄ dvì dolnítrojúhelníkové mati
e a i < j, pak[LM℄ij = li1m1j + : : :+ linmnj = li1 � 0 + : : :+ lii � 0 + 0 �mi i+1 + : : :+ 0 �min = 0;tak¾e LM je také dolní trojúhelníková mati
e.Budeme potøebovat je¹tì jedno ménì zøejmé pozorování.Vìta 9.1. Ne
h» L = [lij℄ je ètver
ová dolní trojúhelníková mati
e s nenulovýmidiagonálními prvky. Pak L je regulární a L�1 je dolní trojúhelníková mati
e.



9.3 Trojúhelníkový (LU) rozklad 71Dùkaz. Je-li L dolní trojúhelníková mati
e s nenulovými prvky na diagonále, pakexistují mati
e elementární
h opera
í Tp = Gipjp(�p) s ip > jp, pøípadnì Tp ==Mip(l�1ipip) tak, ¾e pro mati
i T = Tk � � �T1 platíT � L I � = � I B � :Porovnáním levý
h èástí pøíslu¹ný
h mati
 dostaneme TL = I. Podle vìty 8.3 tedyplatí L = T�1, odkud LT = I a T = L�1: Jeliko¾ v¹e
hny mati
e Ti jsou dolnítrojúhelníkové, je také mati
e L�1 = T = Tk � � �T1dolní trojúhelníková mati
e.9.3. Trojúhelníkový (LU) rozkladVìta 9.2. (o existen
i LU rozkladu). Ne
h» A je regulární ètver
ová mati
e. Pakexistuje dolní trojúhelníková mati
e L, horní trojúhelníková mati
e U a permutaènímati
e P tak, ¾e AP = LU: (9.3)Mati
e L, U jsou regulární.Dùkaz. Ne
h» A = [aij℄ je ètver
ová mati
e øádu n. Z regulárnosti mati
e A az (8.7) plyne, ¾e existuje i1 tak, ¾e a1i1 6= 0, tak¾e �A = AP1i1 má v levém hornímrohu nenulový prvek �a11 = a1i1 .Nyní si v¹imnìme, ¾e první krok úpravy mati
e �A, který známe z Gaussovyelimima
e, mù¾eme zapsat ve tvaruL1AP1i1 = A1; (9.4)kde A1 = 26664 �a11 �a12 : : : �a1n0 a122 : : : a12n... ... . . . ...0 a1n2 : : : a1nn
37775 = 26664 a111 a112 : : : a11n0 a122 : : : a12n... ... . . . ...0 a1n2 : : : a1nn

37775 (9.5)a L1 = G1n(��an1=�a11) � � �G12(��a21=�a11) (9.6)je dolní trojúhelníková mati
e, nebo» je vyjádøena jako souèin dolní
h trojúhelníko-vý
h mati
.
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e A1 je zøejmì souèinem regulární
h mati
, tak¾e podle (8.9) je A1 takéregulární a existuje 2 � i2 tak, ¾e a12i2 6= 0. Mati
e �A1 = A1P2i2 má tedy nenu-lový prvek �a22 a stejný první sloupe
 jako mati
e A1. Opakováním tohoto postupudosáhneme toho, ¾e eLAP = U; (9.7)kde U = 26664 an�111 an�112 : : : an�11n0 an�122 : : : an�12n... ... . . . ...0 0 : : : an�1nn
37775 = An�1 (9.8)a P = P1i1 � � �Pn�1 in�1 ; eL = Ln�1 � � �L1: (9.9)Zøejmì P je permutaèní mati
e a eL je dolní trojúhelníková mati
e, nebo» ka¾dámati
e Li je souèinem dolní
h trojúhelníkový
h mati
 Gij(��ai�1ji =�ai�1ii ) s i < j.Pøenásobíme-li (9.7) zleva mati
í L = eL�1, dostanemeAP = LU:Mati
e L je podle vìty 9.1 regulární dolní trojúhelníková mati
e, nebo» je inverzník dolní trojúhelníkové mati
i eL, a mati
e P je zøejmì permutaèní mati
e. Jeliko¾mati
e �Ai jsou regulární, je podle (9.8) také mati
e U regulární.Vyjádøení mati
e ve tvaru souèinu (9.3) se nazývá LU rozklad podle poèáteèní
hpísmen angli
ký
h slov Lower (dolní) a Upper (horní). Pøenásobíme-li (9.3) zpravamati
í eP = P>, dostaneme vyjádøení A ve tvaruA = LUeP (9.10)s permutaèní mati
í eP: Mati
e L, U a P nejsou urèeny jednoznaènì.9.4. Výpoèet LU rozkladuRozbor dùkazu vìty o existen
i trojúhelníkového rozkladu nám dává návod k in-struktivnímu výpoètu tohoto rozkladu. Staèí postupnì upravovat mati
i � A I �na tvar h U eL i obdobnì, jako jsme to dìlali ve 4. kapitole, av¹ak bez pou¾ití vý-mìny øádkù. Tím dosáhneme toho, ¾e mati
e eL bude dolní trojúhelníková. Je-li tonutné, provádíme místo výmìny øádkù výmìny sloup
ù, které neprovádíme jen namati
i A, ale také zvlá¹» na dal¹í jednotkové mati
i, která se postupnì transformujena P: Dolní trojúhelníkovou mati
i L dostaneme inverzí mati
e eL, tedy s pomo
íelementární
h øádkový
h opera
í, které pøevedou mati
i h eL I i na � I L �.
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☞

Pøíklad 9.3. Najdìte trojúhelníkový rozklad mati
eA = 24 0 �1 2�1 2 �12 �1 0 35 : (9.11)Øe¹ení. � Sledování výmìn sloup
ù:I = 24 1 0 00 1 0s30 0 s11 35 7! 24 0 0 10 1 01 0 0 35 = P = eP� Úprava � A I � 7! h U eL i:� A I � = 24 0 A� 1 2 1 I0 0�1 2 �1 0 1 0s32 �1 s10 0 0 1 35 7! 24 2 �1 0 1 0 0�1 2 �1 0 1 00 �1 2 0 0 1 35 2r2 + r1 7!
7! 24 2 �1 0 1 0 00 3 �2 1 2 00 �1 2 0 0 1 35 3r3 + r2 7! 24 2 U� 1 0 1 eL0 00 3 �2 1 2 00 0 4 1 2 3 35 = h U eL i

� Úprava h eL I i 7! � I L �:h eL I i = 24 1 eL0 0 1 I0 01 2 0 0 1 01 2 3 0 0 1 35 r2 � r1r3 � r1 7! 24 1 0 0 1 0 00 2 0 �1 1 00 2 3 �1 0 1 35 r3 � r2 7!
7! 24 1 0 0 1 0 00 2 0 �1 1 00 0 3 0 �1 1 35 12r213r3 7! 24 1 I0 0 1 L0 00 1 0 �12 12 00 0 1 0 �13 13 35 12r213r3 = � I L �� OdtudL = 24 1 0 0�12 12 00 �13 13 35 ; U = 24 2 �1 00 3 �20 0 4 35 ; P = 24 0 0 10 1 01 0 0 35 : (9.12)Pøímým výpoètem si mù¾eme ovìøit, ¾e platíAP = LU a A = LUP: N



74 Trojúhelníkový rozklad9.5. Øe¹ení soustav pomo
í LU rozkladuØe¹ení soustav pomo
í trojúhelníkového rozkladu spoèívá v postupném øe¹ení sou-stav s mati
emi L, U a eP: Jestli¾e tedy A = LUeP, pak místo soustavy Ax = bbudeme øe¹it soustavu L�U�ePx�� = btak, ¾e postupnì vyøe¹íme Lz = b; Uy = z; ePx = y: (9.13)
☞

Pøíklad 9.4. Vyu¾ijte rozkladu (9.12) mati
e (9.11) k øe¹ení soustavy:�x2 + 2x3 = 1�x1 + 2x2 � x3 = 12x1 � x2 = 1 (9.14)Øe¹ení. Nejprve øe¹íme soustavu Lz = b, tedyz1 = 1�12z1 + 12z2 = 1� 13z2 + 13z3 = 1; (9.15)odkud z1 = 1; z2 = 3; z3 = 6. Potom vyøe¹íme soustavu Uy = z, tedy2y1 � y2 = 13y2 � 2y3 = 34y3 = 6: (9.16)Odtud y1 = 32 ; y2 = 2; y3 = 32 . Koneènì urèíme x þøe¹enímÿ ePx = y neboz x = eP>y, tak¾e x1 = 32 ; x2 = 2; x3 = 32 . NPoznámka 9.5. Pokud hodláme pou¾ít LU rozklad k øe¹ení soustav, není tøebavyèíslit mati
i L expli
itnì. Vystaèíme toti¾ s mati
í eL = L�1, s její¾ pomo
í vypo-èítáme z v (9.13) ze vztahu z = eLb:9.6. Pou¾ití LU rozkladuLze ukázat, ¾e k výpoètu LU rozkladu ètver
ové mati
e A øádu n staèí asi 12n3násobení, 
o¾ je asi polovina poètu násobení potøebného k výpoètu inverzní mati
e.Máme-li LU rozklad, mù¾eme získat øe¹ení soustavy Ax = b pomo
í n2 násobení,stejnì jako u inverzní mati
e. Pou¾ití LU rozkladu je tedy efektivnìj¹í nástroj proøe¹ení soustav lineární
h rovni
 s ví
e pravými stranami ne¾ inverzní mati
e. Tentorozdíl se mù¾e je¹tì drasti
ky zvìt¹it, má-li mati
e A mnoho nulový
h prvkù, nebo»pøi úpravì se trojúhelníkové faktory zaplòují nenulovými prvky ménì ne¾ inverznímati
e. Trojúhelníkový rozklad je také dùle¾itý nástroj teorie mati
.



9.6 Pou¾ití LU rozkladu 75Pøíklady k pro
vièení !1. Najdìte LU rozklad symetri
ké mati
eA = 24 2 �1 0�1 2 �10 �1 2 35a porovnejte rozlo¾ení nul v obou trojúhelníkový
h faktore
h a v mati
i A.2. Vyu¾ijte rozkladu z pøed
hozího 
vièení k øe¹ení soustavy2x1 � x2 = 1�x1 + 2x2 � x3 = 1� x2 + 2x3 = 2: (9.17)Øe¹ení.1. L = 24 1 0 0�12 1 00 �23 1 35 ; U = 24 2 �1 00 32 �10 0 43 35 ; P = 24 1 0 00 1 00 0 1 35 ;2. x = 24 x1x2x3 35 = 24 7=45=29=4 35 NPojmy k zapamatování X| permutaèní mati
e,| dolní (horní) trojúhelníková mati
e,| LU rozklad
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Kapitola 10Vektorové prostory
Prùvod
e studiemSJ VZ Vektory jsme poznali na støední ¹kole jako velièiny, které mají velikost a smìr, a znázor-òovali jsme je jako orientované úseèky. Pomo
í vektorù jsme nìkdy zobrazovali komplexníèísla. V 5. kapitole jsme se nakone
 seznámili s aritmeti
kými vektory, které jsme si vezvlá¹tní
h pøípade
h mohli také znázornit jako orientované úseèky (¹ipky), tak¾e jsmesi je byli s
hopni pøedstavit. Pro aritmeti
ké vektory jsme de�novali skládání (sèítání) anásobení skalárem, které splòovaly pravidla (5.5a){(5.5f), (5.8) a (5.10).Nyní si pojem vektoru zobe
níme je¹tì ví
e, tak¾e ná¹ nový pojem vektoru budezahrnovat nejen aritmeti
ké vektory a tím i þstaré známé ¹ipkyÿ, ale také jiné objekty,jako napøíklad mati
e, polynomy a funk
e. Ukazuje se toti¾, ¾e tyto objekty vykazujípøi sèítání a násobení skalárem stejné vlastnosti jako aritmeti
ké vektory a ¾e alespoòv matemati
e tak není podstatné to, 
o konkrétnì pova¾ujeme za vektory, ale jakápravidla splòují opera
e s nimi.
Cíle

➳ Cílem této kapitoly je zavedení abstraktního pojetí vektoru, 
o¾ uèiníme prostøed-ni
tvím vektorového prostoru, který v této kapitole vybudujeme. Po prostudovánítéto kapitoly budete znát:� de�ni
i vektorového prostoru,� pojem vektorového podprostoru,� pøíklady vektorový
h prostorù a podprostorù,� dùkazy nìkterý
h úloh týkají
í
h se vektorový
h prostorù a podprostorù.



10.1 Vektorový prostor 7710.1. Vektorový prostorDe�ni
e 10.1. Reálný vektorový prostor je mno¾ina V , její¾ prvky se nazývajívektory , na ní¾ jsou de�novány opera
esèítání: pro ka¾dé u; v 2 V souèet u+ v 2 Va násobení skalárem: pro ka¾dé u 2 V , � 2 R skalární násobek �u 2 V ,které splòují následují
í pravidla (axiomy):(V1) 8u;v;w 2 V : u + (v+w) = (u+ v) +w aso
iativní zákon(V2) 8u;v 2 V : u + v = v+ u komutativní zákon(V3) 9o 2 V : 8u 2 V : u + o = u nulový vektor(V4) 8u 2 V 9(�u) 2 V : u+ (�u) = o opaèný vektor(V5) 8� 2 R; 8u;v 2 V : �(u+ v) = �u+ �v distributivní zákon(V6) 8�; � 2 R; 8u 2 V : (� + �)u = �u+ �u distributivní zákon(V7) 8�; � 2 R; 8u 2 V : �(�u) = (��)u aso
iativní zákon(V8) 8u 2 V : 1u = u za
hování mìøítkaV de�ni
i vektorového prostoru má znak + dva rùzné významy, které v¹ak v¾dydoká¾eme rozli¹it podle operandù. Reálná èísla nazýváme skaláry. Jestli¾e místoreálný
h èísel pou¾ijeme èísla komplexní, potom mluvíme o komplexním vektorovémprostoru. Pokud budeme dále struènì mluvit jen o vektorovém prostoru, budemepøedpokládat, ¾e skaláry jsou prvky jednoho z uvedený
h èíselný
h oborù.
☞

Pøíklad 10.2. Reálné aritmeti
ké vektory dimenze n se sèítáním vektorù a s ná-sobením skalárem po slo¾ká
h (vzor
e (5.3) a (5.1)) tvoøí reálný vektorový prostor,který budeme oznaèovat Rn . Nulový vektor je o = [0; : : : ; 0℄, pro a = [a1; : : : ; an℄ jeopaèným vektorem �a = [�a1; : : : ;�an℄. Tímto jsou splnìny axiomy (V3) a (V4).Zbývají
í axiomy (V1), (V2), (V5){(V8) jsou splnìny také. Jedná se vlastnì o pra-vidla (5.5a){(5.5f). Pro n = 1 je mno¾ina skalárù i vektorù stejná.
☞

Pøíklad 10.3. Mno¾ina F v¹e
h reálný
h funk
í s opera
í + de�novanou pro ka¾déreálné x rovností (f + g)(x) = f(x) + g(x)a s násobením skalárem, které pro ka¾dé � 2 R a f 2 F de�nuje funk
i �f 2 Frovností (�f)(x) = �f(x);tvoøí reálný vektorový prostor. Nulový prvek o tohoto prostoru je dán pøedpisemo(x) = 0;prvek opaèný k f je de�nován pomo
í(�f)(x) = �f(x):
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Obr. 10.1: Souèet funk
í f(x) = 14x2 + 18 a g(x) = 12 de�novaný
h na intervalu [0,1℄10.2. Rovnosti odvozené z axiomùAxiomy vektorového prostoru jsou vybrány tak, aby pro abstraktní vektory platilav¹e
hna tvrzení, která jsou zøejmá pro ¹ipky. Nìkterá taková tvrzení si na ukázkudoká¾eme v následují
í vìtì.Vìta 10.4. Ne
h» V je vektorový prostor s nulovým prvkem o, u 2 V a ne
h» �je libovolný skalár. Pak platí následují
í rovnosti:(i) 0u = o (10.1)(ii) �o = o (10.2)(iii) (�1)u = �u (10.3)Dùkaz. Pøíslu¹né axiomy vektorového prostoru vyznaèíme jako odkazy nad rov-nostmi.(i) 0u (V 3)= 0u+ o (V 4)= 0u+ �0u + ��(0u)�� (V 1)= (0u+ 0u) + ��(0u)� =(V 6)= (0 + 0)u+ ��(0u)� = 0u+ ��(0u)� (V 4)= o:



10.3 Podprostory 79(ii) Pou¾ijeme-li (i) pro u = o, dostaneme 0o = o, tak¾e�o = �(0o) (V 7)= (�0)o = 0o = o:(iii) u+ (�1)u (V 8)= 1u+ (�1)u (V 6)= �1 + (�1)�u = 0u (i)= o.10.3. PodprostoryDe�ni
e 10.5. Neprázdná mno¾inaU � V je podprostorem vektorového prostoruV ; jestli¾e U je vektorový prostor vzhledem ke sèítání vektorù a násobení skaláremv prostoru V :K tomu, aby U � V byl podprostorem vektorového prostoru V staèí, abyU byla uzavøená vzhledem ke sèítání vektorù a násobení skalárem, tedy aby prolibovolné dva prvky u;v 2 U a pro libovolný skalár � platilo u+v 2 U a �u 2 U .Z posledního pøedpokladu toti¾ plyne 0u 2 U i (�1)u 2 U , tak¾e podle (10.1) a(10.3) také nulový prvek o = 0u i opaèný prvek �u = (�1)u patøí do U , pøièem¾je zøejmé, ¾e ostatní axiomy vektorového prostoru jsou splnìny.
☞

Pøíklad 10.6. Ne
h» p je pevnì zvolená pøímka v prostoru pro
házejí
í zvolenýmpoèátkem souøadni
. Pak mno¾ina v¹e
h polohový
h vektorù bodù na pøím
e p tvoøípodprostor vektorového prostoru v¹e
h vázaný
h vektorù v prostoru.
☞

Pøíklad 10.7. Pro dané k � 1 je mno¾ina Pk v¹e
h mnohoèlenù stupnì nejvý¹e kpodprostorem vektorového prostoruF z pøíkladu 10.3. Mnohoèleny zde pova¾ujemeza reálné funk
e de�nované na 
elé reálné ose.
☞

Pøíklad 10.8. Ne
h» V je libovolný prostor. Pak O = fog je podprostorem V ;nebo» o + o = o a podle (10.2) platí pro libovolný skalár �, ¾e �o = o. Vektorovýprostor O je nejmen¹í podprostor daného vektorového prostoru a nazývá se nulovýmpodprostorem.
☞

Pøíklad 10.9. Ne
h» S = fv1; : : : ;vkg je koneèná mno¾ina vektorù vektorovéhoprostoru V . Není tì¾ké ovìøit, ¾e mno¾ina v¹e
h vektorù, které lze zapsat ve tvaruu = �1v1 + : : :+ �kvk; (10.4)je podprostorem vektorového prostoru V ; který nazýváme lineární obal mno¾iny S .Lineární obal dané mno¾iny vektorù S znaèíme hS i.
☞

Pøíklad 10.10. Jestli¾e p1(x) = 1 a p2(x) = x jsou dva mnohoèleny, které pova-¾ujeme za prvky vektorového prostoru P v¹e
h reálný
h mnohoèlenù, pak P2 == hp1; p2i je podprostorP tvoøený v¹emi lineárními mnohoèleny. Jestli¾e p3 = p1++ p2, pak zøejmì hp1; p2i = hp1; p2; p3i.



80 Vektorové prostory10.4. Souèet a prùnik podprostorùPro libovolné dva podprostory U ;V daného vektorového prostoru W mù¾eme vy-tvoøit prùnik podprostorù U \ V a souèet podprostorùU + V = fu + v : u 2 U ;v 2 V g:Prùnik podprostorù není nikdy prázdný, nebo» do nìho v¾dy patøí nulový prvek.Vìta 10.11. Ne
h» U ;V jsou podprostory vektorového prostoru W . Pak U \V iU + V jsou podprostory W .Dùkaz. Ne
h» u;v 2 U \ V ; tedy u 2 U , u 2 V ; v 2 U a v 2 V : Jeliko¾ U a Vjsou podprostory tého¾ prostoru, platí u+v 2 U a u+v 2 V ; tedy u+v 2 U \V ;a pro libovolný skalár � platí také �u 2 U i �u 2 V ; tak¾e �u 2 U \V : Dùkaz, ¾eU + V je podprostorem W je obdobný.Jestli¾e prùnik podprostorù U ;V daného vektorového prostoru W je nulovýpodprostor O, pak se souèet U + V nazývá direktní (pøímý) souèet podprostorù aznaèí se U � V : Direktní souèet je tedy de�nován jen pro nìkteré podprostory W .Dùle¾itou vlastností direktního souètu podprostorù je to, ¾e ka¾dý prvekw 2 U �Vlze vyjádøit jednoznaènì ve tvaru w = u + v s u 2 U a v 2 V . Skuteènì, ne
h»platí w = u1 + v1 = u2 + v2:Potom o = w�w = (u1+v1)�(u2+v2); tedy u1�u2 = v2�v1. To v¹ak znamená,¾e vektory u1� u2 i v1� v2 patøí do U \ V , tak¾e podle de�ni
e direktního souètujsou oba vektory nulové a platí u1 = u2;v1 = v2:10.5. Vektory v matemati
e a ve fyzi
eV této kapitole jsme si zavedli nový pojem vektoru, který je zobe
nìním pojmuvektor, tak jak se pou¾ívá napøíklad ve fyzi
e. To, ¾e pou¾íváme stejný název, tedyvektor, nás nesmí vést k domnìn
e, ¾e se jedná v podstatì o jedno a toté¾. Na¹eabstraktní vektory rozhodnì nejsou velièiny, které mají velikost a smìr. Co je velikostfunk
e, která je prvkem prostoru F ?Ani velièina, která má velikost a smìr, nemusí být vektorem v takovém smyslu.Pøedstavme si køi¾ovatku, z ní¾ lze vyjet ètyømi smìry. Známe-li prùmìrný poèetaut, která projedou køi¾ovatkou v ka¾dém smìru v nìjakém pevném èasovém ob-dobí, mù¾eme de�novat v ka¾dém smìru velièiny, které budou mít smìr pøíslu¹néhovýjezdu z køi¾ovatky a jeji
h¾ velikost bude rovna prùmìrmému poètu aut, kterév tomto smìru ve sledovaném období vyjely. Pro tyto velièiny, které mají velikost



10.5 Vektory v matemati
e a ve fyzi
e 81i smìr, lze tì¾ko smysluplnì de�novat skládání vektorù, které by splòovalo axiomyvektorového prostoru.Ve zvlá¹tní
h pøípade
h v¹ak lze dát na¹im novým pojmùm stejný smysl, jakomají ve fyzi
e nebo v geometrii. Øe¹ení úloh, ve který
h se vyskytují abstraktnívektory, napøíklad funk
e, si tak nìkdy mù¾eme usnadnit tím, ¾e si pøedstavímeøe¹ení obdobného problému se ¹ipkami.Pojmy k zapamatování X| vektorový prostor a podprostor,| prùnik a souèet podprostorù,| lineární obal.Pøíklady k pro
vièení !1. Doka¾te, ¾e lineární obal hS i mno¾iny S = fv1; : : : ;vkg vektorù vektorového prostoruV z pøíkladu 10.9 tvoøí vektorový prostor.2. Ne
h» F0 je mno¾ina v¹e
h reálný
h funk
í f , které splòují f(0) = 0: Doka¾te, ¾e F0je podprostorem vektorového prostoru F z pøíkladu 10.3.
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Kapitola 11Lineární nezávislost a báze
Prùvod
e studiemSJ VZ Pro vektory, které jsme zavedli v kapitole 10, zavedeme obdobu nìkterý
h pojmù zná-mý
h z analyti
ké geometrie, jako jsou kolineárnost (rovnobì¾nost) dvou vektorù nebokomplanárnost (mo¾nost umístìní ve stejné rovinì) tøí vektorù. Vystaèíme pøitom pouzes vlastnostmi vektorového prostoru, zejména se obejdeme bez úhlù. Nakone
 si zavedemepojem báze, který má pro vektorový prostor obdobný význam jako soustava souøadni
v geometrii.
Cíle

➳ V této kapitole se nauèíte øe¹it tyto úlohy:� dokázat, jsou{li dané vektory lineárnì závislé nebo nezávislé,� vyjádøit daný vektor jako lineární kombina
i jiný
h vektorù.
11.1. Závislé a nezávislé vektoryPrvní nový pojem, který si zde zavedeme, je obdobou vlastnosti, kterou mají dvavolné vektory, lze-li je umístit na jednu pøímku, nebo tøi volné vektory, lze-li jeumístit do spoleèné roviny.



11.1 Závislé a nezávislé vektory 83De�ni
e 11.1. Neprázdná koneèná mno¾ina vektorù S = fv1; : : : ;vkg vektoro-vého prostoru V je lineárnì nezávislá, jestli¾e rovni
e�1v1 + : : :+ �kvk = o (11.1)má jediné øe¹ení �1 = : : : = �k = 0:Jestli¾e S = fv1; : : : ;vkg je nezávislá, øíkáme také, ¾e vektory v1; : : : ;vk jsounezávislé. Má-li rovni
e (11.1) i jiné øe¹ení, pak øíkáme, ¾e S je lineárnì závislá avektory v1; : : : ;vk jsou závislé.Geometri
ký význam lineární závislosti pro dvourozmìrné vázané vektory je naobrázku 11.1.

☞

Pøíklad 11.2. Libovolná mno¾ina vektorù fv1; : : : ;vkg, která obsahuje nulový vek-tor, je v¾dy lineárnì závislá. Je{li napøíklad vi = o (1 � i � k), staèí vzít �i = 1 av¹e
hny ostatní skaláry v rovni
i (11.1) polo¾it rovny 0.

☞

Pøíklad 11.3. Jestli¾e v1 = [2;�1; 0℄;v2 = [1; 2; 5℄ a v3 = [7;�1; 5℄, pak mno¾inavektorù S = fv1;v2;v3g je lineárnì závislá, nebo» 3v1 + v2 � v3 = o.Sestavíme-li toti¾ rovni
i (11.1) pro zadané vektory v1, v2 a v3, obdr¾íme podosazení rovni
i �1 [2;�1; 0℄ + �2 [1; 2; 5℄ + �3 [7;�1; 5℄ = [0; 0; 0℄ ;která je vlastnì soustavou lineární
h rovni
:2�1 + �2 + 7�3 = 0��1 + 2�2 � �3 = 05�2 + 5�3 = 0:Soustava má nekoneènì mnoho øe¹ení tvaru �1 = 3r, �2 = r, �3 = �r, kde r 2 R jeparametr.Polo¾íme-li r = �1, dostaneme uvedené øe¹ení 3v1 + v2 � v3 = o .
☞

Pøíklad 11.4. Mnohoèleny p1(x) = 1�x; p2(x) = 5+3x�2x2 a p3(x) = 1+3x�x2tvoøí lineárnì závislou mno¾inu v P2, nebo» pro ka¾dé x 2 R platí 3p1(x)� p2(x)++ 2p3(x) = o(x), tj. 3p1 � p2 + 2p3 = 0.K tomuto øe¹ení dospìjeme øe¹ením rovni
e �1p1 (x)+�2p2 (x)+�3p3 (x) = o(x).Této rovni
i odpovídá po dosazení opìt soustava lineární
h rovni
, kterou dostanemeporovnáním koe�
ientù u mo
nin promìnné x:x0 : �1 + 5�2 + �3 = 0x1 : ��1 + 3�2 + 3�3 = 0x2 : �2�2 � �3 = 0 :Soustava má nekoneènì mnoho øe¹ení. Platí �1 = 32r, �2 = �12r, �3 = r, kdeparametr r je libovolné reálné èíslo. Staèí zvolit r = 2 a vyjde 3p1 � p2 + 2p3 = 0.
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o u

v

w

α3 w = -w

α1u

α2v

o

α1u = u

α2v = -u

v

α1u + α2v  + α3 w = o α1u + α2v = oObr. 11.1: Lineárnì závislé vektory v R2

☞

Pøíklad 11.5. Vektory e1 = [1; 0; 0℄; e2 = [0; 1; 0℄ a e3 = [0; 0; 1℄ tvoøí lineárnìnezávislou mno¾inu reálný
h tøírozmìrný
h aritmeti
ký
h vektorù, nebo» z �1e1 ++ �2e2 + �3e3 = o plyne �1 = 0; �2 = 0; �3 = 0:Poznámka 11.6. Závislost èi nezávislost mno¾iny vektorù závisí na mno¾inì ska-lárù. Napøíklad pova¾ujeme-li V = C za reálný vektorový prostor, pak jsou kom-plexní jednotka i a 1 nezávislé, nebo» pro libovolná reálná èísla �1; �2 plyne z�1i+ �21 = 0;¾e �1 = �2 = 0. Pokud v¹ak tuté¾ mno¾inu, tedy V = C , pova¾ujme za komplexnívektorový prostor, plyne z (�1)i + i1 = 0;¾e i a 1 jsou závislé!11.2. Lineární kombina
e a závislostNa obrázku 11.1 vlevo vidíme troji
i závislý
h vektorù u;v;w. Souèasnì je nazna-èeno, ¾e vektor w lze vyjádøit jako souèet násobkù vektorù u a v. Souèet násobkùvektorù se bude v dal¹ím výkladu vyskytovat tak èasto, ¾e si pro nìj zavedemesamostatný název. Vektor v z vektorového prostoru V budeme nazývat lineárníkombina
í vektorù v1; : : : ;vk 2 V , jestli¾e existují skaláry �1; : : : ; �k tak, ¾ev = �1v1 + : : :+ �kvk:



11.3 Postaèují
í podmínky pro nezávislost funk
í 85Napøíklad mnohoèlen p1 z vektorového prostoru P1 v¹e
h lineární
h reálný
hmnohoèlenù, který je de�nován pøedpisem p1(x) = x, je lineární kombina
í mnoho-èlenù p2(x) = x+ 1 a p3(x) = x + 2, nebo» pro libovolné reálné x platíp1(x) = x = 2(x+ 1)� (x+ 2) = 2p2(x)� p3(x);tak¾e p1 = 2p2 � p3.Vìta 11.7. Koneèná mno¾ina nenulový
h vektorù S = fv1; : : : ;vmg je lineárnìzávislá, právì kdy¾ existuje k � 2 tak, ¾e vektor vk je lineární kombina
í vektorùv1; : : : ;vk�1.Dùkaz. Ne
h» S je mno¾ina nenulový
h lineárnì závislý
h vektorù. Uva¾ujme mno-¾iny S1 = fv1g, S2 = fv1;v2g; : : :, Sm = fv1; : : : ;vmg a ne
h» Sk je nejmen¹ímno¾ina vektorù, které jsou lineárnì závislé, tak¾e platí�1v1 + : : :+ �kvk = o (11.2)a nìkterý z koe�
ientù �1; : : : ; �k je nenulový. Pak k � 2, nebo» S1 je zøejmìnezávislá mno¾ina vektorù, a �k 6= 0, nebo» jinak by Sk�1 byla lineárnì závislá.rovni
i (11.2) mù¾eme tedy upravit pomo
í axiomù vektorového prostoru na tvarvk = ���1�k �v1 + : : :+ ���k�1�k �vk�1:Obrá
enì, jestli¾e pro 2 � k � m platívk = �1v1 + : : :+ �k�1vk�1;pak �(�1v1)� : : :� (�k�1vk�1) + 1vk + 0vk+1 + : : :+ 0vm = o;tak¾e Sm je lineárnì závislá, nebo» koe�
ient 1 u vk je nenulový.Dùsledek 11.8. Dva nenulové vektory u1;u2 jsou lineárnì závislé právì tehdy,kdy¾ jeden z ni
h je skalárním násobkem druhého, napøíklad u2 = ku1.Pro zájem
e:11.3. Postaèují
í podmínky pro nezávislost funk
íNe
h» S = ff1; : : : ; fkg je koneèná mno¾ina reálný
h funk
í vektorového prostoru Fz pøíkladu 10.3. Podle de�ni
e je S nezávislá právì tehdy, kdy¾ pro libovolné koe�
ienty�1; : : : ; �k plyne z �1f1(x) + : : :+ �kfk(x) = 0 (11.3)



86 Lineární nezávislost a bázepro v¹e
hna x 2 R, ¾e �1 = : : : = �k = 0. Ovìøení podmínky (11.3) pro v¹e
hna x 2 R v¹akvy¾aduje dosazení nekoneènì mnoha èísel do levé strany rovnosti, 
o¾ mù¾e být v obe
némpøípadì neproveditelné. Pøesto lze s tro
hou ¹tìstí nezávislost mno¾iny S poznat.První postup vy
hází z pozorování, ¾e dosadíme-li v (11.3) za x postupnì rùzná èíslax1; : : : ; xk, dostaneme soustavu k lineární
h rovni
 o k neznámý
h �1; : : : ; �k ve tvaru:�1f1(x1) + : : : + �kfk(x1) = 0... : : : ... ...�1f1(xk) + : : : + �kfk(xk) = 0 (11.4)Pokud má tato soustava regulární mati
i, plyne odsud, ¾e �1 = : : : = �k = 0 a S jenezávislá mno¾ina.Druhý postup vy
hází z pozorování, ¾e pokud platí pro nìjaké x 2 R rovnost (11.3),zùstane tato rovnost v platnosti i po derivování. Pro pevnì zvolené èíslo x tak dostanemepro �1; : : : ; �k soustavu�1f (0)1 (x) + : : : + �kf (0)k (x) = 0... : : : ... ...�1f (k�1)1 (x) + : : : + �kf (k�1)k (x) = 0 (11.5)Pokud má tato soustava regulární mati
i, plyne odsud, ¾e �1 = : : : = �k = 0 a Sje nezávislá mno¾ina. Mati
e této soustavy se vyskytuje ve ví
e aplika
í
h a nazývá seWronského mati
e.

☞

Pøíklad 11.9. Rozhodnìte, zda jsou mo
niny x; x2 a x3 lineárnì nezávislé.Øe¹ení 1: Zvolíme si body x1 = 1; x2 = 2 a x3 = 3, které postupnì dosadíme do funk
íf1(x) = x; f2(x) = x2; f3(x) = x3, a vytvoøíme soustavu (11.3). Dostaneme:�1 + �2 + �3 = 02�1 + 4�2 + 8�3 = 03�1 + 9�2 + 27�3 = 0 (11.6)Mati
i této soustavy pøevedeme na s
hodový tvar. Dostaneme241 1 12 4 83 9 2735 r2 � 2r1r3 � 3r1 7! 241 1 10 2 60 6 2435 r3 � 3r2 7! 241 1 10 2 60 0 635 :Mati
e soustavy je regulární, tak¾e soustava (11.6) má jen nulové øe¹ení �1 = �2 = �3 = 0.Funk
e x; x2 a x3 jsou tedy lineárnì nezávislé.Øe¹ení 2: Vypoèteme první a druhou deriva
i funk
í f1(x) = x; f2(x) = x2; f3(x) = x3v bodì 1 a vytvoøíme Wronského mati
i, kterou pøevedeme na s
hodový tvar. Dostaneme241 1 11 2 30 2 635 r2 � r1 7! 241 1 10 1 20 2 635 r3 � 2r2 7! 241 1 10 1 20 0 235 :Mati
e je tedy regulární, z èeho¾ opìt vyplývá, ¾e funk
e x; x2 a x3 jsou lineárnì nezávislé.



11.4 Báze vektorového prostoru 87Poznámka 11.10. Pokud by nám vy¹lo, ¾e výsledná mati
e není regulární, nemohliby
hom uèinit ¾ádný závìr. K tomu, aby
hom mohli prohlásit, ¾e uva¾ované funk
e jsouzávislé, by
hom museli vyzkou¹et v prvním pøípadì v¹e
hny troji
e reálný
h èísel x1; x2; x3,ve druhém pøípadì v¹e
hna x 2 R. Singulární mati
i by
hom dostali napøíklad pøi volbìx1 = 0 nebo x = 0.11.4. Báze vektorového prostoruPojem báze, který si zavedeme v tomto oddílu, nám umo¾ní popsat vektory pomo
ískalárù. Ve svý
h dùsled
í
h to vede k reduk
i úloh, v ni
h¾ se mohou vyskytovatlibovolné vektory, na úlohy, v ni
h¾ se objevují pouze vektory báze a èísla.De�ni
e 11.11. Koneèná mno¾ina E vektorù vektorového prostoru V je bázevektorového prostoru V ; jestli¾ei) E je nezávislá.ii) Ka¾dý vektor v 2 V lze vyjádøit jako lineární kombina
i vektorù E .

☞

Pøíklad 11.12. Vektory e1 = [1; 0; 0℄; e2 = [0; 1; 0℄; e3 = [0; 0; 1℄ tvoøí bázi V = R3:Jakýkoli vektor v = [v1; v2; v3℄ tohoto prostoru lze vyjádøit ve tvaru v = v1e1 ++v2e2+v3e3. Báze E = (e1; e2; e3) je zvlá¹tním pøípadem standardní báze Rn, kteráje tvoøena øádky èi sloup
i jednotkové mati
e In.
☞

Pøíklad 11.13. Mnohoèleny p1(x) = 1 a p2(x) = x tvoøí bázi vektorového prostoruP1. Ka¾dý mnohoèlen p(x) = a0 + a1x lze zapsat ve tvaru p = a0p1 + a1p2. Ne
h»a0p1+a1p2 = 0, tj. a0+a1x = 0 pro v¹e
hna x. Pro x = 0 dostáváme a0+a1 � 0 = 0,odkud a0 = 0, a pro x = 1 pak z a1 � 1 = 0 dostaneme a1 = 0, tak¾e p1 a p2 jsounezávislé.
☞

Pøíklad 11.14. Ne
h» L4 je mno¾ina v¹e
h spojitý
h funk
í l na intervalu [0; 1℄,které splòují l(0) = 0 a které jsou lineární na intervale
h [0; 14 ℄; [14 ; 12 ℄; [12 ; 34 ℄; [34 ; 1℄.Potom funk
e '1; '2; '3; '4 z obrázku 11.2 tvoøí bázi L4.Poznámka 11.15. Ne ka¾dý vektorový prostor má bázi ve smyslu na¹í de�ni
e. Na-pøíklad neexistuje ¾ádná koneèná mno¾ina reálný
h funk
í, jeji
h¾ lineární kombina
íby bylo mo¾no vyjádøit libovolnou reálnou funk
i.Pojmy k zapamatování X| vektory lineárnì nezávislé a závislé,| lineární kombina
e vektorù,| báze vektorového prostoru,| standardní báze prostoru Rn .
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Kapitola 12Souøadni
ePrùvod
e studiem SJ VZV kapitole 11 jsme si zavedli pojem báze, který nyní vyu¾ijeme k de�nování souøadni
.Pak si uká¾eme, jak lze pomo
í souøadni
 pøevést úlohy s abstraktními vektory na úlohys aritmeti
kými vektory, s nimi¾ umíme èíselnì poèítat.Cíle

➳Po prostudování této kapitoly budete umìt:� najít souøadni
e daného vektoru vzhledem k dané uspoøádané bázi,� pøevést nìkteré úlohy s abstraktními vektory na úlohy s aritmeti
kýmivektory.12.1. Souøadni
e vektoruDe�ni
e 12.1. Ne
h» E = (e1; : : : ; en) je uspoøádaná báze vektorù vektorovéhoprostoru V : Ne
h» v 2 V : Potom èísla v1; : : : ; vn, pro která platív = v1e1 + : : :+ vnen;nazýváme souøadni
e vektoru v v bázi E .Napøíklad libovolný aritmeti
ký vektor v = [v1; v2; v3℄ má ve standardní báziE = (e1; e2; e3) z pøíkladu 11.12 souøadni
e v1; v2; v3, nebo»[v1; v2; v3℄ = v1[1; 0; 0℄ + v2[0; 1; 0℄ + v3[0; 0; 1℄:Mnohoèlen p(x) = x+ 2 má v báziP = (p1; p2) z pøíkladu 11.13, kde p1(x) = 1a p2(x) = x; souøadni
e 2; 1, nebo»p(x) = x+ 2 = 2p1(x) + 1p2(x):



90 Souøadni
eSouøadni
e závisí nejen na zvolené bázi, ale i na oèíslování vektorù báze. Napøí-klad v = [1; 2℄ má v bázi E = (e1; e2), kde e1 = [1; 0℄ a e2 = [0; 1℄, první souøadni
i1, av¹ak pokud e1 = [0; 1℄ a e2 = [1; 0℄, potom má tentý¾ vektor první souøadni
i 2.Následují
í vìta øíká, ¾e souøadni
e daného vektoru jsou urèeny jednoznaènì.Vìta 12.2. Ne
h» E = (e1; : : : ; en) je uspoøádaná báze vektorového prostoru Va ne
h» x1; : : : ; xn a y1; : : : ; yn jsou souøadni
e vektoru v 2 V v bázi E : Pakx1 = y1; : : : ; xn = yn.Dùkaz. Ne
h» E = (e1; : : : ; en) je báze av = x1e1 + : : :+ xnen = y1e1 + : : :+ ynen:Pak o = v+ (�1)v = x1e1 + : : :+ xnen + (�1)(y1e1 + : : :+ ynen) == (x1 � y1)e1 + : : :+ (xn � yn)en: (12.1)Jeliko¾ vektory báze jsou nezávislé, plyne odtud x1 = y1; : : : ; xn = yn.Souøadni
e ka¾dého vektoru v 2 V jsou v dané bázi E urèeny jednoznaènì. Bu-deme je zapisovat také ve tvaru sloup
ového vektoru, který se nazývá souøadni
ovývektor a znaèí se [v℄E .

☞

Pøíklad 12.3. Libovolný aritmeti
ký vektor v = [v1; v2; v3℄ má v bázi E = (e1; e2; e3)z pøíkladu 11.12 souøadni
ový vektor[v℄E = 24 v1v2v3 35 = [v1; v2; v3℄>:

☞

Pøíklad 12.4. Mnohoèlen p(x) = x + 2 má v bázi P = (p1; p2) z pøíkladu 11.13souøadni
ový vektor [p℄P = [2; 1℄>.

☞

Pøíklad 12.5. Libovolná po èáste
h lineární funk
e l vektorového prostoruL4 z pøí-kladu 11.14 má v bázi E = ('1; '2; '3; '4) souøadni
ový vektor[l℄E = �l(14); l(12); l(34); l(1)�> :12.2. Pou¾ití souøadni
Pomo
í souøadni
 mù¾eme pøevést úlohy s vektory, které lze popsat pomo
í lineár-ní
h kombina
í bázový
h vektorù daného vektorového prostoru, na úlohy s aritme-ti
kými vektory. Pou¾ijeme toho, ¾e zobrazení, které ka¾dému vektoru pøiøazuje jeho



12.2 Pou¾ití souøadni
 91souøadni
ový vektor v dané bázi E , pøevádí souèet vektorù na souèet souøadni
ový
hvektorù, tedy [u+ v℄E = [u℄E + [v℄E ; (12.2)a násobení vektoru skalárem � na násobení pøíslu¹ného souøadni
ového vektoru,tedy [�u℄E = � [u℄E : (12.3)Obì rovnosti lze ovìøit pøímo z de�ni
e souøadni
. Napøíklad jsou-li u1; : : : ; un sou-øadni
e vektoru u v bázi E = (e1; : : : ; en), tedyu = u1e1 + : : :+ unen;pak �u = �u1e1 + : : :+ �unen;odkud [�u℄E = � [u℄E :Pøi øe¹ení úloh s lineárními kombina
emi vektorù, napøíklad máme-li vyjádøitnìjaký vektor jako lineární kombina
i jiný
h vektorù nebo máme-li rozhodnout, zdaje nìjaká mno¾ina vektorù nezávislá, postupujeme následovnì:� Zvolíme si takovou bázi E daného vektorového prostoru, ve které lze v¹e
hnyvektory snadno vyjádøit.� Najdeme souøadni
ové vektory v¹e
h vektorù, které se vyskytují v popisu pro-blému.� Øe¹íme úlohu, kterou dostaneme z pùvodní úlohy zámìnou v¹e
h vektorù zasouøadni
ové vektory.Postup ov¹em pøedpokládá, ¾e máme k dispozi
i vhodnou bázi, 
o¾ nemusí býtv¾dy
ky splnìno.
☞

Pøíklad 12.6. Najdìte souøadni
e mnohoèlenu p(x) = x2�1 v báziP = (p1; p2; p3),kde p1(x) = 1; p2(x) = x+ 1; p3(x) = x2 + x+ 1:Øe¹ení. � Zvolíme si bázi E = (e1; e2; e3), kde e1(x) = 1; e2(x) = x; e3(x) = x2.� Najdeme souøadni
e vektorù p; p1; p2; p3 v bázi E . Dostaneme[p℄E = 24 �101 35 ; [p1℄E = 24 100 35 ; [p2℄E = 24 110 35 ; [p3℄E = 24 111 35 :
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e� Øe¹íme soustavu [p℄E = x1 [p1℄E + x2 [p2℄E + x3 [p3℄E :Rozepsáním této rovni
e po slo¾ká
h dostaneme soustavu�1 = x1 + x2 + x30 = x2 + x31 = x3; (12.4)která má øe¹ení x1 = �1; x2 = �1; x3 = 1.Snadno ovìøíme, ¾e opravdu platí p = �p1 � p2 + p3. N

☞

Pøíklad 12.7. Rozhodnìte, zda jsou mnohoèlenyp1(x) = x2 + x+ 1; p2(x) = x2 + 2x+ 1; p3(x) = x2 + x+ 2závislé nebo nezávislé.Øe¹ení.� Zvolíme si stejnou bázi E = (e1; e2; e3) jako v pøíkladu 12.6, tj.e1(x) = 1; e2(x) = x; e3(x) = x2.� Najdeme souøadni
e vektorù p1; p2; p3 v bázi E . Dostaneme[p1℄E = 24 111 35 ; [p2℄E = 24 121 35 ; [p3℄E = 24 211 35 :� Øe¹íme soustavu x1 [p1℄E + x2 [p2℄E + x3 [p3℄E = [o(x)℄E :Rozepsáním po slo¾ká
h dostaneme soustavu:x1 + x2 + 2x3 = 0x1 + 2x2 + x3 = 0x1 + x2 + x3 = 0 (12.5)Úpravou roz¹íøené mati
e soustavy dostaneme24 1 1 2 01 2 1 01 1 1 0 35 r2 � r1r3 � r1 7! 24 1 1 1 00 1 �1 00 0 �1 0 35 :Odtud vidíme, ¾e soustava (12.5) má jediné øe¹ení x1 = 0; x2 = 0; x3 = 0.Mnohoèleny p1; p2; p3 jsou tedy lineárnì nezávislé. NPoznámka 12.8. Pov¹imnìme si, ¾e øe¹ení úlohy na lineární kombina
i, nebo ne-závislost vektorù vede k soustavì rovni
, její¾ mati
e má jako sloup
e souøadni
ovévektory zadaný
h vektorù.



12.2 Pou¾ití souøadni
 93Pojmy k zapamatováníX | uspoøádaná báze vektorového prostoru,| souøadni
ový vektor.
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Kapitola 13Dimenze a øe¹ení soustavPrùvod
e studiemSJ VZ Vektory v rovinì (prostoru) pova¾ujeme za dvourozmìrné (tøírozmìrné), nebo» k urèeníka¾dého vektoru je tøeba dvou (tøí) souøadni
. Jeliko¾ poèet souøadni
 je stejný jako poèetvektorù pøíslu¹né báze, nabízí se okam¾ité zobe
nìní rozmìru (dimenze) na vektorovéprostory. Ne¾ tak uèiníme, uká¾eme si, ¾e v¹e
hny báze jednoho vektorového prostorumají stejný poèet vektorù. Potom si uká¾eme souvislost mezi novým pojmem dimenze aøe¹itelností obe
ný
h lineární
h soustav.Cíle

➳ Po prostudování této kapitoly budete s
hopni:� stanovit dimenzi daného vektorového prostoru,� vypoèítat øádkovou, èi sloup
ovou hodnost mati
e.13.1. Dimenze vektorového prostoruVìta 13.1. Ne
h» V = he1; : : : ; eni je vektorový prostor z pøíkladu 10.9 a ne
h»f1; : : : ; fm jsou nezávislé vektory prostoru V . Pak m � n.Dùkaz. Ne
h» platí pøedpoklady vìty a m > n. Jeliko¾ V = he1; : : : ; eni a f1 2 V ,lze f1 vyjádøit jako lineární kombina
i vektorù báze, tak¾e vektory f1; e1; : : : ; enjsou závislé podle vìty 11.7. Podle té¾e vìty v¹ak existuje k tak, ¾e ek je lineárníkombina
í vektorù f1; e1; : : : ; ek�1. Odtud snadno plyne, ¾e ka¾dý vektor prostoru Vlze vyjádøit jako lineární kombina
i vektorù f1; e1; : : : ; ek�1; ek+1; : : : ; en. Skuteènì,je{li toti¾ ek = �0f1 + �1e1 + � � �+ �k�1ek�1



13.1 Dimenze vektorového prostoru 95a V 3 x = �0f1 + �1e1 + � � �+ �k�1ek�1 + �kek + �k+1ek+1 + � � �+ �nen ;po dosazení za ek a úpravì obdr¾ímex = �0f1 + �1e1 + � � �+ �k�1ek�1 + �k(�0f1 + �1e1 + � � �+ �k�1ek�1)+�k+1ek+1 + � � �+ �nen == (�0 + �k�0)f1 + (�1 + �k�1)e1 + � � �+ (�k�1 + �k�k�1)ek�1+�k+1ek+1 + � � �+ �nen ;tak¾e vektor ek mù¾eme z mno¾iny fe1; : : : ; eng vylouèit a nahradit vektorem f1.Jestli¾e tento postup zopakujeme s tím, ¾e vezmeme v úvahu nezávislost vektorùf1 a f2, uká¾e se, ¾e ka¾dý vektor prostoru V lze vyjádøit jako kombina
i f1; f2 anìkterý
h n � 2 vektorù, které zbývají z pùvodní mno¾iny fe1; : : : ; eng po zámìnìdal¹ího vektoru za f2.Kdyby m > n, dostali by
hom vý¹e uvedeným postupem po vy¹krtání v¹e
h nvektorù mno¾iny fe1; : : : ; eng a jeji
h náhradì vektory f1; : : : ; fn, ¾e ka¾dý vektorprostoru V lze vyjádøit pomo
í vektorù f1; : : : ; fn. Tak by
hom v¹ak mohli vyjádøitfn+1 jako kombina
i f1; : : : ; fn, 
o¾ je ve sporu s pøedpokladem, ¾e f1; : : : ; fm jsounezávislé. Platí tedy m � n.Z právì dokázané vìty ihned plyne, ¾e je-li (e1; : : : ; en) báze prostoru V a jsou-lif1; : : : ; fm nezávislé, pak m � n. Má-li tedy nìjaký vektorový prostor V bázi, pakpoèet vektorù této báze je maximálním poètem nezávislý
h vektorù prostoru V apoèet vektorù v rùzný
h bází
h tého¾ vektorového prostoru je stejný .De�ni
e 13.2. Maximální poèet nezávislý
h vektorù vektorového prostoru V na-zýváme dimenzí prostoru V a znaèíme ji dimV . Má-li vektorový prostor bázi, jejeho dimenze rovna poètu vektorù báze a mluvíme o koneènìrozmìrném prostoru.Podle na¹í de�ni
e platí dimfog = 0. Nemá-li nenulový vektorový prostor bázi,mluvíme o nekoneènìrozmìrném prostoru.Nový pojem dimenze je v souladu s pojmem dimenze, který jsme si zavedli proaritmeti
ké vektory, nebo» vektory e1 = [1; 0; : : : ; 0℄; : : : ; en = [0; : : : ; 0; 1℄ tvoøí báziprostoru n-rozmìrný
h aritmeti
ký
h vektorù. Pojem dimenze nemusí v¹ak být plnìv souladu s na¹í intui
í. Napøíklad komplexní prostor V = C je jednorozmìrný,nebo» jeho bázi tvoøí jakékoliv nenulové èíslo.
☞

Pøíklad 13.3. Postupným vy¹krtáním vektorù, které spolu s pøed
házejí
ími tvoøílineárnì závislou mno¾inu, urèete bázi a dimenzi vektorového prostoruU = 
u1 = [�2; 3; 1℄;u2 = [3;�1; 2℄;u3 = [1; 2; 3℄;u4 = [�1; 5; 4℄�:.



96 Dimenze a øe¹ení soustavØe¹ení. Vektorový prostorU je vlastnì lineární obal mno¾inyS = fu1;u2;u3;u4; g.Mno¾iny vektorù S1 = fu1g a S2 = fu1;u2g jsou lineárnì nezávislé, nebo» vektoru1 je nenulový a rovni
e k1u1 + k2u2 = o má pouze triviální øe¹ení k1 = k2 = 0.Naproti tomu vektor u3 = u1 + u2, tak¾e mno¾ina S3 = fu1;u2;u3g je lineárnìzávislá, a tudí¾ u3 mù¾eme vy¹krtnout. Podobnì mù¾eme vy¹krtnout i vektor u4,proto¾e u4 = 2u1 + u2, a tudí¾ S4 = fu1;u2;u4g je opìt lineárnì závislá.Bázi prostoru U tvoøí vektory u1;u2. Platí U = 
u1;u2�, dim(U ) = 2. N13.2. Dimenze a vyjádøení vektoru jako lineárníkombina
eS pomo
í pojmu dimenze lze popsat øe¹itelnost úlohy nalézt vyjádøení vektoru jakolineární kombina
e jiný
h vektorù.Vìta 13.4. Ne
h» b; a1; : : : ; ak jsou vektory vektorového prostoru V : Oznaème siA = fa1; : : : ; akg. Pak platí následují
í tvrzení:i) Vektor b lze vyjádøit jako lineární kombina
i vektorù a1; : : : ; ak, právì kdy¾dim hb; a1; : : : ; aki = dim hA i : (13.1)ii) Jestli¾e platí (13.1) a A je nezávislá mno¾ina vektorù, pak lze vektor b vyjádøitjediným zpùsobem jako lineární kombina
i vektorù a1; : : : ; ak.iii) Jestli¾e platí (13.1) a A je závislá mno¾ina vektorù, pak lze vektor b vyjádøitnekoneènì mnoha zpùsoby jako lineární kombina
i vektorù a1; : : : ; ak. V tétokombina
i lze zvolit nìkterý
h d = k � dim hA i koe�
ientù libovolnì.Dùkaz. i) Jestli¾e a1 = : : : = ak = o, je tvrzení triviální. Pøedpokládejme tedy,¾e nìkterý z vektorù a1; : : : ; ak je rùzný od nuly. Pak postupným vy¹krtávánímvektorù, které jsou kombina
í ostatní
h, vybereme z a1; : : : ; ak nìjakou bázi Eprostoru hA i. Bez újmy na obe
nosti mù¾eme pøedpokládat, ¾e E = (a1; : : : ; as).Jestli¾e b nelze vyjádøit jako kombina
i vektorù báze E , pak (b; a1; : : : ; as) tvoøíbázi hb; a1; : : : ; aki a platídim hb; a1; : : : ; aki = s+ 1 6= s = dim hA i :Naopak, jestli¾e b lze vyjádøit jako kombina
i a1; : : : ; as, pak E je báze hA i ihb; a1; : : : ; aki a platí dim hA i = s = dim hb; a1; : : : ; aki :ii) Jestli¾e platí (13.1) a A je nezávislá mno¾ina vektorù, pak (a1; : : : ; ak) tvoøí bázihA i a podle i) lze vektor b vyjádøit jako lineární kombina
i vektorù a1; : : : ; ak.Podle vìty z oddílu 12.2 jsou koe�
ienty lineární kombina
e urèeny jednoznaènì.



13.3 Øádkový prostor a øádková hodnost 97iii) Ne
h» platí (13.1). Pøedpokládejme opìt, ¾e E = (a1; : : : ; as) tvoøí bázi hA i as < k. Podle i) platí b 2 hA i, tak¾e pro libovolné �s+1; : : : ; �k platí takéb� �s+1as+1 � : : :� �kak 2 hA i :Existuje tedy �1; : : : ; �s tak, ¾eb� �s+1as+1 � : : :� �kak = �1a1 + : : :+ �sas:Vektor b lze tedy vyjádøit ve tvarub = �1a1 + : : :+ �kaks libovolnými �s+1; : : : ; �k. Poèet tì
hto koe�
ientù splòujed = k � s = k � dim hA i :Právì dokázaná vìta obsahuje odpovìï na otázku, kdy má soustava lineární
hrovni
 øe¹ení, kdy má jediné øe¹ení a kdy má nekoneènì mnoho øe¹ení, a to v ter-míne
h dimenze lineární
h obalù sloup
ù mati
e soustavy a pravé strany. Staèí siza vektory ai dosadit sloup
e sAi mati
e soustavy A a za b dosadit vektor pravéstrany. Vìta v¹ak nedává nijaký návod, jak dimenzi prostoru sloup
ù zjistit. To jepøedmìtem následují
í
h odstav
ù.13.3. Øádkový prostor a øádková hodnostDùle¾itým krokem k lep¹ímu po
hopení otázek øe¹itelnosti rovni
 je souèasné stu-dium obalù øádkù i sloup
ù mati
e soustavy. Tento postup nám umo¾ní zejménavyu¾ít známou te
hniku elementární
h øádkový
h opera
í.Zde se budeme zabývat lineárním obalem R(A) = 
rA1 ; : : : ; rAm� øádkù rAi danémati
e A typu (m;n), který nazýváme øádkovým prostorem mati
e A. Zejména siv¹imneme, ¾e R(A) se nemìní elementárními øádkovými opera
emi, a proto platínásledují
í vìta.Vìta 13.5. Ne
h» mati
e A a B jsou øádkovì ekvivalentní. PakR(A) = R(B): (13.2)Dimenze R(A) se nazývá té¾ øádková hodnost mati
e A, elementární øádkovéopera
e ji nemìní a snadno ji urèíme ze s
hodového tvaru mati
e A, nebo» poèetnenulový
h øádkù mati
e ve s
hodovém èi normovaném s
hodovém tvaru je zøejmìroven její øádkové hodnosti.
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☞

Pøíklad 13.6. Urèete øádkovou hodnost mati
eA = 241 �1 1 11 0 �1 10 1 �2 035 : (13.3)Øe¹ení. Elementárními øádkovými úpravani dostaneme postupnì241 �1 1 11 0 �1 10 1 �2 035 r2 � r1 7! 241 �1 1 10 1 �2 00 1 �2 0 35 r3 � r2 7!7! 241 �1 1 10 1 �2 00 0 0 0 35 r1 + r2 7! 241 0 �1 10 1 �2 00 0 0 035 (13.4)Øádková hodnost mati
e A je tedy rovna dvìma. NPoznámka 13.7. V pøíkladu jsme mati
i upravili a¾ na normovaný s
hodový tvar,aby bylo vidìt z
ela triviálnì, ¾e nenulové øádky jsou nezávislé. Je v¹ak zøejmé, ¾ejsme se mohli spokojit i se s
hodovým tvarem mati
e.13.4. Sloup
ová hodnost mati
eNyní se budeme zabývat lineárním obalem S (A) = 
sA1 ; : : : ; sAn � sloup
ù danémati
e A typu (m;n), který se také nazývá sloup
ový prostor mati
e A. DimenzeS (A) se nazývá sloup
ová hodnost mati
e A.Co se dá øí
t o sloup
ové hodnosti mati
e, která vznikla z dané mati
e pomo
íelementární
h øádkový
h úprav? Odpovìï je o nì
o komplikovanìj¹í ne¾ u øádkový
hprostorù. Porovnáme-li toti¾ napøíklad mati
iA = 241 �1 1 11 0 �1 10 1 �2 035 (13.5)z pøíkladu 13.6 s jejím normovaným s
hodovým tvaremB = 241 0 �1 10 1 �2 00 0 0 035 ; (13.6)zjistíme, ¾e sloup
ové prostory obou mati
 jsou rùzné, nebo» napøíklad sA2 62 S (B).Pøesto platí následují
í vìta.



13.5 Hodnost a øe¹itelnost soustav 99Vìta 13.8. Ne
h» mati
e A a B jsou øádkovì ekvivalentní. PakdimS (A) = dimS (B):Dùkaz. Jestli¾e mati
e A a B typu (m;n) jsou øádkovì ekvivalentní, pak jsou takéroz¹íøené mati
e � A o � a � B o � øádkovì ekvivalentní. Odtud podle vìty 4.2x1sA1 + : : :+ xnsAn = o;právì kdy¾ x1sB1 + : : :+ xnsBn = o:Zde vidíme, ¾e sloup
e sAi1 ; : : : ; sAik jsou nezávislé, právì kdy¾ sloup
e sBi1 ; : : : ; sBikjsou nezávislé.Dùkaz nám ukazuje, jak nalézt bázi sloup
ového prostoru dané mati
e A. Umati
e ve s
hodovém tvaru je báze zøejmì tvoøena sloup
i obsahují
ími vedou
íprvky øádkù a sloup
e mati
e A s tými¾ indexy tvoøí pak bázi S (A).

☞

Pøíklad 13.9. Báze sloup
ového prostoru mati
e B z (13.6) je tvoøena sloup
isB1 = 2410035 ; sB2 = 2401035 :První dva sloup
e sA1 = 2411035 ; sA2 = 24�101 35 ;mati
e A proto tvoøí bázi S (A), nebo» A a B jsou øádkovì ekvivalentní.13.5. Hodnost a øe¹itelnost soustavHlavním dùsledkem vìt 13.5 a 13.8 je to, ¾e øádková hodnost mati
e se rovná sloup-
ové hodnosti mati
e. Vìty toti¾ øíkají, ¾e elementární øádkové opera
e za
hovávajíobì hodnosti, a pro mati
e v normovaném s
hodovém tvaru je rovnost øádkové asloup
ové hodnosti mati
e zøejmá. Budeme proto mluvit struènì o hodnosti mati
e.Hodnost mati
e A budeme znaèit h(A).Nyní mù¾eme zformulovat hlavní výsledek o øe¹itelnosti lineární
h soustav, kterýse nazývá Frobeniova vìta.



100 Dimenze a øe¹ení soustavVìta 13.10. Ne
h» A je mati
e typu (m;n) a ne
h» b je m-rozmìrný sloup
ovývektor. Potom platí následují
í tvrzení:i) Soustava Ax = b (13.7)má øe¹ení, právì kdy¾ h(A) = h�� A b �� : (13.8)ii) Jestli¾e platí (13.8) a h(A) = n;potom má soustava (13.7) jediné øe¹ení.iii) Jestli¾e platí (13.8) a h(A) < n;potom má soustava (13.7) nekoneènì mnoho øe¹ení. V øe¹ení lze zvolit nìkte-rý
h d = n� h(A)slo¾ek libovolnì.Dùkaz. Vìta je spe
iálním pøípadem vìty 13.4 pro ai = sAi : Ukázali jsme také, ¾edimenze sloup
ový
h prostorù mù¾eme nahradit hodnostmi.13.6. Hodnost a regularitaPojem hodnosti nám umo¾òuje zformulovat novou 
harakteristiku regulární mati
e.Vìta 13.11. Ètver
ová mati
e A øádu n je regulární, právì kdy¾h(A) = n:Dùkaz. Ne
h» A je ètver
ová mati
e øádu n. Jestli¾e A má hodnost n, potom podlevìty 13.10 má ka¾dá soustava Ax = sIk jediné øe¹ení, tak¾e i soustava AX=I májediné øe¹ení. Podle vìty 8.3 je proto mati
e A regulární.Obrá
enì, jestli¾e A je regulární, potom pro livovolný sloup
ový vektor y a x == A�1y platí y = AA�1y = A(A�1y) = Ax = x1sA1 + : : :+ xnsAn;tak¾e A má sloup
ovou hodnost n.



13.7 Hodnost mati
e a poèítaèová aritmetika 10113.7. Hodnost mati
e a poèítaèová aritmetikaPojem hodnosti pøedpokládá pøesnou aritmetiku, nebo» nepatrná zmìna mati
emù¾e zpùsobit zmìnu její hodnosti. Napøíklad mati
eA = � 1 110�99 10�99� a B = � 1 110�98 10�99�se li¹í jen velmi málo, av¹ak h(A) = 1 a h(B) = 2. Pokud jsou koe�
ienty mati
evýsledkem mìøení, nemá proto èasto vùbe
 smysl hovoøit o hodnosti mati
e. Protakové aplika
e, stejnì jako pro poèítaèové øe¹ení soustav, byla proto vypra
ovánateorie zalo¾ená na jiný
h pojme
h, se kterou se seznámíme pozdìji. Poznamenejmeje¹tì, ¾e pøi zji¹»ování hodnosti na poèítaèi je nutno vyhnout se zaokrouhlova
ím
hybám.Pojmy k zapamatování X| dimenze vektorového prostoru,| øádkový a sloup
ový prostor mati
e,| Frobeniova vìta,| hodnost mati
e a regularita.Pøíklady k pro
vièení !1. Urèete hodnost mati
e A = 241 �1 1 11 0 �1 13 �2 1 335 :2. Naleznìte libovolnou bázi sloup
ového prostoru S (A) mati
e A z pøíkladu 1.Øe¹ení.1. Úpravou mati
e A na s
hodový tvar dostaneme mati
i24 1 �1 1 10 1 �2 00 0 0 0 35 :Odtud je zøejmé, ¾e h(A) = 2.2. Ze s
hodového tvaru mati
e A vidíme, ¾e první dva sloup
e jsou lineárnìnezávislé. Bázi sloup
ového prostoru S (A) tvoøí tedy sloup
esA1 = 24 100 35 ; sA2 = 24 �110 35 : N
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Kapitola 14Lineární zobrazení
Prùvod
e studiemSJ VZ Øadu fyzikální
h zákonù èi pøibli¾ný
h experimentální
h závislostí lze z matemati
kéhohlediska 
harakterizovat jako pøímou úmìrnost. Napøíklad Ohmùv zákon øíká, ¾e proudI je pøi konstantním odporu R pøímo úmìrný napìtí U , 
o¾ mù¾eme zapsat ve tvaruI(U) = 1R U:Snadno si ovìøíme, ¾e funk
e I zobrazuje souèet argumentù na souèet jeji
h obrazù askalární násobek argumentu na pøíslu¹ný násobek jeho obrazu, tak jako funk
e f na 14.1.To v¹ak je vlastnost, která má smysl pro zobrazení jakéhokoliv vektorového prostoru dojiného vektorového prostoru. Zde se seznámíme se základními vlastnostmi tì
hto spe
iál-ní
h zobrazení, která mají velký význam v matemati
e, fyzi
e, in¾enýrství, spoleèenský
hvìdá
h i v ekonomii.
Cíle

➳ V této kapitole se nauèíte najít:� nulový prostor a defekt lineárního zobrazení,� obor hodnot a hodnost lineárního zobrazení,� obraz vektoru v lineárním zobrazení.



14.1 De�ni
e a pøíklady lineární
h zobrazení 103
y=f(x)

u v u+v αu x

f(u)

f(v)

f(u)+ f(v)

αf(u)

y

Obr. 14.1: Lineární zobrazení14.1. De�ni
e a pøíklady lineární
h zobrazeníDe�ni
e 14.1. Ne
h» U ;V jsou vektorové prostory. Zobrazení A : U ! V senazývá lineární zobrazení (operátor), jestli¾e pro ka¾dé dva vektory u; v 2 U askalár � platí:i) A(u+ v) = A(u) + A(v)ii) A(�u) = �A(u)Lineární zobrazení U ! U se èasto nazývá lineární transforma
e. Mno¾inu v¹e
hlineární
h zobrazení vektorového prostoru U do vektorového prostoru V budemeznaèit L (U ;V ): Místo L (U ;U ) budeme psát struènì L (U ). V nìkterý
h apli-ka
í
h jsou dùle¾ité lineární zobrazení vektorového prostoru U do R, které senazývají lineární formy nebo lineární funk
ionály .
☞

Pøíklad 14.2. Funk
e y = ax je lineární transforma
e R pro libovolné pevnì zvolenéa 2 R, nebo» a(u+ v) = au+ av a a(�u) = �aupro libovolná èísla u; v a �.

☞

Pøíklad 14.3. Funk
e f : y = 2x + 1 není lineární transforma
e R, nebo»f(2 + 2) = f(4) = 9 6= 10 = f(2) + f(2):
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☞

Pøíklad 14.4. Je-li A libovolná reálná m � n mati
e, Rn;1(Rm;1) prostor v¹e
hsloup
ový
h aritmeti
ký
h vektorù dimenze n(m), pak jeA : Rn;1 3 x 7! Ax 2 Rm;1lineární zobrazení, nebo» pro libovolné vektory x a y platí podle (7.4)A(x+ y) = Ax+Ay a A(�x) = �Ax:
☞

Pøíklad 14.5. Zobrazení D :P 3 p 7! p0 2P;které ka¾dému mnohoèlenu p pøiøadí jeho deriva
i p0, je lineární zobrazení prostoruv¹e
h mnohoèlenù P do sebe, nebo» pro libovolné reálné mnohoèleny p; q, skalár �a reálné x platí�p(x) + q(x)�0 = p0(x) + q0(x) a ��p(x)�0 = �p0(x):14.2. Elementární vlastnosti lineárního zobrazeníNe
h» U ;V jsou vektorové prostory. Z de�ni
e 14.1 bezprostøednì plyne, ¾e prolibovolné lineární zobrazení A 2 L (U ;V ) a v 2 U platíA(o) = A(0 � o) = 0 � A(o) = oA(�v) = A�(�1) � v� = (�1) � A(v) = �A(v):Jestli¾e A 2 L (U ;V ), pak pro libovolné skaláry �1; : : : ; �n a vektory v1; : : : ;vnprostoru U platíA(�1v1 + : : :+ �nvn) = �1A(v1) + : : :+ �nA(vn); (14.1)nebo» A(�1v1 + : : :+ �nvn) = A��1v1 + (�2v2 + : : :+ �nvn)� == A(�1v1) + A(�2v2 + : : :+ �nvn) == �1A(v1) + A(�2v2 + : : :+ �nvn) = � � � == �1A(v1) + : : :+ �nA(vn):Z této rovnosti je vidìt dùle¾itou vlastnost lineární
h zobrazení de�novaný
hna prostore
h koneèné dimenze, a to ¾e jsou úplnì urèeny obrazy vektorù libovolnébáze, tedy obrazy koneèného poètu vektorù.



14.3 Nulový prostor a obor hodnot 10514.3. Nulový prostor a obor hodnotDe�ni
e 14.6. Ne
h» U ;V jsou vektorové prostory a ne
h» A 2 L (U ;V ). Paknulový prostor (jádro) N (A) zobrazení A je mno¾ina vzorù o, t.j.N (A) = fu 2 U : A(u) = og:Jestli¾e u;v 2 N (A), t.j. A(u) = o, A(v) = o, a je-li � je libovolný skalár, pakplatí A(u+ v) = A(u) + A(v) = o a A(�u) = �A(u) = o;tak¾e N (A) je podprostorem U .Obdobnou vlastnost má i obor hodnot H (A) lineárního zobrazení A. Jestli¾eu = A(x), v = A(y) a � je skalár, paku+ v = A(x) + A(y) = A(x + y) a �u = �A(x) = A(�x);tak¾e H (A) je podprostorem vektorového prostoru V .Pomo
í nulového prostoru mù¾eme popsat strukturu øe¹ení abstraktní operáto-rové rovni
e.Vìta 14.7. Ne
h» U , V jsou vektorové prostory, ne
h» A 2 L (U ;V ) a ne
h»A(x0) = b. Potom libovolné øe¹ení x rovni
eA(x) = blze zapsat ve tvaru x = x0 + n, kde n 2 N (A).Dùkaz. Ne
h» A(x) = b. Potom platíA(x� x0) = A(x)� A(x0) = b� b = o;tak¾e vektor n = x� x0 patøí do jádra N (A) a x = x0 + n.Dùsledek 14.8. Lineární zobrazení A je prosté, právì kdy¾ N (A) = fog.Máme-li tedy rozhodnout, zda je dané lineární zobrazení prosté, staèí vy¹etøitvzor nulového vektoru. Je to zvlá¹tní vlastnost lineárního zobrazení, nebo» u obe
-ného zobrazení by bylo nutno vy¹etøit vzory v¹e
h vektorù v oboru hodnot.



106 Lineární zobrazení14.4. Hodnost a defekt zobrazeníDe�ni
e 14.9. Ne
h» U , V jsou vektorové prostory koneèné dimenze a ne
h»A 2 L (U ;V ). Pak hodnost h(A) zobrazení A de�nujeme jako dimenzi H (A) adefekt d(A) zobrazení A de�nujeme jako dimenzi N (A).Vìta 14.10. Ne
h» U , V jsou vektorové prostory koneèné dimenze a ne
h»A 2 L (U ;V ). Potom h(A) + d(A) = dim(U ): (14.2)Dùkaz. V dùkazu se musíme pøedev¹ím vypoøádat se skuteèností, ¾eN (A) aH (A)mohou být podprostory rùzný
h prostorù.Ne
h» (h1; : : : ;hm) je báze H (A) a ne
h» (n1; : : : ;nk) je báze N (A). Oznaèmesi v1; : : : ;vm libovolné vzory h1; : : : ;hm, tak¾e platíA(v1) = h1; : : : ; A(vm) = hm:Uká¾eme, ¾e vektory (v1; : : : ;vm;n1; : : : ;nk) tvoøí bázi U .Ne
h» platí �1v1 + : : :+ �mvm + �1n1 + : : :+ �knk = o (14.3)Pak také A(�1v1 + : : :+ �mvm + �1n1 + : : :+ �knk) = o;tak¾e s vyu¾itím linearity A a de�ni
e vektorù vi a ni dostaneme�1h1 + : : :+ �mhm = o:Jeliko¾ vektory (h1; : : : ;hm) tvoøí podle pøedpokladu bázi H (A), jsou nezávislé,tak¾e �1 = �2 = � � � = �m = 0. Po dosazení do (14.3) tedy platí�1n1 + : : :+ �knk = o:Ponìvad¾ jsou vektory n1; : : : ;nk také nezávislé, plyne odtud �1 = : : : = �k = 0.Vektory v1; : : : ;vm;n1; : : : ;nk jsou tedy nezávislé.Ne
h» nyní x 2 U je libovolný vektor. Pak A(x) 2 H (A) a existuje �1; : : : ; �mtak, ¾e platí A(x) = �1h1 + : : :+ �mhm:Oznaème si y = �1v1 + : : :+ �mvm;tak¾e A(y) = A(x), a zapi¹me si x ve tvarux = y + (x� y):



14.5 Souèet zobrazení a násobení skalárem 107Jeliko¾ A(x� y) = A(x)� A(y) = o;platí x� y 2 N (A) a tedy x� y = �1n1 + : : :+ �knk:Vektor x lze potom vyjádøit ve tvarux = �1v1 + : : :+ �mvm + �1n1 + : : :+ �knk:Vektory (v1; : : : ;vm;n1; : : : ;nk) tedy tvoøí bázi U , tak¾e platí m + k = dim(U ),t.j. h(A) + d(A) = dim(U ).Dùsledek 14.11. Lineární transforma
e A : V ! V de�novaná na vektorovémprostoru koneèné dimenze V je zobrazení na V , právì kdy¾ A je prosté zobrazení.14.5. Souèet zobrazení a násobení skaláremDe�ni
e 14.12. Ne
h» U a V jsou libovolné vektorové prostory. Pro libovolnázobrazení A;B 2 L (U ;V ) a skalár � mù¾eme de�novat souèet zobrazení A + Bpøedpisem (A +B)(u) = A(u) +B(u)a souèin skaláru a zobrazení �A pøedpisem(�A)(u) = ��A(u)�:Snadno se ovìøí, ¾e A+B i �A jsou lineární zobrazení. Napøíklad(A+B)(�u) = A(�u) +B(�u) = ��A(u)�+ ��B(u)� = ��A(u) +B(u)� == ��(A +B)(u)�:Také nulové zobrazení O 2 L (U ;V ), které ka¾dému u 2 U pøiøazuje nulovýprvek o prostoru V , je lineární, nebo» napøíkladO(u+ v) = o = o+ o = O(u) +O(v):Snadno lze ukázat, ¾e L (U ;V ) tvoøí vzhledem k právì de�novanému sèítánízobrazení a násobení zobrazení skalárem vektorový prostor, jeho¾ nulový prvek jeprávì de�nované nulové zobrazení.



108 Lineární zobrazení14.6. Skládání lineární
h zobrazeníDe�ni
e 14.13. Ne
h» U , V a W jsou vektorové prostory a ne
h» A : U 7! Va B : V 7! W jsou zadaná lineární zobrazení. Pak lze de�novat slo¾ené zobrazení(souèin zobrazení) BA : U 7! W pøedpisem(BA)(u) = B�A(u)�:Poøadí, ve kterém se zapisují faktory slo¾eného zobrazení, je dùle¾ité a opaènék poøadí, ve kterém se de�nièní výraz vyhodno
uje. To naznaèuje urèitou nevhodnostzvyku psát argument do závorky za oznaèení zobrazení.Slo¾ené zobrazení je také lineární, nebo»:(BA)(�u) = B�A(�u)� = B���A(u)�� = ��B�A(u)�� = ��(BA)(u)�(BA)(u + v) = B�A(u+ v)� = B�A(u) + A(v)� = B�A(u)�+B�A(v)� == (BA)(u) + (BA)(v)Pro skládání zobrazení lze odvodit obdobné vztahy jako rovnosti (7.15a) { (7.15
)a (7.16) pro násobení mati
. Je-li � libovolný skalár a jsou-li A;B;C libovolnálineární zobrazení, pro která mají následují
í výrazy smysl, potomA(�B) = �(AB) = (�A)B (14.4a)A(B + C) = AB + AC (14.4b)(A+B)C = AC +BC (14.4
)A(BC) = (AB)C (14.4d)14.7. Mnohoèleny v lineární
h transforma
í
hJeliko¾ skládání zobrazení je podle (14.4d) aso
iativní, mù¾eme pøi skládání zobra-zení vyne
hat závorky. Pro libovolnou lineární transforma
i A : U ! U a kladné
elé èíslo m tak mù¾eme de�novat mo
ninu lineární transforma
e pøedpisemAm = AA � � �A| {z };mpøièem¾ platí Am+n = AmAn:Poznamenejme, ¾e pro dvì lineární transforma
e A a B vektorového prostoru U dosebe nemusí platit (AB)m = AmBm.



14.8 Prin
ip superpozi
e a inverze lineární
h zobrazení 109Snadno se ovìøí, ¾e identita I de�novaná na prostoruU je lineární a pro libovolnéA 2 L (U ) splòuje AI = IA = A:Jestli¾e p je libovolný mnohoèlen de�novaný vztahemp(x) = a0 + a1x + : : :+ anxn;pak mù¾eme pro ka¾dé A 2 L (U ) de�novatp(A) = a0I + a1A+ : : :+ anAn:Jestli¾e D je napøíklad deriva
e na prostoru P v¹e
h mnohoèlenù a p(x) = x2 � 1,pak p(D) = D2 � I;tak¾e pro ka¾dý mnohoèlen q 2P platíp(D)(q) = q00 � q:V¹e
hna pravidla pro úpravu mnohoèlenù jedné promìnné platí i pro mnohoèlenyjedné lineární transforma
e, nebo» jsou odvozeny ze vztahù, které platí pro èísla ipro lineární transforma
e. Tak napøíklad z rovnostix2 � 1 = (x� 1)(x+ 1)dostaneme po dosazení D za x rovnostD2 � I = (D � I)(D + I);kterou si mù¾eme ovìøit rozepsáním(D � I)(D + I)(p) = (D � I)�(D + I)p� = (D � I)(p0 + p) == (p0 + p)0 � (p0 + p) = p00 � p = (D2 � I)(p):14.8. Prin
ip superpozi
e a inverze lineární
h zob-razeníMnoho te
hni
ký
h problémù lze zformulovat jako úlohu najít pro dané lineárnízobrazení A : U ! V a pro b 2 V vektor x 2 U tak, aby platiloA(x) = b: (14.5)Napøíklad úlohu najít neznámé poten
iály v 3. kapitole mù¾eme zapsat ve tvaruA(x) = b;



110 Lineární zobrazeníkde x = �x1x2� ; b = � 0�10� a A(x) = ��2 11 �3� �x1x2� :Obdobnì lze zapsat podmínky pro prùhyb y struny zatí¾ené silou s jednotkovouhustotou, nata¾enou jednotkovou silou a u
hy
enou v bode
h o souøadni
í
h 0 a 1jako úlohu najít mnohoèlen y tak, aby platilo:�y00(x) = 1 8x 2 (0; 1) (14.6a)y(0) = y(1) = 0 (14.6b)Oznaèíme-li si P prostor v¹e
h reálný
h mnohoèlenù, P0 jeho podprostor, do kte-rého patøí v¹e
hny mnohoèleny p, které splòují p(0) = p(1) = 0, a polo¾íme-lib(x) = 1, pak b 2P a zobrazení de�nované pøedpisemA(p) = �p00je lineární zobrazení patøí
í do L (P0;P). Úloha najít mnohoèlen y tak, aby platilo(14.6a) a (14.6b) je tedy ekvivalentní úloze najít y 2P0 tak, abyA(y) = b:Pøedpokládejme nyní, ¾e známe napøíklad øe¹ení x1 a x2 rovni
e (14.5) pro dvìpravé strany b1 a b2, tedy ¾e platíA(x1) = b1 a A(x2) = b2;a ¾e naví
 platí b = b1 + b2. Pak mù¾eme urèit øe¹ení x rovni
e (14.5) pouhýmseètením x1 a x2, nebo» pro x = x1 + x2 platíA(x) = A(x1 + x2) = A(x1) + A(x2) = b1 + b2 = b:Tomuto jednodu
hému dùsledku vlastností lineární
h zobrazení se øíká prin
ip su-perpozi
e.V na¹i
h pøíklade
h lze najít fyzikální interpreta
i prin
ipu superpozi
e pro obìúlohy. Staèí si uvìdomit, ¾e napøíklad u první úlohy je v pravé stranì u
hována infor-ma
e o zdroji proudu a ¾e neznámé jsou poten
iály. Prin
ip superpozi
e vyjadøujetaké následují
í tvrzení.Vìta 14.14. Ne
h» A : U ! V je vzájemnì jednoznaèné lineární zobrazení vek-torového prostoru U na vektorový prostor V . Pak existuje A�1, které je rovnì¾lineární zobrazení.



14.8 Prin
ip superpozi
e a inverze lineární
h zobrazení 111Dùkaz. Inverzní zobrazení A�1 existuje pro ka¾dé vzájemnì jednoznaèné zobrazení.Ne
h» u = A(x), v = A(y), tedy x = A�1(u) a y = A�1(v), a ne
h» � je libovolnýskalár. PotomA�1(u+ v) = A�1�A(x) + A(y)� = A�1�A(x + y)� = x+ y == A�1(u) + A�1(v);A�1(�u) = A�1��A(x)� = A�1�A(�x)� = �x = �A�1(u):
Pojmy k zapamatování X| nulový prostor (jádro), defekt lineárního zobrazení,| obor hodnot, hodnost lineárního zobrazení,| prin
ip superpozi
e.Pøíklady k pro
vièení !1. Ne
h» F je vektorový prostor v¹e
h reálný
h funk
í z pøíkladu 10.3. Ovìøte, ¾e zobra-zení, které ka¾dé funk
i f 2F pøiøazuje f(0) 2 R, je lineární funk
ionál.2. Ne
h» V je vektorový prostor dimenze n. Doka¾te s pomo
í vìty 14.10, ¾e defekt jaké-hokoliv lineárního funk
ionálu de�novaného na V je roven n� 1.3. Ovìøte rovnosti (14.4a) { (14.4d).



112
Kapitola 15Lineární zobrazení a mati
ePrùvod
e studiemSJ VZ V této kapitole se budeme vìnovat lineárním zobrazením prostorù aritmeti
ký
h vektorù,která jsou de�nována pomo
í souèinu mati
e a vektoru tak jako v pøíkladu 14.4. Uká¾emesi, ¾e tak lze pøedstavit nejen ka¾dé lineární zobrazení prostoru aritmeti
ký
h vektorù,ale s pomo
í souøadni
 dokon
e ka¾dé lineární zobrazení vektorový
h prostorù koneènédimenze. Nové pojmy také vyu¾ijeme k alternativní prezenta
i teorie øe¹itelnosti soustavlineární
h rovni
.Cíle

➳ Po prostudování této kapitoly budete umìt:� sestavit mati
i lineárního zobrazení vzhledem k zadaným bázím,� sestavit mati
i pøe
hodu od zadané báze k jiné bázi,� najít souøadni
e obrazu vektoru pomo
í mati
e lineárního zobrazení.15.1. Mati
ový zápis lineární
h zobrazení Rm do R nJak lze popsat v¹e
hna lineární zobrazení Rm do Rn? Ne
h» S = (sI1; : : : ; sIm) jestandardní báze prostoru Rm;1 v¹e
h sloup
ový
h aritmeti
ký
h vektorù dimenze m,která je tvoøena sloup
i jednotkové mati
e Im. Ne
h» A : Rm;1 ! Rn;1 je libovolnélineární zobrazení a ne
h» obrazy sloup
ový
h vektorù sI1; : : : ; sIm jsou sloup
ovévektory A(sI1) = 264a11...an1375 ; : : : ; A(sIm) = 264a1m...anm375 :Jeliko¾ libovolný vektor x 2 Rm;1 lze zapsat ve tvarux = x1sI1 + : : :+ xmsIm;



15.2 Urèení báze nulového prostoru mati
e 113lze A(x) zapsat pomo
íA(x) = A(x1sI1 + : : :+ xmsIm) = x1A(sI1) + : : :+ xmA(sIm) = Ax;kde A = �A(sI1); : : : ; A(sIm)� = [aij℄ :Platí tedy následují
í vìta.Vìta 15.1. Ne
h» A : Rm;1 7! Rn;1 je libovolné lineární zobrazení. Pak existujemati
e A typu (n;m) tak, ¾e pro libovolné x 2 Rm;1 platíA(x) = Ax:Lineární zobrazení A : Rm;1 3 x 7! Ax 2 Rn;1se èasto ztoto¾òuje s mati
í A a o mati
i A se mluví jako o lineárním zobrazení.V tomto smyslu budeme i my pou¾ívat pojmy obor hodnot mati
e A, nulový prostormati
e A, nebo defekt mati
e A. Pojmy, které jsme si doposud zavedli jsou v souladus touto konven
í. Napøíklad obor hodnot H (A) ka¾dé mati
e A je toto¾ný s jejímsloup
ovým prostorem S (A), tak¾e pro hodnosti mati
e a zobrazení platíh(A) = h(A):15.2. Urèení báze nulového prostoru mati
eBázi nulového prostoru mati
e tvoøí jakákoliv maximální mno¾ina nezávislý
h øe¹enísoustavy Ax = o, kterou najdeme tak, ¾e mati
iA pøevedeme na s
hodový tvar a zaneznámé, které nejsou ve sloup
í
h s vedou
ími prvky, budeme postupnì dosazovatnapøíklad øádky jednotkové mati
e. Získaná øe¹ení pak zapí¹eme do sloup
ù. Postupje v podstatì toto¾ný s postupem øe¹ení soustav rovni
 s nekoneènou mno¾inouøe¹ení, který byl popsán v èlánku 4.4, av¹ak s pomo
í nový
h pojmù mù¾eme lépepo
hopit strukturu øe¹ení.
☞

Pøíklad 15.2. Urèete bázi nulového prostoru mati
eA = 241 1 2 31 1 1 32 2 2 635 :Øe¹ení. Nejprve upravíme mati
i A pomo
í øádkový
h úprav na s
hodový tvarA = 241 1 2 31 1 1 32 2 2 635 r2 � r1r3 � 2r1 7! 241 1 2 30 0 �1 00 0 �2 0 35 r3 � 2r2 7! 241 1 2 30 0 �1 00 0 0 035 :



114 Lineární zobrazení a mati
eOdtud h(A) = 2 (poèet nenulový
h øádkù) a d(A) = 4 � 2 = 2. Bázi N (A) tedytvoøí jakékoliv dva nezávislé vektory, jeji
h¾ slo¾ky øe¹í soustavux1 + x2 + 2x3 + 3x4 = 0� x3 = 0: (15.1)Vypoèteme je tak, ¾e za x2 a x4 dosadíme postupnì napøíklad slo¾ky e1 = �1 0� ; e2 == �0 1� a vypoèteme x1 = �1; x3 = 0 a x1 = �3; x3 = 0. Bázi nulového prostorutedy tvoøí vektory n1 = 2664�1100 3775 ; n2 = 2664�3001 3775 : NJestli¾e lze mati
i A typu (m;n); m < n rozdìlit na bloky tak, ¾eA = �B C�a B je regulární, lze najít vzore
 pro mati
i N typu (n; n �m), její¾ sloup
e tvoøíbázi N (A). V souladu s vý¹e uvedeným výkladem budeme hledat N ve tvaru:N = n�m�XI � mn�mPo rozepsání levé strany rovni
e AN = Os vyu¾itím blokové struktury a po vynásobení zleva mati
í B�1 dostanemeB�1 � B C � �XI � = O;odkud X+B�1C = O:Odtud X = �B�1C a N = ��B�1CI � :15.3. Mati
e jako lineární zobrazení a soustavy rov-ni
Díváme-li se na mati
i A jako na lineární zobrazení A : x 7! Ax, mù¾eme vyu¾ítdosavadní
h výsledkù o lineární
h zobrazení
h k alternativnímu výkladu teorie øe¹i-telnosti lineární
h soustav z èlánku 13.5. Napøíklad pøelo¾íme-li tvrzení i) do termínù



15.3 Mati
e jako lineární zobrazení a soustavy rovni
 115zobrazení, zjistíme, ¾e vyjadøuje zøejmou skuteènost, ¾e soustava lineární
h rovni
má øe¹ení, pravì kdy¾ pravá strana patøí do oboru hodnot mati
e soustavy. Tvrzeníii) zase vyplývá z dùsledku 14.8 , podle nìho¾ je øe¹ení jediné, jestli¾e N (A) = fog,tedy defekt d(A) = 0, 
o¾ je podle (14.2) ekvivalentní h(A) = n, kde n je poèetneznámý
h. Tvrzení iii) lze dokon
e prohloubit.Vìta 15.3. Ne
h» A je mati
e typu (m;n) pro kterou platí d(A) > 0, ne
h» b jem-rozmìrný sloup
ový vektor, ne
h» Ax0 = b a ne
h» (n1; : : : ;nd) je báze N (A).Potom libovolné øe¹ení soustavy Ax = b mù¾e být zapsáno ve tvarux = x0 + �1n1 + : : :+ �dnd: (15.2)Dùkaz. Podle vìty 14.7 lze libovolné øe¹ení soustavy (14.5) zapsat ve tvaru x = x0++ n, kde n 2 N (A). Jeliko¾ vektory n1; : : : ;nd tvoøí bázi N (A), lze n zapsat vetvaru (15.2).

☞

Pøíklad 15.4. Najdìte v¹e
hna øe¹ení soustavyx1 + x2 + 2x3 + 3x4 = 0x1 + x2 + x3 + 3x4 = 12x1 + 2x2 + 2x3 + 6x4 = 2 (15.3)ve tvaru (15.2).Øe¹ení. Roz¹íøenou mati
i soustavy nejprve upravíme na s
hodový tvar� A b � = 24 1 1 2 3 01 1 1 3 12 2 2 6 2 35 r2 � r1r3 � 2r1 7! 24 1 1 2 3 00 0 �1 0 10 0 �2 0 2 35 r3 � 2r2 7!7! 24 1 1 2 3 00 0 �1 0 10 0 0 0 0 35 :Z nìho dostaneme èásteèné øe¹ení x0 soustavy (15.3) øe¹ením soustavyx1 + x2 + 2x3 + 3x4 = 0� x3 = 1 (15.4)tak, ¾e polo¾íme napøíklad x2 = 0 a x4 = 0. Dostaneme x1 = 2; x3 = �1. Jeliko¾mati
e soustavy je stejná jako mati
e A v pøíkladu 15.2, mù¾eme pomo
í øe¹enítohoto pøíkladu napsat libovolné øe¹ení soustavy (15.3) pomo
í parametrù �1; �2 vetvaru x = 2664 20�10 3775+ �1 2664�1100 3775 + �2 2664�3001 3775 : N
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e15.4. De�ni
e mati
e lineárního zobrazeníV èlánku 15.1 jsme si ukázali, ¾e libovolné lineární zobrazení Rm do Rn lze po-psat pomo
í vhodné mati
e. Nyní si uká¾eme, ¾e pomo
í mati
 mù¾eme popsatlibovolné zobrazení prostorù koneèné dimenze. Pou¾ijeme k tomu báze de�nièníhooboru a oboru hodnot. Pro struènost budeme v 
elém èlánku pøedpokládat, ¾e Ua V jsou dva vektorové prostory koneèné dimenze s bázemi E = (e1; : : : ; em) aF = (f1; : : : ; fn).De�ni
e 15.5. Ne
h» A : U ! V je lineární zobrazení. Pak mù¾eme vektoryA(e1); :::; A(em) vyjádøit jako lineární kombina
e vektorù f1; : : : ; fn ve tvaru:A(e1) = a11f1 + � � �+ an1fn... ... : : : ...A(em) = a1mf1 + � � �+ anmfnMati
i [A℄E ;F = 264a11 : : : a1m... . . . ...an1 : : : anm375nazýváme mati
í lineárního zobrazení A vzhledem k bázím (E ;F ). Jestli¾e U = Va E = F, pak budeme mluvit o mati
i lineární transforma
e vzhledem k bázi E amísto [A℄E ;E budeme psát struènì [A℄E .Indexy prvkù aij jsou zvoleny tak, aby pro ka¾dé lineární zobrazení A : U 7! Vplatilo [A℄E ;F = �[A(e1)℄F ; : : : ; [A(em)℄F �; (15.5)obdobnì jako v èlánku 15.1, kde byly E i F standardní báze. Z této rovnosti az vlastností souøadni
 (12.2) a (12.3) plyne pro libovolný skalár �, pøípadnì prolibovolné dal¹í lineární zobrazení B : U ! V , ¾e[�A℄E ;F = � [A℄E ;F ; (15.6)[A +B℄E ;F = [A℄E ;F + [B℄E ;F : (15.7)

☞

Pøíklad 15.6. Ne
h» P2 je vektorový prostor v¹e
h mnohoèlenù nejvý¹e druhéhostupnì s bází E = (e1; e2; e3), kde e1; e2; e3 jsou mnohoèleny e1(x) = 1; e2(x) = x ae3(x) = x2: Najdìte mati
i deriva
eD :P3 3 p 7! p0 2P3:Øe¹ení. Nejdøíve najdeme souøadni
e D(e1); D(e2) a D(e3) v bázi E . Jeliko¾D(e1)(x) = 0, D(e2)(x) = 1 a D(e3)(x) = 2x, mù¾eme napsat pøímo:0 = 0 � 1 + 0 � x + 0 � x21 = 1 � 1 + 0 � x + 0 � x22x = 0 � 1 + 2 � x + 0 � x2



15.5 Souøadni
e obrazu vektoru 117Souøadni
e D(e1); D(e2) a D(e3) tvoøí zøejmì koe�
ienty na øád
í
h, které zapí¹emedo sloup
ù a dostaneme [D℄E = 240 1 00 0 20 0 035 : N15.5. Souøadni
e obrazu vektoruPøedpokládejme nyní, ¾e U a V jsou dva vektorové prostory koneèné dimenze s bá-zemi E = (e1; : : : ; em) a F = (f1; : : : ; fn), ¾e A : U ! V je lineární zobrazení,x 2 U a [x℄E = 264x1...xm375 :Potom s pomo
í de�ni
e lineárního zobrazení, vztahù (12.2), (12.3) a de�ni
e souèinumati
e a vektoru odvodíme postupnì[A(x)℄F = [A(x1e1 + : : :+ xmem)℄F = [x1A(e1) + : : :+ xmA(em)℄F == x1 [A(e1)℄F + : : :+ xm [A(em)℄F =�[A(e1)℄F ; : : : ; [A(em)℄F �[x℄E == [A℄E ;F [x℄E ;tedy [A(x)℄F = [A℄E ;F [x℄E : (15.8)Poznámka 15.7. Je-li U = V a E = F , má (15.8) tvar[A(x)℄E = [A℄E [x℄E : (15.9)
☞

Pøíklad 15.8. S vyu¾itím øe¹ení pøíkladu 15.6 vypoètìte souøadni
e deriva
e li-bovolného mnohoèlenu p nejvý¹e druhého stupnì pomo
í souøadni
 p v bázi E == (e1; e2; e3), e1(x) = 1; e2(x) = x; e3(x) = x2:Øe¹ení. Mnohoèlen p(x) = ax2 + bx + 
 má v bázi E souøadni
e[p℄E = 24
ba35 :Jeliko¾ jsme si v pøíkladu 15.6 ukázali, ¾e deriva
e D má v bázi E mati
i[D℄E = 240 1 00 0 20 0 035 ;
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eplatí [p0℄E = [Dp℄E = [D℄E [p℄E = 240 1 00 0 20 0 03524
ba35 = 24 b2a0 35 : N15.6. Mati
e slo¾eného zobrazeníNe
h» U je vektorový prostor koneèné dimenze s bází E = (e1; : : : ; en) a ne
h»A : U ! U a B : U ! U jsou lineární transforma
e. Pak s pou¾itím vztahu(15.8) a de�ni
e souèinu mati
 (7.11) odvodíme[AB℄E = �[(AB)(e1)℄E ; : : : ; [(AB)(en)℄E � = h�A�B(e1)��E ; : : : ; �A�B(en)��E i == �[A℄E [B(e1)℄E ; : : : ; [A℄E [B(en)℄E � = [A℄E �[B(e1)℄E ; : : : ; [B(en)℄E � == [A℄E �[B℄E [e1℄E ; : : : ; [B℄E [en℄E � = [A℄E [B℄E �sI1; : : : ; sIn� == [A℄E [B℄E I = [A℄E [B℄E :Platí tedy [AB℄E = [A℄E [B℄E : (15.10)Pøi odvození jsme pou¾ili toho, ¾e souøadni
e jednotlivý
h vektorù báze v té¾ebázi jsou prvky pøíslu¹ného sloup
e jednotkové mati
e.

☞

Pøíklad 15.9. S vyu¾itím øe¹ení pøíkladu 15.6 vypoètìte mati
i druhé deriva
eD2 = DD na prostoru P3 v¹e
h mnohoèlenù nejvý¹e druhého stupnì v bázi E == (e1; e2; e3); e1(x) = 1; e2(x) = x; e3(x) = x2.Øe¹ení. V pøíkladu 15.6 jsme si ukázali, ¾e deriva
e D má v bázi E = (e1; e2; e3)mati
i [D℄E = 240 1 00 0 20 0 035 :Podle (15.10) tedy �D2�E = [DD℄E = [D℄E [D℄E == 240 1 00 0 20 0 035240 1 00 0 20 0 035 = 240 0 20 0 00 0 035 : N



15.7 Zmìna báze 11915.7. Zmìna bázeNyní se budeme zabývat otázkou, jak se zmìní souøadni
e vektoru a mati
e lineár-ního zobrazení pøi zmìnì báze.Ne
h» U je vektorový prostor koneèné dimenze a ne
h» E = (e1; :::; en) a F == (f1; :::; fn) jsou dvì báze U . Ne
h» A : U ! U je libovolné lineární zobrazení ane
h» C : U ! U je lineární zobrazení, které ka¾dému vektoru ei báze E pøiøazujevektor C(ei) = fi. Zobrazení C tedy zobrazuje bázi E na bázi F , tak¾e podledùsledku 14.11 je C prosté a existuje C�1:Nejprve si uká¾eme, jak se zmìní souøadni
e xi libovolného vektoru x pøi pøe-
hodu od báze E k bázi F a obrá
enì. K tomu si staèí v¹imnout, ¾e zx = x1e1 + : : :+ xnenplyne C(x) = x1f1 + : : :+ xnfn;tak¾e [C(x)℄F = [x℄E : (15.11)Pomo
í (15.9) odtud dostaneme [C℄F [x℄F = [x℄E ;kde [C℄F je mati
e lineárního zobrazení C vzhledem k bázi F . U této mati
e se na
hvíli zastavíme. V souladu s (15.5) a (15.11) platí[C℄F = �[C(f1)℄F ; : : : ; [C(fn)℄F � = �[f1℄E ; : : : ; [fn℄E � = �[C(e1)℄E ; : : : ; [C(en)℄E � = [C℄E :Mati
e lineárního zobrazení C je tedy vzhledem k obìma bázím stejná, pøièem¾její sloup
e tvoøí souøadni
ové vektory vektorù báze F vzhledem k bázi E . Tatomati
e je v literatuøe oznaèována jako mati
e pøe
hodu od uspoøádané báze E kuspoøádané bázi F . Oznaèíme-li ji pro jednodu
host P, mù¾eme vztah mezi sou-øadni
ovými vektory vektoru x vzhledem k pùvodní a nové bázi vyjádøit vzor
i[x℄E = P[x℄F ; [x℄F = P�1[x℄E : (15.12)Nyní u¾ mù¾eme hledat vztah mezi [A℄E a [A℄F . Platí[A℄F = �[A(f1)℄F ; : : : ; [A(fn)℄F � = �P�1 [A(f1)℄E ; : : : ;P�1 [A(fn)℄E � == P�1�[A(f1)℄E ; : : : ; [A(fn)℄E � = P�1�[A℄E [f1℄E ; : : : ; [A℄E [fn℄E � == P�1 [A℄E �P[f1℄F ; : : : ;P[fn℄F � = P�1 [A℄E P�[f1℄F ; : : : ; [fn℄F � == P�1 [A℄EP�sI1; : : : ; sIn� = P�1 [A℄EP I = P�1 [A℄EP:Platí tedy [A℄F = P�1 [A℄EP: (15.13)
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eMísto mati
e P se nìkdy pra
uje s mati
í T = P�1 zpìtného pøe
hodu od novébáze F k pùvodní bázi E . Zmìna mati
e lineárního zobrazení pøi zmìnì báze je pakvyjádøena vzor
em [A℄F = T[A℄ET�1 : (15.14)Pov¹imnìme si, ¾e názvy mati
e pøe
hodu a mati
e zpìtného pøe
hodu se vztahujík popisu zmìny báze, nikoliv k popisu zmìny souøadni
.15.8. Podobnost mati
Vý¹e uvedené rovnosti (15.13), (15.14) jsou motiva
í pro nový pojem.De�ni
e 15.10. Ètver
ové mati
e A a B stejného øádu jsou podobné , jestli¾eexistuje regulární mati
e T tak, ¾eA = TBT�1:Úvahy èlánku 15.7 mù¾eme shrnout pomo
í nového pojmu do struèné vìty.Vìta 15.11. Mati
e dané lineární transforma
e v rùzný
h bází
h jsou podobné.Dá se dokázat i tvrzení, ¾e jsou-li mati
e podobné, pak jsou mati
emi nìjakélineární transforma
e v rùzný
h bází
h. Jeliko¾ podstatné 
harakteristiky lineární
htransforma
í (napøíklad hodnost nebo defekt) nezávisí na bázi prostoru, dá se oèeká-vat, ¾e podobné mati
e budou mít podstatné 
harakteristiky shodné. Pøipomeòme,¾e o vektoru se ze souøadni
 nedovíme obe
nì ví
e ne¾ to, je-li nulový nebo nenulový.Snadno lze dokázat, ¾e ka¾dá mati
e je podobná sama sobì, ¾e je-liA podobnáBa B podobná C, pak A je také podobná C, a koneènì je-li A podobná B, pak je i Bpodobná A. Napøíklad poslední tvrzení vyplývá z ekvivalen
e rovností A = TBT�1a B = T�1AT.Pojmy k zapamatováníX | mati
e lineárního zobrazení,| mati
e pøe
hodu,| podobnost mati
.
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Kapitola 16Bilineární formy
Prùvod
e studiem SJ VZVe 3 kapitole jsme si sestavili soustavu rovni
 (3.8) pro neznámé poten
iály x1; x2 obvoduz 3.1. Soustava lineární
h rovni
 v¹ak není jedinou mo¾ností, jak popsat elektri
ký obvodnebo jiný lineární problém. Ukazuje se, ¾e nìkdy je výhodné pøejít k jiné formula
i,která v na¹em pøípadì spoèívá v seètení obou rovni
 soustavy vynásobený
h postupnìþvirtuálnímiÿ (my¹lenými) poten
iály y1; y2 tak, ¾e dostaneme�2x1y1 + x1y2 + x2y1 � 3x2y2 = �10y2: (16.1)Úloha najít øe¹ení x1; x2 soustavy (3.8) je pak ekvivalentní úloze najít x1; x2 tak, abyrovnost (16.1) platila pro v¹e
hna y1; y2.Výraz na levé stranì rovni
e (16.1) mù¾eme pova¾ovat za funk
i dvou promìnný
haritmeti
ký
h vektorù x = [x1; x2℄ a y = [y1; y2℄, která je pøi jednom za�xovanémargumentu lineární ve druhém argumentu. To v¹ak je vlastnost, která má smysl proka¾dou funk
i dvou argumentù z vektorového prostoru. Ukazuje se, ¾e takové funk
ejsou nepostradatelným nástrojem pro vyjádøení fyzikální
h zákonù ve formì vhodné pronumeri
ké øe¹ení te
hni
ký
h problémù pomo
í takzvaný
h variaèní
h metod. V tomtotextu je vyu¾ijeme ke studiu geometrie vektorového prostoru.Cíle

➳V prùbìhu této kapitoly se nauèíte øe¹it tyto úlohy:� sestavit mati
i bilineární formy vzhledem k zadané bázi,� urèit symetri
kou a antisymetri
kou èást bilineární formy,� rozhodnout, je{li zadané zobrazení bilineární formou.



122 Bilineární formy16.1. De�ni
e a pøíkladyDe�ni
e 16.1. Ne
h» V je reálný vektorový prostor. Zobrazení B : V � V 7! Rse nazývá bilineární forma, jestli¾e pro libovolné u;v;w 2 V a � 2 R platí:B(u+ v;w) = B(u;w) +B(v;w)B(�u;v) = �B(u;v)B(u;v+w) = B(u;v) +B(u;w)B(u; �v) = �B(u;v)Bilineární funk
e je tedy pøi zvolené hodnotì jedné promìnné lineární funk
í druhépromìnné. Mù¾eme ji pova¾ovat za zobe
nìní funk
e z = axy dvou promìnný
h xa y na vektorové prostory.

☞

Pøíklad 16.2. Na prostoru V = R3 sloup
ový
h vektorù dimenze 3 si de�nujemeformu B pøedpisem, který ka¾dé dvoji
i vektorù x = [x1; x2; x3℄> a y = [y1; y2; y3℄>pøiøazuje B(x;y) = x>y = [x1; x2; x3℄24 y1y2y3 35 = x1y1 + x2y2 + x3y3: (16.2)Interpretujeme-li x jako sílu a y jako dráhu, pak B(x;y) je prá
e konaná silou x podráze y. Snadno se ovìøí, ¾e B je bilineární forma.

☞

Pøíklad 16.3. Ne
h» A = [aij℄ je daná reálná ètver
ová mati
e øádu 2. Pak zobra-zení, které ka¾dé dvoji
i sloup
ový
h vektorù x = [x1; x2℄> a y = [y1; y2℄> dimenze 2pøiøazujeB(x;y) = x>Ay = [x1; x2℄ �a11 a12a21 a22� �y1y2� = a11x1y1 + a12x1y2 + a21x2y1 + a22x2y2;(16.3)je bilineární forma.

☞

Pøíklad 16.4. Ne
h» F je vektorový prostor v¹e
h reálný
h funk
í. Pak pøedpis,který ka¾dé dvoji
i funk
í f 2 F a g 2 F pøiøazujeB(f; g) = f(1)g(1) + f(2)g(2); (16.4)de�nuje bilineární formu.



16.2 Klasi�ka
e bilineární
h forem 12316.2. Klasi�ka
e bilineární
h foremNe
h» V je libovolný vektorový prostor. Bilineární forma B se nazývá symetri
ká,jestli¾e pro libovolné vektory u;v 2 V platíB(u;v) = �B(v;u) (16.5)a antisymetri
ká, jestli¾e B(u;v) = �B(v;u): (16.6)Antisymetri
ké formy lze ekvivalentnì 
harakterizovat té¾ rovnostíB(u;u) = 0 (16.7)pro libovolné u 2 V : Skuteènì, platí-li (16.7), pakB(u + v;u+ v) = B(u;v) +B(v;u) = 0;odkud dostaneme (16.6). Obrá
enì z (16.6) plyneB(u;u) = �B(u;u);tedy platí (16.7).Bilineární formy (16.2) a (16.4) jsou zøejmì symetri
ké, zatím
o forma (16.3) jesymetri
ká, právì kdy¾ A = A>. Bilineární forma (16.3) bude antisymetri
ká, právìkdy¾ A = �A>, 
o¾ splòuje napøíklad mati
e� 0 1�1 0� :Bilineární forma (16.3) s touto mati
í splòujeB(x;y) = x1y2 � x2y1 = �(y1x2 � y2x1) = �B(y;x):Ka¾dou bilineární formu mù¾eme vyjádøit ve tvaru souètu symetri
ké a antisy-metri
ké formy, nebo»B(u;v) = 12�B(u;v) +B(v;u)�+ 12�B(u;v)�B(v;u)�:Bilineární formyBS(u;v) = 12�B(u;v) +B(v;u)� a BA(u;v) = 12�B(u;v)� B(v;u)� (16.8)splòují BS(u;v) = BS(v;u) a BA(u;v) = �BA(v;u):Formy BS a BA se nazývají po øadì symetri
ká èást a antisymetri
ká èást bilineárníformy B.



124 Bilineární formy16.3. Mati
e bilineární formyNe
h» V je vektorový prostor s bází E = (e1; : : : ; en) a ne
h» B je bilineární formana V . Ne
h» x;y 2 V jsou dva vektory, které lze zapsat pomo
í souøadni
 ve tvarux = x1e1 + � � �+ xven; y = y1e1 + � � �+ ynen:PakB(x;y) = B(x1e1 + � � �+ xnen;y) = x1B(e1;y) + � � �+ xnB(en;y) == �x1; : : : ; xn�264B(e1;y)...B(en;y)375 = �x1; : : : ; xn�264B(e1; y1e1 + � � �+ ynen)...B(en; y1e1 + � � �+ ynen)375 == �x1; : : : ; xn�264B(e1; e1)y1 + � � �+B(e1; en)yn...B(en; e1)y1 + � � �+B(en; en)yn375 == �x1; : : : ; xn�264B(e1; e1) : : : B(e1; en)...B(en; e1) : : : B(en; en)375264y1...yn375 ;
o¾ mù¾eme pomo
í oznaèení [B℄E = [B(ei; ej)℄ zapsat struènì ve tvaruB(x;y) = [x℄>E [B℄E [y℄E : (16.9)Mati
i [B℄E nazýváme mati
í bilineární formy B v bázi E . Její prvky jsou urèenyhodnotami formy na vektore
h báze.

☞

Pøíklad 16.5. Najdìte mati
i bilineární formy (16.4) de�nované na prostoru P2v¹e
h mnohoèlenù nejvý¹e druhého stupnì v bázi E = (e1; e2; e3), kde e1(x) == 1; e2(x) = x; e3(x) = x2: Výsledek vyu¾ijte k vyèíslení B(p; q) pro p(x) = 1� x aq(x) = x2 � x.Øe¹ení. Podle vztahu (16.4) vypoèteme postupnì:b11 = B(e1; e1) = e1(1)e1(1) + e1(2)e1(2) = 1 � 1 + 1 � 1 = 2b12 = B(e1; e2) = e1(1)e2(1) + e1(2)e2(2) = 1 � 1 + 1 � 2 = 3b13 = B(e1; e3) = e1(1)e3(1) + e1(2)e3(2) = 1 � 1 + 1 � 4 = 5b22 = B(e2; e2) = e2(1)e2(1) + e2(2)e2(2) = 1 � 1 + 2 � 2 = 5b23 = B(e2; e3) = e2(1)e3(1) + e2(2)e3(2) = 1 � 1 + 2 � 4 = 9b33 = B(e3; e3) = e3(1)e3(1) + e3(2)e3(2) = 1 � 1 + 4 � 4 = 17K výpoètu ostatní
h prvkù mù¾eme vyu¾ít toho, ¾e zadaná bilineární forma je sy-metri
ká. Platí tedybij = B(ei; ej) = ei(1)ej(1) + ei(2)ej(2) = ej(1)ei(1) + ej(2)ei(2) = B(ej; ei) = bji ;



16.4 Mati
e symetri
ké a antisymetri
ké formy 125tak¾e [B℄E = 242 3 53 5 95 9 1735 :Jeliko¾ [p℄E = 24 1�10 35 a [q℄E = 24 0�11 35 ;platí B(p; q) = �1 �1 0�242 3 53 5 95 9 173524 0�11 35 = �1 �1 0�2424835 = �2: N16.4. Mati
e symetri
ké a antisymetri
ké formyVìta 16.6. Ne
h» B je bilineární forma na vektorovém prostoru V koneèné di-menze. Pak B je symetri
ká, právì kdy¾ mati
e B v libovolné bázi E prostoru Vsplòuje [B℄E = [B℄>E : (16.10)Dùkaz. Je-liB symetri
ká bilineární forma, pak B(ei; ej) = B(ej; ei) a vztah (16.10)platí.Obrá
enì, ne
h» platí (16.10). Pak podle (16.9) pro libovolné vektory x;y 2 VplatíB(x;y) = [x℄>E [B℄E [y℄E = �[x℄>E [B℄E [y℄E�>= [y℄>E [B℄>E [x℄E = [y℄>E [B℄E [x℄E == B(y;x);tak¾e forma B je symetri
ká.Mati
e A, která splòuje A = A>, se nazývá symetri
ká mati
e, tak¾e vìtu lzezformulovat struènì také tak, ¾e bilineární forma na prostoru koneèné dimenze jesymetri
ká, právì kdy¾ má v libovolné bázi symetri
kou mati
i.Mati
eA, pro kterou platíA = �A>, se nazývá antisymetri
ká mati
e. Podobnìbilineární forma na prostoru koneèné dimenze je antisymetri
ká, právì kdy¾ má vlibovolné bázi antisymetri
kou mati
i.Známe{li mati
i [B℄E bilineární formy B vzhledem k urèité bázi E prostoruV , mù¾eme snadno urèit i mati
i její symetri
ké (respektive antisymetri
ké) èásti.



126 Bilineární formyJe{li toti¾ E = (e1; : : : ; en) nìjaká uspoøádaná báze prostoru V , potom pro ka¾déi; j 2 f1; : : : ; ng je podle (16.8)BS(ei; ej) = 12�B(ei; ej) +B(ej; ei)� ; BA(ei; ej) = 12�B(ei; ej)� B(ej; ei)� :Odtud pro pøíslu¹né mati
e symetri
ké a antisymetri
ké èásti plyne, ¾e�BS�E = 12�[B℄E + [B℄>E � ; �BA�E = 12�[B℄E � [B℄>E � : (16.11)Vzor
e (16.11) jsou vlastnì mati
ovou obdobou vzor
ù (16.8), které de�novaly sy-metri
kou a antisymetri
kou èást bilineární formy.Podobnì jako u bilineární
h forem mù¾eme tedy hovoøit o symetri
ké a antisyme-tri
ké èásti libovolné ètver
ové mati
e B. Pro tyto èásti pak platí pøedpisy podobnévzor
ùm (16.11) BS = 12�B+B>� ; BA = 12�B�B>� :16.5. Zmìna mati
e bilineární formy pøi zmìnì bázeNe
h» V je vektorový prostor koneèné dimenze a ne
h» E = (e1; : : : ; en) a F == (f1; : : : ; fn) jsou dvì báze V . Ne
h» P je mati
e pøe
hodu od báze E k nové báziF , tak¾e pro libovolný vektor x 2 V platí podle (15.12)[x℄E = P [x℄F :S pou¾itím (16.9) dostaneme pro libovolné dva vektory x;y 2 U a bilineární formuB na V [x℄>F [B℄F [y℄F = B(x;y) = [x℄>E [B℄E [y℄E = [x℄>F P>[B℄E P [y℄F :Zvolíme{li x = fi a y = fj, snadno si ovìøíme, ¾e prvky v i-tém øádku a j-tém sloup
imati
 [B℄F a P>[B℄E P jsou stejné, tedy[B℄F = P>[B℄E P: (16.12)Odtud dostaneme s pou¾itím mati
e zpìtného pøe
hodu T = P�1 od báze Fk bázi E [B℄E = T>[B℄F T: (16.13)16.6. Kongruentní mati
eVý¹e uvedená rovnost (16.12) je motiva
í pro nový pojem.



16.6 Kongruentní mati
e 127De�ni
e 16.7. Ètver
ová mati
e A je kongruentní s mati
í B, jestli¾e existujeregulární mati
e T tak, ¾e A = T>BT:Úvahy pøed
hozího èlánku mù¾eme shrnout pomo
í nového pojmu do následují
ívìty.Vìta 16.8. Mati
e dané bilineární formy v rùzný
h bází
h jsou kongruentní.Je mo¾no dokázat i tvrzení, ¾e jsou-li mati
e kongruentní, pak jsou mati
eminìjaké bilineární formy v rùzný
h bází
h. Jeliko¾ podstatné vlastnosti bilineární
hforem (napøíklad symetrie) nezávisí na bázi prostoru, dá se oèekávat, ¾e kongruentnímati
e budou mít podstatné 
harakteristiky shodné.Snadno lze také dokázat, ¾e ka¾dá mati
e je kongruentní sama se sebou, ¾e je-liA kongruentní s B a B kongruentní s C, pak A je také kongruentní s C, a koneènìje-li A kongruentní s B, pak je i B kongruentní s A.Napøíklad je-li A kongruentní s B, pak po pøenásobení rovnosti A = T>BTzleva (T>)�1 = (T�1)> a zprava T�1 dostaneme B = (T�1)>AT�1. Mati
e B je tedykongruentní s A. Skuteènì, oznaèíme{li M = T�1, pak M je regulární mati
e, aplatí B =M>AM.Pojmy k zapamatování X| mati
e bilineární formy a její zmìna pøi zmìnì báze,| symetri
ké a antisymetri
ké bilineární formy,| kongruentní mati
e.
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Kapitola 17Kvadrati
ké formy
Prùvod
e studiemSJ VZ Dosadíme-li do bilineární formy za oba argumenty tentý¾ vektor, dostaneme spe
iálnífunk
i jedné vektorové promìnné. Napøíklad pro y1 = x1 a y2 = x2 dostaneme na levéstranì rovni
e (16.1) funk
i jedné vektorové promìnné x = [x1; x2℄ ve tvaruQ(x) = �2x21 + 2x1x2 � 3x22: (17.1)Ukazuje se, ¾e takové spe
iální funk
e mohou v nìkterý
h dùle¾itý
h pøípade
h nahraditpùvodní bilineární formu. Pøe
hod ke skalární funk
i jedné vektorové promìnné je zákla-dem takzvaný
h energeti
ký
h metod øe¹ení te
hni
ký
h problémù a usnadòuje øe¹enínìkterý
h dal¹í
h úloh.
Cíle

➳ Po prostudování této kapitoly budete umìt:� sestavit mati
i kvadrati
ké formy,� vyjádøit kvadrati
kou formu ve tvaru lineární kombina
e ètver
ù,� urèit typ kvadrati
ké formy.



17.1 De�ni
e a pøíklady 12917.1. De�ni
e a pøíkladyDe�ni
e 17.1. Ne
h» V je vektorový prostor a ne
h» B je bilineární forma na V .Zobrazení QB de�nované pro libovolné x 2 V pøedpisemQB(x) = B(x;x) (17.2)se nazývá kvadrati
ká forma pøíslu¹ná bilineární formì B. Kvadrati
kou formoubudeme struènì nazývat zobrazení Q de�nované na V , pro které existuje biline-ární forma B na V tak, ¾e Q = QB. Kvadrati
kou formu mù¾eme pova¾ovat zazobe
nìní funk
e y = ax2 na vektorové prostory.

☞

Pøíklad 17.2. Na prostoru V = R3 sloup
ový
h vektorù dimenze 3 je de�novánozobrazení Q, které ka¾dému vektoru x = [x1; x2; x3℄> pøiøazujeQ(x) = x>x = [x1; x2; x3℄24 x1x2x3 35 = x21 + x22 + x23; (17.3)
o¾ je kvadrati
ká forma pøíslu¹ná bilineární formì de�nované rovností (16.2). Interpre-tujeme-li x jako polohový vektor, pak Q(x) je druhá mo
nina jeho délky.
☞

Pøíklad 17.3. Ne
h» A = [aij℄ je daná reálná ètver
ová mati
e øádu 2. Pak zobra-zení, které ka¾dému sloup
ovému vektoru x = [x1; x2℄> pøiøazujeQ(x) = x>Ax = [x1; x2℄ � a11 a12a21 a22 � � x1x2 � = a11x21+(a12+a21)x1x2+a22x22 (17.4)je kvadrati
ká forma pøíslu¹ná bilineární formì de�nované rovností (16.3).
☞

Pøíklad 17.4. Ne
h» F je prostor v¹e
h reálný
h funk
í. Pak pøedpis, který ka¾défunk
i f 2 F pøiøazuje Q(f) = f(1)2 + f(2)2; (17.5)de�nuje kvadrati
kou formu pøíslu¹nou bilineární formì de�nované rovností (16.4).17.2. Základní vlastnostiNe
h» V je reálný vektorový prostor. Jeliko¾ pro ka¾dou bilineární formu B na V ,x 2 V a reálné � platí B(�x; �x) = �2B(x;x), platí pro ka¾dou kvadrati
kou formuQ na V , x 2 V a reálné � rovnostQ(�x) = �2Q(x): (17.6)



130 Kvadrati
ké formyOdtud bezprostøednì plyne, ¾e Q(o) = Q(0 � o) = 0a ¾e obor hodnotH (Q) ka¾dé kvadrati
ké formy Q obsahuje s ka¾dým èíslem i jehonezáporné násobky. Obor hodnot nulové kvadrati
ké formy de�nované pøedpisemQ(x) = 0 obsahuje pouze èíslo 0.Existuje ví
e bilineární
h forem, které podle (17.2) urèují danou kvadrati
kouformu. Tak napøíklad kvadrati
ká forma (17.1), která pøíslu¹í bilineární formì z(16.1), odpovídá také bilineární formìC(x;y) = �2x1y1 + 4x1y2 � 2x2y1 � 3x2y2 : (17.7)Jestli¾e polo¾íme y = x (y1 = x1 a y2 = x2) obdr¾íme stejnou kvadrati
kou formuQC(x) = C(x;x) = �2x21 + 2x1x2 � 3x22 :Nabízí se otázka, mají{li bilineární formy z (16.1) a (17.7) nì
o spoleèné. Odpovìïdává následují
í vìta.Vìta 17.5. Ne
h» B a C jsou dvì bilineární formy na vektorovém prostoru V .Potom B(x;x) = C(x;x), tedy QB(x) = QC(x)pro v¹e
hny vektory x 2 V právì tehdy, kdy¾BS(x;y) = CS(x;y)pro ka¾dé x; y 2 V . Naví
 platíQB(x) = BS(x;x) : (17.8)Dùkaz. Ne
h» bilineární formy B a C vytváøí stejnou kvadrati
kou formu, tj.B(x;x) = C(x;x) :Pro libovolné x;y 2 V podle (16.8) s pøihlédnutím k vlastnostem bilineární formyplatíBS(x;y) = 12�B(x;y) +B(y;x)� = 12�B(x+ y;x+ y)�B(x;x)�B(y;y)� == 12�C(x+ y;x+ y)� C(x;x)� C(y;y)� = 12�C(x;y) + C(y;x)� == CS(x;y) ;tak¾e BS(x;y) = CS(x;y) :



17.3 Mati
e kvadrati
ké formy 131Pøedpokládejme naopak, ¾e pro bilineární formy B a C jeBS(x;y) = CS(x;y) :Potom 12�B(x;y) +B(y;x)� = 12�C(x;y) + C(y;x)�, odkud pak plyne, ¾eB(x;x) = C(x;x) ;je{li y = x.Rovnost (17.8) vyplývá bezprostøednì z první rovnosti v (16.8), jestli¾e dosadímeza u a v vektor x.Poznámka 17.6. Na základì této vìty v¹e
hny bilineární formy, které urèují vzta-hem (17.2) tuté¾ kvadrati
kou formu, mají stejnou symetri
kou èást. Na druhé stranìv¹ak existuje právì jedna symetri
ká bilineární forma, která danou kvadrati
kouformu vytváøí. Jinými slovy, kvadrati
ké a symetri
ké bilineární formy si vzájemnìjednoznaènì odpovídají.17.3. Mati
e kvadrati
ké formyNe
h» V je vektorový prostor koneèné dimenze s bází E = (e1; : : : ; en) a ne
h» Qje daná kvadrati
ká forma pøíslu¹ná bilineární formì B. Pak mù¾eme pro libovolnývektor x 2 V vyèíslit hodnotu Q(x) pomo
í jeho souøadni
 a mati
e bilineární formyB vzhledem k bázi E ze vztahuQ(x) = B(x;x) = [x℄>E [B℄E [x℄E ;který dostaneme z (16.9). Je proto pøirozené pova¾ovat mati
i [B℄E za mati
i kvad-rati
ké formy Q pøíslu¹né bilineární formì B v bázi E . Podle (17.8) v¹ak kvadrati
káforma pøíslu¹ná B pøíslu¹í té¾ symetri
ké èásti BS bilineární formy B. Jeliko¾ mati
elibovolné symetri
ké formy v dané bázi je symetri
ká, je výhodné de�novat mati
ikvadrati
ké formy QB pøíslu¹né k bilineární formì B jako symetri
kou mati
i[QB℄E = �BS�E : (17.9)Pøi studiu mati
 kvadrati
ký
h forem se tedy mù¾eme omezit na symetri
ké mati
e.
☞

Pøíklad 17.7. Bilineární forma (17.7) má vzhledem ke standardní bázi mati
i[C℄E = � �2 4�2 �3 � :Její symetri
ké èásti odpovídá podle (16.11) mati
e[C℄SE = 12�[C℄E + [C℄>E � = 12� � �2 4�2 �3 �+ � �2 �24 �3 � � = � �2 11 �3 � ;kterou v souladu s (17.9) nazýváme mati
í kvadrati
ké formy QC .



132 Kvadrati
ké formy17.4. Diagonální tvar mati
e kvadrati
ké formyJedním z dùle¾itý
h problémù pøi studiu kvadrati
ký
h forem je urèit, jaký
h hodnotmù¾e nabývat daná kvadrati
ká forma. Na tuto otázku mù¾eme snadno odpovìdìt,máme-li mati
i kvadrati
ké formy v diagonálním tvaru, nebo» pak se hodnota kva-drati
ké formy v daném vektoru vypoète jako souèet druhý
h mo
nin souøadni
tohoto vektoru, tedy kladný
h èísel, násobený
h diagonálními prvky. Tak napøíkladhned vidíme, ¾e kvadrati
ká formaQ(x) = [x1; x2℄ �1 00 3� �x1x2� = x21 + 3x22nabývá kladné hodnoty pro libovolný vektor x 6= o.Není-li mati
e kvadrati
ké formy v diagonálním tvaru, nemù¾eme obvykle najítjejí obor hodnot bezprostøednì, av¹ak mù¾eme se pokusit upravit formu na tvar, zekterého lze obor hodnot poznat. Napøíklad doplòováním ètver
ù formy Q de�novanérovností (17.1) dostaneme pro x = [x1; x2℄Q(x) = �2x21 + 2x1x2 � 3x22 = �2�x21 � 2x1(12x2) + (12x2)2�+ 12x22 � 3x22 == �2(x1 � 12x2)2 � 52x22;tak¾e Q(x) < 0 pro x 6= o.Úpravu, kterou jsme pou¾ili pøi reduk
i Q na lineární kombina
i ètver
ù, mù¾emepopsat jako zmìnu báze. Polo¾íme nejprve y1 = x1 � 12x2, y2 = x2, odtud pakdostáváme substitu
i x1 = y1 + 12y2, x2 = y2, která pøevádí formu Q na tvarQ(x) = �2y21 � 52y22s diagonální mati
í D = � �2 00 �52 � :Substitu
i x1 = y1 + 12y2, x2 = y2 mù¾eme vyjádøit v mati
ové podobì� x1x2 � = � 1 120 1 � � y1y2 � :Vektor [x1; x2℄> je vlastnì souøadni
ový vektor [x℄E vektoru x ve standardní báziE = (e1; e2) prostoru R2 . Vektor [y1; y2℄> mù¾eme zase pova¾ovat za souøadni
ovývektor [x℄F vektoru x v nové bázi F = (f1; f2), která je urèena mati
í pøe
hoduP = � 1 120 1 �



17.5 Kvadrati
ké formy v R2 133od báze E k bázi F . Zmìnou báze jsme se zabývali v kapitole (15.7). Odtud víme,¾e vektory báze F jsou urèeny sloup
i mati
e pøe
hodu P, tj.f1 = [1; 0℄ ; f2 = [12 ; 1℄ ;a ¾e pøíslu¹nou substitu
i lze vyjádøit ve tvaru[x℄E = P[x℄F :Oznaèíme{li je¹tì mati
e kvadrati
ké formy Q v bázi E aF po øadì [Q℄E a [Q℄F ,potom podle (16.12) platí[Q℄F = P>[Q℄EP = �1 012 1� � �2 11 �3 � �1 120 1� = � �2 00 �52 � ;
o¾ je na¹e diagonální mati
e D.Na¹e pozorování nyní vyu¾ijeme ke studiu kvadrati
ký
h forem v R2 .17.5. Kvadrati
ké formy v R 2Libovolnou kvadrati
kou formu na R2 mù¾eme zapsat buïto pomo
í slo¾ek ve tvaruQ(x) = ax21 + 2bx1x2 + 
x22; (17.10)nebo mati
ovì ve tvaruQ(x) = x>Ax; x = [x1; x2℄ � a bb 
 � � x1x2 � = �x1x2� ; A = �a bb 
� :Mati
i A pøitom mù¾eme pova¾ovat za mati
i Q ve standardní bázi E = (e1; e2).Budeme se zabývat otázkou, na jaký tvar lze redukovat mati
i A pøe
hodem kevhodné nové bázi. Pro zjednodu¹ení výkladu se omezíme na hledání redukovanéhotvaru vhodného násobku formyQ, tak¾e pro nenulovou formu mù¾eme pøedpokládat,¾e nìkterý nenulový koe�
ient formy Q je roven jedné.Pøedpokládejme nejprve, ¾e a = 1, tak¾e doplnìním ètver
ù mù¾eme upravit(17.10) na tvarQ(x) = �x21 + 2x1(bx2) + (bx2)2�+ (
� b2)x22 = (x1 + bx2)2 + (
� b2)x22: (17.11)Budeme rozli¹ovat dva pøípady. Jestli¾e 
� b2 6= 0, polo¾ímey1 = x1 + bx2; y2 =pj
� b2jx2 :Pomo
í substitu
e x1 = y1 � bpj
� b2jy2 ; x2 = 1pj
� b2jy2 (17.12)



134 Kvadrati
ké formypak dostaneme jeden z tvarùQ(x) = y21 + y22; Q(x) = y21 � y22 :Zapí¹eme-li si substitu
i (17.12) v mati
ové podobì x = Py, kdex = �x1x2� ; y = �y1y2� ; P = 241 �bpj
�b2j0 1pj
�b2j35 ;mù¾eme provedenou úpravu zapsat té¾ v mati
ovém tvaruQ(x) = x>Ax = y>P>APy = y>Dy; (17.13)kde D je jedna z mati
 D1 = �1 00 1� ; D2 = �1 00 �1� : (17.14)Mati
iP pøitom mù¾eme pova¾ovat za mati
i pøe
hodu od standardní báze E k novébázi F , tak¾e platíx = [x℄E = P [x℄F = Py; [Q℄F = D; Q(x) = [x℄>F [Q℄F [x℄F = y>Dy:Jestli¾e 
 � b2 = 0, pak pomo
í substitu
e x1 = y1 � by2; x2 = y2 dostanemeQ(x) = y21: Zapí¹eme-li si tuto substitu
i opìt v mati
ovém tvaru s mati
íP = �1 �b0 1 � ;mù¾eme provedenou úpravu zapsat té¾ v mati
ovém tvaru (17.13), kdeD = �1 00 0� : (17.15)Ukazuje se, ¾e ka¾dá nenulová kvadrati
ká forma (nebo její násobek) má vevhodné bázi jednu z mati
 (17.14) nebo (17.15).Pro a = 0 a 
 6= 0 staèí zopakovat pøed
hozí úvahy s tím, ¾e zamìníme a s 
 ax1 s x2. Pokud a = 
 = 0, pak pro vhodný násobek Q bude b = 1=2. Polo¾íme-lix1 = y1 + y2; x2 = y1 � y2; (17.16)dostaneme Q(x) = y21 � y22:Transforma
i (17.16) mù¾eme opìt pova¾ovat za pøe
hod k souøadni
ím v nové bázis mati
í pøe
hodu P = � 1 11 �1 � :
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Obr. 17.1: Kvadrati
ké formy na R2Pøímým výpoètem si lze ovìøit, ¾e platí (17.13) s mati
í D = D2 z (17.14).Zahrneme-li do na¹i
h úvah i nulovou kvadrati
kou formu, dojdeme k závìru, ¾eka¾dou kvadrati
kou formu na R2 mù¾eme redukovat vhodnou substitu
í èi pøe
ho-dem k jiné bázi na jeden z tvarùQ1(x) = x21 + x22; Q2(x) = x21 � x22; Q3(x) = x21; Q4(x) = 0;který lze identi�kovat z hodnot, ji
h¾ mù¾e nabývat forma Q na mno¾inì R2nfog.Ka¾dý z tì
hto tvarù má 
harakteristi
ký název, který je uveden na obr. 17.1 spoluse znázornìním grafu z = Q(x).
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ké formy17.6. Pozitivnì de�nitní kvadrati
ké formyMimoøádný význam v aplika
í
h mají kvadrati
ké formy, jeji
h¾ obor hodnot tvoøínezáporná èísla, tak¾e je lze pova¾ovat za zobe
nìní elipti
ké a paraboli
ké formyz obr. 17.1.De�ni
e 17.8. Kvadrati
ká forma Q na vektorovém prostoru V se nazývá pozi-tivnì de�nitní, jestli¾e pro libovolné x 2 V ; x 6= o platí Q(x) > 0: Jestli¾e prolibovolné x 2 V platí Q(x) � 0, pak se Q nazývá pozitivnì semide�nitní.
☞

Pøíklad 17.9. Kvadrati
ká forma (17.3) je pozitivnì de�nitní.

☞

Pøíklad 17.10. Kvadrati
ká forma q = �Q, kde Q je de�nována rovností (17.1), jepozitivnì de�nitní. Vyplývá to z úpravy formy Q na tvar Q(x) = �2(x1 � 12x2)2 �� 52x22, odtud q(x) = +2(x1 � 12x2)2 + 52x22.

☞

Pøíklad 17.11. Kvadrati
ká forma (17.5) také nabývá pouze nezáporný
h hodnot,av¹ak Q(f) = 0 napøíklad pro nenulovou funk
i f(x) = (x� 1)(x� 2). Kvadrati
káforma (17.5) je proto pouze pozitivnì semide�nitní.Je-li V vektorový prostor koneèné dimenze s bází E a je-liQ je pozitivnì de�nitníkvadrati
ká forma, pak pro libovolné x 6= o platí [x℄E 6= o aQ(x) = [x℄>E [Q℄E [x℄E > 0: (17.17)Nerovnost (17.17), kterou splòuje mati
e pozitivnì de�nitní kvadrati
ké formy, másmysl pro ka¾dou symetri
kou mati
i A, kterou budeme nazývat pozitivnì de�nitní,jestli¾e pro ka¾dý sloup
ový vektor x 6= o platí x>Ax > 0; a pozitivnì semide�nitní,jestli¾e x>Ax � 0 pro libovolný sloup
ový vektor x. Kvadrati
ká forma je tedypozitivnì de�nitní (semide�nitní), právì kdy¾ je její mati
e v libovolné bázi pozitivnìde�nitní (semide�nitní).Ka¾dá pozitivnì de�nitní mati
e má kladnou diagonálu. Skuteènì, je-liA = [aij℄pozitivnì de�nitní mati
e, pak pro libovolný sloupe
 s = sIi jednotkové mati
e platí0 < s>As = aii:Je-li D diagonální mati
e s diagonálními prvky d1; : : : ; dn a x = [x1; : : : ; xn℄>,pak x>Dx = d1x21 + � � �+ dnx2n:Mati
e D je tedy pozitivnì de�nitní, právì kdy¾ d1 > 0; : : : ; dn > 0. Jeliko¾ pozi-tivní de�nitnost je vlastnost kvadrati
ké formy, která se pøená¹í na mati
e kvadra-ti
ké formy, plyne odtud, ¾e symetri
ká mati
e kongruentní s diagonální mati
í jepozitivnì de�nitní, právì kdy¾ tato diagonální mati
e má kladné diagonální prvky .Obdobné tvrzení platí i pro pozitivnì semide�nitní mati
e.



17.6 Pozitivnì de�nitní kvadrati
ké formy 137Pojmy k zapamatováníX | mati
e kvadrati
ké formy,| metoda doplòování na ètvere
,| pozitivnì de�nitní kvadrati
ké formy.
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Kapitola 18Kongruen
e symetri
ký
h adiagonální
h mati
Prùvod
e studiemSJ VZ V èlánku 16.6 jsme si zavedli pro symetri
ké mati
e rela
i kongruen
e a ukázali jsmesi, ¾e jakékoliv kongruentní mati
e mù¾eme pova¾ovat za souøadni
e té¾e kvadrati
kéformy v rùzný
h bází
h. Pro kvadrati
ké formy na prostoru dimenze dvì jsme si dokon
edokázali, ¾e mezi symetri
kými mati
emi dané kvadrati
ké formy v rùzný
h bází
h jev¾dy diagonální mati
e, pøièem¾ poèet její
h kladný
h èi záporný
h prvkù nezávisí navolbì báze. V této kapitole si tyto výsledky zobe
níme a uká¾eme si efektivní výpoèetnípostupy pro nalezení diagonální mati
e, která je kongruentní s danou symetri
kou mati
í.Cíle

➳ V této kapitole se nauèíte:� pomo
í kongruen
í redukovat pozitivnì de�nitní mati
i na diagonálnítvar,� vyu¾ít kongruen
e i pro symetri
ké mati
e,� klasi�kovat kvadrati
ké formy pomo
í kongruen
í.18.1. Diagonální reduk
e pozitivnì de�nitní ma-ti
ePro dal¹í studium kongruen
í pou¾ijeme elementární øádkové opera
e a jeji
h mati-
ový zápis. Novinkou v¹ak bude to, ¾e ke ka¾dé elementární opera
i budeme následnìuva¾ovat její sloup
ovou variantu a místo o elementární
h opera
í
h budeme mlu-vit o elementární
h kongruen
í
h. Je-li tedy T mati
e nìkteré elementární opera
es øádky ètver
ové mati
e A (viz èlánek 8.1), pak mati
i upravenou pøíslu¹nou ele-mentární kongruen
í lze zapsat ve tvaru TAT>. Spojíme-li toto pozorování s postupy,



18.1 Diagonální reduk
e pozitivnì de�nitní mati
e 139které jsme pou¾ívali pøi studiu LU rozkladù, snadno doká¾eme následují
í tvrzení,které lze pou¾ít k ovìøení pozitivní de�nitnosti mati
e nebo k øe¹ení soustav s pozi-tivnì de�nitní mati
í.Vìta 18.1. Ne
h» A je pozitivnì de�nitní mati
e. Pak existuje regulární dolnítrojúhelníková mati
e L a diagonální mati
e D s kladnou diagonálou tak, ¾eLAL> = D: (18.1)Dùkaz. Ne
h» A = [aij℄ je daná pozitivnì de�nitní mati
e øádu n. V èlánku 17.6jsme si ukázali, ¾e ka¾dá pozitivnì de�nitní mati
e má kladné diagonální prvky,tak¾e a11 > 0:S pomo
í mati
ového zápisu elementární
h opera
í najdeme, stejnì jako v dùkazuvìty 9.2, dolní trojúhelníkovou mati
i L1, pro kterou platíL1A = 26664a11 a12 : : : a1n0 a122 : : : a12n... ... . . . ...0 a1n2 : : : a1nn
37775 : (18.2)Jeliko¾ A je symetri
ká, plyne odtud, ¾e mati
e (L1A)> = AL1> má stejný prvnísloupe
 jako A, tak¾e L1AL1> = �a11 oo A1� ; (18.3)kde A1 = 264a122 : : : a12n... . . . ...a1n2 : : : a1nn375 :Mati
eA1 je v¹ak nejen symetri
ká, jak je patrné z (18.3), nýbr¾ i pozitivnì de�nitní,nebo» pro ka¾dý vektor x = �0y� ;kde y 6= o, platí 0 < x>L1AL1>x = y>A1y:Opakováním tohoto postupu najdeme dolní trojúhelníkové mati
e L2; : : : Ln�1tak, ¾e pro L = Ln�1 � � �L1platí (18.1). Jeliko¾ L je souèin regulární
h dolní
h trojúhelníkový
h mati
, je L,podle èlánku 9.2, také dolní trojúhelníková mati
e.Dùkaz je zalo¾en na mírné modi�ka
i postupu uvedeného v èlánku 9.4 a dávánám souèasnì návod, jak L a D nalézt.
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☞

Pøíklad 18.2. Najdìte diagonální mati
i D, která je kongruentní s pozitivnì de�-nitní mati
í A = 24 2 �1 0�1 2 �10 �1 2 35 : (18.4)Øe¹ení. Mati
i A upravíme spolu s jednotkovou mati
í na horní trojúhelníkovoumati
i. Dostaneme:[AjI℄ = 24 2 �1 0 1 0 0�1 2 �1 0 1 00 �1 2 0 0 1 35 r2 + 12r1 7! 24 2 �1 0 1 0 00 32 �1 12 1 00 �1 2 0 0 1 35 r3 + 23r2 7!7! 24 2 �1 0 1 0 00 32 �1 12 1 00 0 43 13 23 1 35Snadno si ovìøíme, ¾e proL = 241 0 012 1 013 23 135 ; D = 242 0 00 32 00 0 4335 (18.5)platí LAL> = 241 0 012 1 013 23 13524 2 �1 0�1 2 �10 �1 2 35241 12 130 1 230 0 135 = D N18.2. LDL> rozklad a øe¹ení soustav s pozitivnìde�nitní mati
íRozklad (18.1) je základem efektivní
h algoritmù pro øe¹ení soustav s pozitivnìde�nitními mati
emi, nebo» je ekvivalentní rozkladùmA�1 = L>D�1L nebo A = �LD�L>; �L = L�1: (18.6)

☞

Pøíklad 18.3. Vyu¾ijte øe¹ení pøíkladu 18.2 k øe¹ení soustavy:2x1 � x2 = 1�x1 + 2x2 � x3 = 0�x2 + 2x3 = 1 (18.7)
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e symetri
ké a diagonální mati
e 141Øe¹ení. Mati
e soustavy A je dána rovností (18.4), tak¾e pro L a D de�novanérovností (18.5) platí LAL> = D a A = L�1DL�>. Oznaèíme-li si b pravou stranusoustavy (18.7), mù¾eme si vyjádøit její øe¹ení ve tvarux = A�1b = L> �D�1(Lb)� = 24 1 12 130 1 230 0 1 3524 12 0 00 23 00 0 34 3524 1 0 012 1 013 23 1 3524 101 35 = 24 111 35 :Soustava (18.7) má tedy øe¹ení x = 11; x = 12; x = 13. N18.3. Kongruen
e symetri
ké a diagonální mati
eDoplnìním dùkazu vìty 18.1 mù¾eme dokázat, ¾e ka¾dá symetri
ká mati
e je kon-gruentní s diagonální mati
í.Vìta 18.4. Ne
h» A = [aij℄ je symetri
ká mati
e. Pak existuje regulární mati
eT a diagonální mati
e D tak, ¾e TAT> = D: (18.8)Dùkaz. Ne
h» A = [aij℄ je symetri
ká mati
e øádu n. Jestli¾e a11 = 0 a nìkterýmimodiagonální prvek ai1 = a1i je nenulový, pak pøiètením nebo odeètením i-téhoøádku k prvnímu øádku a následným provedením obdobné opera
e se sloup
i mù¾emedostat do levého horního rohu nenulový prvek. Mù¾eme se o tom pøesvìdèit úpravou1i � 10 ia1iai1 aii � r1 + �ri 7! 1i � 1�ai1 ia1i + �aiis1 + �siai1 aii � 7! 1i � 12�ai1 + �2aii ia1i + �aiiai1 + �aii aii � ;kde jsme pro pøehlednost vyne
hali øádky a sloup
e mati
e A, které neovlivní prvekv levém horním rohu upravené mati
e, a dosazením � = 1 nebo � = �1. Mati
ovýzápis takové úpravy má tvar �A = [�aij℄ = G1AG>1 ;kde �a11 6= 0 a G1 je mati
e tvaru (8.3), která pøi násobení zleva realizuje pøièteníprvního øádku k i-tému øádku nebo odeètení prvního øádku od i-tého øádku, tedyG1 = Gi1(1) nebo G1 = Gi1(�1). Pokud a11 6= 0, pak polo¾íme G1 = I a�A = A = G1AG>1 :Jeliko¾ �a11 6= 0, pak najdeme, stejnì jako v èlánku 18.1, dolní trojúhelníkovoumati
i L1 tak, ¾e L1 �AL1> = � �a11 oo A1 � :
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Pro T1 = L1G1tedy platí T1AT>1 = � �a11 oo A1 � :Celý postup mù¾eme opakovat, nejprve s mati
í A1, k postupné elimina
i mimodi-agonální
h prvkù, a¾ po n� 1 kro
í
h dostaneme proT = Tn�1 � � �T1rovnost (18.8).Dùkaz vìty ukazuje, jak lze najít diagonální mati
i, která je kongruentní s danousymetri
kou mati
í.

☞

Pøíklad 18.5. Najdìte regulární mati
iT a diagonální mati
iD tak, aby pro mati
iA = 24 0 1 01 0 10 1 0 35platilo TAT> = D:Øe¹ení. Mati
i A nejprve upravíme na diagonální tvar pomo
í elementární
h kon-gruen
í. Dostaneme postupnì:24 0 1 01 0 10 1 0 35 r1+r2 7! 24 1 1 11 0 1s1+s20 1 0 35 7! 24 2 1 11 0 11 1 0 35 r2� 12r1r3� 12r1 7!7!24 2 1 10 �12 120 s2� 12s112 s3� 12s1� 12 35 7! 24 2 0 00 �12 120 12 �12 35 r3+r2 7! 24 2 0 00 �12 120 0 s2+s30 35 7! 24 2 0 00 �12 00 0 0 35Mati
i T najdeme tak, ¾e øádkové opera
e, které jsme pou¾ili k úpravì A, postupnìprovedeme na jednotkové mati
i. Dostaneme tak24 1 0 00 1 00 0 1 35 r1+r2 7! 24 1 1 00 1 00 0 1 35 r2� 12r1r3� 12r1 7! 24 1 1 0�12 12 0�12 �12 1 35 r3+r2 7!7! 24 1 1 0�12 12 0�1 0 1 35 = T :



18.4 Zákon setrvaènosti kvadrati
ký
h forem 143Snadno si ovìøíme, ¾e platíTAT> = 24 2 0 00 �12 00 0 0 35 = D : NDùsledek 18.6. Ne
h» Q je libovolná kvadrati
ká forma na vektorovém prostorukoneèné dimenze. Pak existuje báze F prostoru V tak, ¾e [Q℄F je diagonální.Dùkaz. Ne
h» E je libovolná báze prostoru V : Jeliko¾ [Q℄E je symetri
ká mati
e,existuje podle vìty 18.4 regulární mati
e �S tak, ¾e �S [Q℄E �S>= D, kdeD je diagonálnímati
e. To v¹ak je pro S = �S> ekvivalentní vztahu S>[Q℄E S = D. Je-li F báze Vde�novaná mati
í pøe
hodu S, pak podle (16.13) platí [Q℄F = S>[Q℄E S = D.18.4. Zákon setrvaènosti kvadrati
ký
h foremNásledují
í vìta nám øíká, ¾e kongruen
e za
hovává i poèet kladný
h, záporný
h anulový
h prvkù na diagonále. Poznamenejme, ¾e toto tvrzení jsme si u¾ ukázali propozitivnì de�nitní mati
e a symetri
ké mati
e øádu dvì.Vìta 18.7. Ne
h» D a E jsou diagonální mati
e øádu n s diagonálami d1; : : : ; dna e1; : : : ; en. Ne
h» T je regulární a D = T>ET. Pak poèet kladný
h, záporný
h inulový
h prvkù na diagonálá
h obou mati
 je shodný.Dùkaz. Jeliko¾ násobení regulární mati
í za
hovává hodnost mati
e, mù¾eme pøed-pokládat, ¾e obì mati
e mají stejný poèet h nenulový
h prvkù. Budeme také pøed-pokládat, ¾e diagonály jsou uspoøádány tak, ¾ed1 > 0; : : : ; dp > 0 ; dp+1 < 0; : : : ; dh < 0 ;e1 > 0; : : : ; eq > 0 ; eq+1 < 0; : : : ; eh < 0V opaèném pøípadì je pøeuspoøádáme pomo
í elementární
h kongruen
í odvozený
hz výmìny øádkù. Dále budeme pøedpokládat, ¾e T je regulární mati
e taková, ¾eD = T>ET: (18.9)Kdyby p < q, pak by existovalo øe¹ení x soustavy rovni
x1 = 0; : : : ; xp ; rTq+1x = 0; : : : ; rTh x = 0 ;které má nìkterou z první
h h slo¾ek nenulovou, nebo» podle pøedpokladu je rovni
ménì ne¾ h. Musí to být zøejmì nìkterá ze slo¾ek xp+1; : : : ; xh tak¾e platíx>Dx < 0; x>T>ETx � 0;
o¾ je spor s (18.9).



144 Kongruen
e symetri
ký
h a diagonální
h mati
Pojmy k zapamatováníX | elementární kongruen
e,| kongruen
e symetri
ké a diagonální mati
e,| zákon setrvaènosti kvadrati
ký
h forem.
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Kapitola 19Skalární souèin a ortogonalitaA¾ doposud jsme se v souvislosti s vektorovými prostory nezabývali velikostí vektorùani úhly mezi vektory. Napravíme to v této kapitole, kde si zavedeme kosinus úhlui délku vektorù pomo
í bilineární formy a naznaèíme mo¾nosti jeji
h vyu¾ití.

0

v2

v1

v

x2

u2

u1 x1

u

α1

α2

α

Obr. 19.1: Úhel vektorù
19.1. De�ni
e skalárního souèinuJak roz¹íøit pojem úhlu (èi spí¹e kosinu úhlu) vektorù a délky vektoru na obe
nývektorový prostor nám napoví 19.1. Pro kosinus úhlu � vektorù u a v platí
os� = 
os(�2 � �1) = 
os�1 
os�2 + sin�1 sin�2 == u1pu21 + u22 � v1pv21 + v22 + u2pu21 + u22 � v2pv21 + v22 ;
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o pro délky kuk; kvk vektorù u a v platíkuk =qu21 + u22 a kvk =qv21 + v22:Prohlédneme-li si oba vzor
e, mù¾eme si v¹imnout, ¾e obì velièiny, které 
h
emezobe
nit, tedy délka vektoru i kosinus úhlu vektorù, mù¾eme vyjádøit pomo
í jedinésymetri
ké pozitivnì de�nitní bilineární formy(u;v) = u1v1 + u2v2; (19.1)které budeme dále øíkat euklidovský skalární souèin. S jeho pomo
í mù¾eme vyjádøitjak kosinus úhlu � vektorù u;v v R2, tak délku kuk pomo
í vzor
ù
os� = (u;v)p(u;u)p(v;v) ; kuk =p(u;u): (19.2)Vzor
e (19.2) mají po zadání bilineární formy smysl pro vektory libovolného vekto-rového prostoru. To vede k následují
í de�ni
i.De�ni
e 19.1. Skalární souèin na reálném vektorovém prostoru V je bilineárnísymetri
ká pozitivnì de�nitní forma na V . Oznaèíme-li si (u;v) skalární souèinvektorù u;v, platí tedy pro jakékoliv vektory u;v;w a � 2 R:(u+ v;w) = (u;w) + (v;w) (S1)(�u;v) = �(u;v) (S2)(u;v) = (v;u) (S3)(u;u) > 0 pro u 6= o (S4)Pøíklady skalární
h souèinù na rùzný
h vektorový
h prostore
h jsou v èlánku17.6.19.2. Norma vektoruPokud pou¾ijeme vzore
 (19.2) pro zavedení délky vektoru pomo
í skalárního sou-èinu, bude podle axiomu (S4) zøejmé, ¾e délka vyjde kladná pro nenulový vektor,av¹ak nebude hned jasné, zda je taková de�ni
e v souladu s dal¹ími vlastnostmi,které obvykle pøipisujeme dél
e vektoru. Ukazuje se, ¾e pro aplika
e jsou hlavnívlastnosti, které si zformulujeme v následují
í de�ni
i normy vektoru, kterou mù-¾eme pova¾ovat za roz¹íøení délky vektoru z R2 na obe
ný vektorový prostor. Normumù¾eme pova¾ovat také za zobe
nìní absolutní hodnoty reálného nebo komplexníhoèísla.



19.3 Norma indukovaná skalárním souèinem 147De�ni
e 19.2. Ne
h» V je vektorový prostor. Zobrazení, které ka¾dému vektoruv 2 V pøiøazuje nezáporné reálné èíslo kvk, se nazývá norma, jestli¾e pro ka¾déu;v 2 V a libovolný skalár � platí:ku + vk � kuk+ kvk (N1)k�uk = j�j kuk (N2)kuk = 0; právì kdy¾ u = o (N3)

☞

Pøíklad 19.3. Pøedpis kuk1 = maxfju1j; ju2jgde�nuje normu na R2:Mno¾ina vektorù s normou men¹í nebo rovnou 1 je na obr 19.2.

x1

x2

1

v

Obr. 19.2: Mno¾ina vektorù kvk1 � 1
19.3. Norma indukovaná skalárním souèinemV tomto èlánku si uká¾eme, ¾e pøedpis (19.2) de�nuje normu ve smyslu odstav
e19.2. Pou¾ijeme pøi tom následují
í nerovnost.
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hwarzova nerovnost). Ne
h» V je reálný vektorový prostor se ska-lárním souèinem. Pak pro ka¾dé dva vektory u;v 2 V platí(u;v)2 � (u;u)(v;v): (19.3)Rovnost nastane, právì kdy¾ jsou u, v závislé.Dùkaz. Tvrzení je zøejmé, je-li nìkterý z vektorù nulový. Pøedpokládejme proto, ¾ev 6= o, a v¹imnìme si, ¾e pro ka¾dé dva vektory u, v platí0 � (u+ �v;u+ �v) = (u;u) + 2�(u;v) + �2(v;v):Zvolíme-li si � = �(u;v)(v;v) ;dostaneme po úpravì 0 � (u;u)� (u;v)2(v;v) ;odkud po vynásobení obou stran nerovnosti (v;v) a jednodu
hé úpravì dostaneme(19.3). Rovnost nastane, jen kdy¾ (u+ �v;u+ �v) = 0, t.j. 1 � u+ �v = o.Z (19.3) plyne, ¾e ani ve vektorovém prostoru nepøevý¹í absolutní hodnota kosinuúhlu hodnotu 1.Dùsledek 19.5. Ne
h» V je vektorový prostor se skalárním souèinem a ne
h» jepro ka¾dý vektor v 2 V de�nováno kvk = p(v;v). Pak pro ka¾dé dva vektoryu;v 2 V platí ku+ vk � kuk+ kvk (19.4)a zobrazení v 7! kvk je norma na V .Dùkaz. S pou¾itím axiomù skalárního souèinu s S
hwarzovy nerovnosti dostanemeku+ vk2 = (u+ v;u+ v) = (u;u) + 2(u;v) + (v;v) �� kuk2 + 2kukkvk+ kvk2 = (kuk+ kvk)2;tak¾e platí (19.4). Platnost zbývají
í
h dvou axiomù normy je bezprostøedním dù-sledkem axiomù skalárního souèinu.Norma de�novaná pøedpisem kvk =p(v;v) se nazývá eukleidovská norma.



19.4 Ortogonální mno¾iny vektorù 14919.4. Ortogonální mno¾iny vektorùDe�ni
e ortogonality vektorù je motivována známou skuteèností, ¾e dva polohovévektory v rovinì èi prostoru jsou ortogonální, právì kdy¾ je kosinus jeji
h úhlu rovennule.De�ni
e 19.6. Ne
h» V je vektorový prostor se skalárním souèinem. Mno¾inavektorù E = fe1; : : : ; ekg je ortogonální, právì kdy¾ (ei; ej) = 0 pro i 6= j. Jestli¾enaví
 (ei; ei) = 1 pro v¹e
hna i = 1; : : : ; k, pak je E ortonormální. Mno¾ina v¹e
hvektorù x 2 V , které jsou ortogonální k dané mno¾inì vektorù U , se nazýváortogonální doplnìk U (vzhledem k mno¾inì V ) a znaèí se U ?.Je-li E = fe1; : : : ; ekg ortogonální mno¾ina nenulový
h vektorù, pak je E nezá-vislá, nebo» po skalárním vynásobení rovnostix1e1 + : : :+ xkek = ovektorem ei 2 E dostaneme(ei; x1e1 + : : :+ xkek) = (ei; o);odkud pomo
í axiomù skalárního souèinu získámexi(ei; ei) = 0;tedy xi = 0.Obdobným zpùsobem mù¾eme vypoèítat souøadni
e libovolného vektoru x da-ného vektorového prostoru V v ortogonální bázi E = (e1; : : : ; en), nebo» z rovnostix = x1e1 + : : :+ xkekdostaneme po skalárním vynásobení obou stran vektorem ei 2 E a úpravì, ¾exi = (ei;x)(ei; ei) : (19.5)Nemusíme tedy øe¹it ¾ádnou soustavu rovni
.Neménì snadné je vypoèítat eukleidovskou normu x ze souøadni
 [x℄E , nebo»(x;x) = (x1e1 + : : :+ xnen; x1e1 + : : :+ xnen) = x21 + : : :+ x2n: (19.6)Ortogonální soustavy vektorù mají rozsáhlé uplatnìní napøíklad pøi analýze sig-nálù, pøi ekonomi
kém u
hovávání rozsáhlý
h dat i v matemati
e. Následují
í vìtapopisuje doplnìk oboru hodnot mati
e.Vìta 19.7. Ne
h» A je libovolná mati
e. Pak N (A>) je ortogonální doplnìkH (A).
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h» x 2 H (A) a y 2 N (A>). Pak A>y = o a x lze vyjádøit ve tvarux = Az. Platí tedy x>y = (Az)>y = z>A>y = 0;tak¾e mno¾iny N (A>) a H (A) jsou ortogonální. Pro mati
i A typu (m;n) odtudsnadno plyne h(A) + d(A>) � m, tak¾e podle (14.2) platí h(A) � h(A>): Poslednínerovnost v¹ak platí i kdy¾ nahradíme mati
i A mati
í k ní transponovanou, tak¾eh(A) = h(A>) a h(A) + d(A>) = h(A>) + d(A>) = m, tak¾e N (A>) je ortogonálnídoplnìk H (A).
☞

Pøíklad 19.8. Ne
h» e1(x) = x a e2(x) = 1�x jsou dvì lineární funk
e vektorovéhoprostoru P2 v¹e
h lineární
h funk
í se skalárním souèinem de�novaným rovností(p; q) = p(0)q(0) + p(1)q(1): (19.7)Snadno se ovìøí, ¾e pøedpis (19.7) skuteènì de�nuje skalární souèin na P2 a ¾e E == (e1; e2) tvoøí ortonormální bázi P2, nebo»(e1; e2) = 0(1� 0) + 1(1� 1) = 0; (e1; e1) = 1; (e2; e2) = 1:Pak libovolnou lineární funk
i e(x) = a+ bx mù¾eme vyjádøit ve tvarue = �1e1 + �2e2;kde �1 = (e; e1) = e(0) � e1(0) + e(1) � e1(1) = e(1) = a+ b�2 = (e; e2) = e(0) � e2(0) + e(1) � e2(1) = e(0) = a:Snadno si ovìøíme, ¾e skuteènì platía + bx = (a+ b)x + a(1� x):

☞

Pøíklad 19.9. Ne
h» V je vektorový prostor v¹e
h po èáste
h konstantní
h funk
ína intervalu (0; 8℄, které mají skoky v 
elý
h èísle
h, v ni
h¾ jsou spojité zleva. Natomto prostoru de�nujeme skalární souèin pøedpisem(f; g) = Z 80 f(x)g(x) dx = f(1)g(1) + f(2)g(2) + : : :+ f(8)g(8):Snadno se uká¾e, ¾e vektory Haarovy báze H = (h1; : : : ; h8), viz 19.3, jsou orto-gonální. Vektory jsou uspoøádány podle délky intervalu, na kterém jsou nenulové.Takto zvolená báze nám umo¾òuje analyzovat frekven
i zmìn funk
e. Napøíkladpodle (19.5) je �[f ℄H �8 = (h8; f)(h8; h8) = f(8)� f(7)2 ;odkud lze usoudit, ¾e velké poslední souøadni
e 
harakterizují èastou zmìnu funk
e.
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0 Obr. 19.3: Haarova báze19.5. S
hmidtùv ortogonalizaèní pro
esKde vzít ortogonální bázi? V tomto èlánku si uká¾eme, ¾e z ka¾dé báze F == (f1; : : : ; fn) prostoru V lze sestavit ortogonální bázi E = (e1; : : : ; en), která má tuvlastnost, ¾e ka¾dý vektor ei je lineární kombina
í vektorù f1; : : : ; fi.Na zaèátku si v¹imneme, ¾e f1 6= o, a polo¾ímee1 = f1:Pøedpokládejme, ¾e máme ortogonální vektory e1; : : : ; ek takové, ¾e pro ka¾dé i 2 f1; : : : ; kgje vektor ei lineární kombina
í vektorù f1; : : : ; fi. Najdeme koe�
ienty �1; : : : ; �k tak,aby ek+1 = fk+1 � �1e1 � : : :� �kekbyl ortogonální k e1; : : : ; ek. Jeliko¾ pro i 2 f1; : : : ; kg by mìlo platit0 = (ek+1; ei) = (fk+1 � �1e1 � : : :� �kek; ei) = (fk+1; ei)� �ikeik2;staèí polo¾it �i = (fk+1; ei)=keik2. Vektor ek+1 je zøejmì nenulový, nebo» jej mù¾emevyjádøit jako lineární kombina
i vektorù f1; : : : ; fk+1 s koe�
ientem 1 u fk+1. Právìpopsaný algoritmus se nazývá S
hmidtùv ortogonalizaèní pro
es. Normaliza
í vek-torù báze E = (e1; : : : ; en) dostaneme ortonormální bázi G = (g1; : : : ; gn) s vektoryg1 = e1ke1k ; : : : ; gn = enkenk :
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☞

Pøíklad 19.10. Ne
h» A = 24 2 �1 0�1 2 �10 �1 2 35 :Najdìte ortogonální bázi R3 vzhledem ke skalárnímu souèinu(x;y)A = x>Ay:Øe¹ení. Bázi sestavíme S
hmidtovým ortonormalizaèním pro
esem ze standardníbáze S = (sI1; sI2; sI3).� e1 = sI1 = 24 100 35 :� Polo¾íme e2 = sI2 � �e1 a urèíme � aby platilo0 = (e1; e2)A = e>1AsI2 � �e>1Ae1 = �1� 2�;odkud � = �12 a e2 = 24 1210 35 :� Polo¾íme e3 = sI3 � �1e1 � �2e2 a urèíme �1; �2 aby platilo0 = (e1; e3)A = e>1AsI3 � �1e>1Ae1 = �2�1;0 = (e2; e3)A = e>2AsI3 � �2e>2Ae2 = �1� 32�2:Øe¹ením této soustavy dostaneme �1 = 0; �2 = �23 ae3 = 24 13231 35 : N19.6. Ortogonální mati
eÈtver
ová mati
e U, která splòuje U>U = I, se nazývá ortogonální mati
e. Orto-gonální mati
e má tedy ortonormální sloup
e a splòuje U�1= U>. Následují
í vìtanám øíká, ¾e násobení ortogonální mati
í za
hovává délky i úhly vektorù.



19.6 Ortogonální mati
e 153Vìta 19.11. Ne
h» U je ètver
ová mati
e øádu n. Pak jsou následují
í tvrzeníekvivalentní: U>U = I: (i)Pro v¹e
hny sloup
ové vektory x øádu n platí(Ux)>(Ux) = x>x: (ii)Pro v¹e
hmy sloup
ové vektory x;y øádu n platí(Ux)>(Uy) = x>y: (iii)Dùkaz. Z i plyne ii. Z U>U = I plyne(Ux)>(Ux) = x>U>Ux = x>x:Z ii plyne iii. Ovìøí se pou¾itím (??) a pøedpokladu.Z iii plyne i. Z pøedpokladu dostaneme pro sloup
e si; sj jednotkové mati
e�U>U�ij = s>iU>Usj = (Usi)>Usj = s>i sj = s>i Isj = [I℄ij :Ortogonální mati
e se uplatní v numeri
ký
h metodá
h, nebo» jeji
h inverznímati
e lze získat transponováním a jeji
h násobením se nezesilují zaokrouhlova
í
hyby.Pøíklady k pro
vièení !1. Urèete pomo
í S
hmidtova ortogonalizaèního pro
esu ortonormální bázi (e1; e2; e3) li-neárního obalu vektorù v1 = [1; 1; 1; 1℄; v2 = [0; 1; 1; 1℄; v3 = [1; 0; 1; 1℄ a najdìtesouøadni
e vektorù v1; v2; v3 v bázi (e1; e2; e3):2. Ovìøte, ¾e mati
e U(�) = � 
os(�) sin(�)� sin(�) 
os(�) �je ortogonální. Popi¹te geometri
ky úèinek násobení mati
í U(�).3. Vyu¾ijte báze (e1; e2; e3) z pøíkladu 19.10 k øe¹ení soustavy2x1 � x2 = 1�x1 + 2x2 � x3 = 1� x2 + 2x3 = 1Øe¹ení hledejte ve tvaru lineární kombina
e vektorù e1; e2; e3.
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Kapitola 20Induktivní de�ni
e determinantuPrùvod
e studiemSJ VZ Snaha o nalezení vzor
e pro øe¹ení soustav lineární
h rovni
 vedla k zavedení funk
e jeji
hkoe�
ientù, která se nazývá determinant. Determinant má mnoho vlastností, které seuplatní v teorii a pøi èíselném øe¹ení nìkterý
h problémù formulovaný
h pomo
í malý
hmati
. Pomo
í determinantù lze napøíklad zformulovat kritéria pro testování pozitivníde�nitnosti nebo regulárnosti mati
. S pou¾itím determinantù se budeme seznamovatpostupnì. Mnoho problémù, jeji
h¾ øe¹ení lze expli
itnì popsat pomo
í determinantù,v¹ak lze øe¹it efektivnìji bez jeji
h pou¾ití.Cíle

➳ Nauèíte se:� vypoèítat determinant ètver
ové mati
e podle de�ni
e.20.1. Expli
itní øe¹ení malý
h soustavAby
hom získali pøedstavu o struktuøe vzor
ù pro øe¹ení soustavy n lineární
h rovni
o n neznámý
h, odvodíme si tyto vzor
e pro n = 1; 2; 3.Pro n = 1 dostaneme pro a11 6= 0 elementárnìa11x1 = b1; x1 = b1a11 : (20.1)Pro n = 2 budeme øe¹it soustavua11x1 + a12x2 = b1a21x1 + a22x2 = b2 : (20.2)



20.1 Expli
itní øe¹ení malý
h soustav 155Úpravami, které nepou¾ívají dìlení, dostaneme� a11 a12 b1a21 a22 b2 � a22r1 � a12r2 7! � a11 a12 b1a11a22 � a12a21 0 b1a22 � a12b2 � (20.3)� a11 a12 b1a21 a22 b2 � a11r2 � a21r1 7! � a11 a12 b10 a11a22 � a12a21 b2a11 � a21b1 � (20.4)odkud pro a11a22 � a12a21 6= 0 dostanemex1 = b1a22 � a12b2a11a22 � a12a21 ; x2 = a11b2 � b1a21a11a22 � a12a21 : (20.5)Obdobnì, av¹ak pra
nìji, by
hom mohli odvodit øe¹ení soustavya11x1 + a12x2 + a13x3 = b1a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3: (20.6)Dostali by
hom napøíklad vzore
x1 = (a22a33 � a23a32)b1 + (a13a32 � a12a33)b2 + (a12a23 � a13a22)b3a11(a22a33 � a23a32) + a12(a23a31 � a21a33) + a13(a21a32 � a31a22) ; (20.7)který má také smysl pouze pro nenulový jmenovatel.Nyní si v¹imnìme, ¾e ve v¹e
h tøe
h pøípade
h lze èitatele i jmenovatele vyjádøitpomo
í jedné funk
e mati
e. Nejjednodu¹¹í je to pro n = 1, kdy staèí oznaèit siformálnì det �a� = ��a�� = a; (20.8)tak¾e øe¹ení (20.1) lze zapsat ve tvarux1 = ��b1����a11�� : (20.9)Pro n = 2 si oznaèmedet �a b
 d� = ���� a b
 d ���� = ad� b
 = a��d��� b��
��: (20.10)Øe¹ení soustavy (20.5) lze zapsat za pomo
í tohoto oznaèení ve tvarux1 = ���� b1 a12b2 a22 ���� =d ; x2 = ���� a11 b1a21 b2 ���� =d ; (20.11)kded = a11a22 � a12a21 = ���� a11 a12a21 a22 ���� = a11 ���� a11 a12a21 a22 ����� a12 ���� a11 a12a21 a22 ���� (20.12)
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e determinantuKoneènì pro n = 3 si zaveïme oznaèenídet24a11 a12 a13a21 a22 a23a31 a32 a3335 = ������ a11 a12 a13a21 a22 a23a31 a32 a33 ������ ==a11(a22a33 � a23a32)� a12(a21a33 � a23a31) + a13(a21a32 � a22a31) ==a11 ������ a11 a12 a13a21 a22 a23a31 a32 a33 ������� a12 ������ a11 a12 a13a21 a22 a23a31 a32 a33 ������+ a13 ������ a11 a12 a13a21 a22 a23a31 a32 a33 ������ ==a11 ���� a22 a23a32 a33 ����� a12 ���� a21 a23a31 a33 ����+ a13 ���� a21 a22a31 a32 ����
(20.13)

Øe¹ení x1 lze pak zapsat ve tvarux1 = ������ b1 a12 a13b2 a22 a23b3 a32 a33 ������ =d; d = ������ a11 a12 a13a21 a22 a23a31 a32 a33 ������ : (20.14)Vzor
e (20.8), (20.10) a (20.13) nám tedy de�nují funk
e mati
, s jeji
h¾ pomo
ímù¾eme napsat vzor
e pro øe¹ení soustav (20.1), (20.2) a (20.6). Tyto vzor
e námdávají i urèité vodítko k obe
né de�ni
i determinantu, který zde 
hápeme jako funk
imati
e, s její¾ pomo
í mù¾eme zapsat vzore
 pro øe¹ení soustavy lineární
h rovni
.20.2. Induktivní de�ni
e determinantuPro ka¾dou ètver
ovou mati
i A = [aij℄, ne
h» MAij znaèí mati
i, která vznikne vy-¹krtnutím jejího i-tého øádku a j-tého sloup
e. Mati
e MAij se nazývá minor mati
eA pøíslu¹ný k dvoji
i indexù (i; j). NapøíkladA = 24 1 2 34 5 67 8 9 35 ; MA12 = 24 1 2 34 5 67 8 9 35 = � 4 67 9 � :De�ni
e 20.1. Ne
h» A = [aij℄ je ètver
ová mati
e øádu n s reálnými nebo kom-plexními prvky. Determinant mati
e A je èíslo, které znaèíme detA nebo ��A�� avypoèteme jej podle následují
í
h pravidel:� (D1) Je-li n = 1, pak detA = det �a11� = a11:� (D2) Pøedpokládejme, ¾e n > 1 a ¾e umíme urèit determinant libovolnéètver
ové mati
e øádu n� 1. PakdetA = a11��MA11��� a12��MA12��+ a13��MA13��� � � �+ (�1)n+1a1n��MA1n�� (20.15)



20.3 Výpoèetní nároènost 157Determinant mati
e je tedy funk
e prvkù mati
e, která je de�nováma expli
itnìpro n = 1 a pro n > 1 je de�nována pomo
í pravidla, které de�nuje determinantmati
e øádu n pomo
í determinantù øádu n � 1. Výpoèet determinantu mati
e n-tého øádu se tedy pomo
í pravidla (D2) redukuje napøed na výpoèty determinantùmati
e øádu n� 1, pak se výpoèet determinantu ka¾dé mati
e øádu n� 1 redukujepomo
í tého¾ pravidla na výpoèty determinantù mati
 øádu n � 2, a¾ se problémredukuje na výpoèty determinantù mati
 prvního øádu, které se urèí podle pravidla(D1). Napøíklad������ 1 2 31 �1 2�1 2 1 ������ = 1 ���� �1 22 1 ����� 2 ���� 1 2�1 1 ����+ 3 ���� 1 �1�1 2 ���� = �8:Pro obe
nou dolní trojúhelníkovou mati
i L = �lij� (lij = 0, je{li i < j) simù¾eme odvodit, ¾e determinant L je roven souèinu diagonální
h prvkù mati
e L,nebo» ��������� l11 0 : : : 0l21 l22 : : : 0... ... . . . ...ln1 ln2 : : : lnn
��������� = l11 ��������� l22 0 : : : 0l32 l33 : : : 0... ... . . . ...ln2 ln3 : : : lnn

��������� = � � � = l11 � � � lnn: (20.16)Odtud spe
iálnì plyne det I = 1: (20.17)Pro mírné zpøehlednìní zápisu vzor
e (20.15) si de�nujme algebrai
ký doplnìkmati
e A pøíslu¹ný k dvoji
i indexù (i; j) pøedpisemAij = (�1)i+j��MAij ��:Vzore
 (20.15) lze pak pøepsat ve tvarudetA = a11A11 + � � �+ a1nA1n: (20.18)20.3. Výpoèetní nároènostDeterminant mati
e n-tého øádu poèítaný podle pravidla (D2) vy¾aduje vyèíslenísouètu n souèinù èísel a determinantù mati
 øádu n� 1. Pou¾ijeme-li pravidlo (D2)na determinanty øádu n � 1, dostaneme, ¾e vyèíslení determinantu mati
e n-téhoøádu vy¾aduje vyèíslení souètu n(n�1) souèinù dvou èísel a determinantù øádu n�� 2. Opakováním tohoto postupu zjistíme, ¾e vyèíslení determinantu mati
e n-téhoøádu vy¾aduje n! sèítan
ù tvoøený
h souèiny n èísel, tj. 
elkem (n � 1)n! souèinù.To je èíslo tak obrovské, ¾e vyèíslení determinantù øádu 30 podle induktivní de�ni
eby na poèítaèi s bilionem (1012) opera
í za vteøinu trvalo biliony let! Na¹tìstí sesotva vyskytne potøeba poèítat determinanty tak velký
h mati
 (na rozdíl od øe-¹ení soustav). Naví
 existují efektivnìj¹í postupy výpoètu determinantù, s nimi¾ sepostupnì seznámíne.
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Kapitola 21Determinant a antisymetri
kéformyPrùvod
e studiemSJ VZ V této kapitole se seznámíme s vlastnostmi determinantu, které nám umo¾ní po
hopitsouvislosti s nìkterými známými pojmy, zejména s lineárními funk
ionály a bilineárnímiformami. Budou nás pøitom zajímat zejména ty vlastnosti determinantu, které se objeví,kdy¾ se na determinant budeme dívat jako na funk
i 
elý
h øádkù mati
e. Aby
hom sevyhnuli nepøehledným zápisùm manipula
í s øádky mati
e A, budeme oznaèovat hvìz-dièkou * submati
e A, které se manipula
í nezúèastní.21.1. Linearita v prvním øádkuVìta 21.1. Ne
h» A = [aij℄ a B = [bij℄ jsou ètver
ové mati
e, které se li¹í nanejvý¹v prvním øádku, a � je libovolný skalár. Pak���� �rA1� ���� = � detA a ���� rA1 + rB1� ���� = detA+ detB : (21.1)
Dùkaz. Podle de�ni
e determinantu platí���� �rA1� ���� = ��������� �a11 : : : �a1na21 : : : a2n... . . . ...an1 : : : ann

��������� = �a11A11 + � � �+ �a1nA1n = � detA



21.2 Antisymetrie v první
h dvou øád
í
h 159a���� rA1 + rB1� ���� = ��������� a11 + b11 : : : a1n + b1na21 : : : a2n... . . . ...an1 : : : ann
��������� = (a11 + b11)A11 + � � �+ (a1n + b1n)A1n == (a11A11 + � � �+ a1nA1n) + (b11A11 + � � �+ b1nA1n) = detA+ detB:

21.2. Antisymetrie v první
h dvou øád
í
hVìta 21.2. Ne
h» A=[aij℄ je ètver
ová mati
e øádu n � 2. PakdetA = ������ rA1rA2� ������ = � ������ rA2rA1� ������ : (21.2)
Dùkaz. Pro n = 2 platí���� rA1rA2 ���� = ���� a11 a12a21 a22 ���� = a11a22 � a12a21 = �(a21a12 � a22a11) = � ���� rA2rA1 ���� :Dùkaz pro obe
nìj¹í pøípad se provede rozepsáním determinantù minorù v (20.15)a vhodnou úpravou. Úplný dùkaz je v¹ak komplikovaný.21.3. Antisymetrie v libovolné dvoji
i øádkùVìta 21.3. Ne
h» A = [aij℄ je ètver
ová mati
e øádu n � 2, ne
h» i < j a ne
h»B = [bij℄ je mati
e, která vznikla z mati
e A vzájemnou výmìnou i-tého a j-téhoøádku. Pak detA = ���������� �rAi�rAj�

���������� ij = ���������� �rAj�rAi�
���������� ij = � detB: (21.3)
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ké formyDùkaz. Dùkaz provedeme induk
í. Pro n = 2 tvrzení platí podle vìty 21.2. Aby
homtvrzení dokázali pro n > 2, pøedpokládejme, ¾e (21.3) platí pro mati
e øádu 2,. . . ,n-1a ¾e 1 � i < j � n. Rozepi¹me si detA podle de�ni
e na tvardetA = a11jMA11j � a12jMA12j+ � � �+ (�1)n+1a1njMA1nj:Budeme rozli¹ovat dva pøípady:1. Pro 1 < i tvrzení platí, nebo» ka¾dá submati
e MB1k vznikne podle pøedpokladuzMA1k výmìnou pøíslu¹ný
h øádkù, tak¾e pomo
í indukèního pøedpokladu a a11 == b11; : : : ; a1n = b1n dostanemedetB = b11jMB11j � b12jMB12j+ � � �+ (�1)n+1b1njMB1nj == a11 ��jMA11j�� a12 ��jMA12j�+ � � �+ (�1)n+1a1n ��jMA1nj� = � detA:2. Jestli¾e i = 1, pak pomo
í dokázaného tvrzení a vìty 21.2 dostaneme postupnìdetB = ���������� rAjrA2�rA1�
���������� 12j = � ���������� rAjrA1�rA2�

���������� 12j = ���������� rA1rAj�rA2�
���������� 12j = � ���������� rA1rA2�rAj�

���������� 12j = � detA:
21.4. Linearita v libovolném øádkuVìta 21.4. Ne
h» A a B jsou ètver
ové mati
e, které mají stejné øádky s výjimkouk-tého. Pak pro libovolné � platík ������ ��rAk� ������ = � detA a k ������ �rAk + rBk� ������ = detA+ detB: (21.4)Dùkaz. Pro k = 1 jsme tvrzení dokázali vìtou 21.1.Pro k > 1 dostaneme postupným pou¾itím vìty 21.3 a 21.1�������� rA1��rAk� �������� 1k = � �������� �rAk�rA1� �������� 1k = �� �������� rAk�rA1� �������� 1k = � �������� rA1�rAk� �������� 1k = � detAa�������� rA1�rAk + rBk� �������� 1k = � �������� rAk + rBk�rA1� �������� 1k = � �������� rAk�rA1� �������� 1k � �������� rBk�rB1� �������� 1k = detA+ detB:
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Vìty 21.3 a 21.4 mù¾eme shrnout tvrzením, ¾e determinant je antisymetri
kábilineární forma libovolné dvoji
e øádkù mati
e.Dùsledek 21.5. Ne
h» A je libovolná ètver
ová mati
e:i) Má-li A dva stejné øádky, pak detA = 0.ii) Má-li A nulový øádek, pak detA = 0.iii) Je-li B ètver
ová mati
e, která má stejné øádky jako A s výjimkou k-tého, arBk = rAk + �rAl ; k 6= l;pak detA = detB.iv) Jsou-li øádky A lineárnì závislé, pak detA = 0.Dùkaz. i) Jestli¾e v mati
iA vymìníme dva stejné øádky, mati
e se nezmìní, av¹akpodle vìty 21.3 dostaneme detA = � detA:Odtud detA = 0.ii) Ne
h» rAi = o. Pak s pou¾itím vìty 21.4 dostanemedetA = ������ �o� ������ i = ������ �0 � o� ������ i = 0 ������ �o� ������ = 0:iii) Podle vìty 21.4 a dùsledku 21.5 platídetB = ���������� �rAl�rAk + �rAl�

���������� lk = ���������� �rAl�rAk�
���������� lk +���������� �rAl��rAl�

���������� lk = ���������� �rAl�rAk�
���������� lk +� ���������� �rAl�rAl�

���������� lk = detA:iv) Jsou-li øádky mati
e A lineárnì závislé, pak podle vìty 11.7 existuje index i akoe�
ienty �1; : : : ; �i�1 tak, ¾erAi = �1rA1 + � � �+ �i�1rAi�1:Odtud rAi � �1rA1 � � � � � �i�1rAi�1 = o ;
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ké formytak¾e podle (iii) a (ii) platídetA = ������ �rAi� ������ i = ������ �rAi � �1rA1� ������ i = � � � == ������ �rAi � �1rA1 � � � � � �i�1rAi�1� ������ i = ������ �o� ������ i = 0 :
21.5. Výpoèet hodnoty determinantuV èlán
í
h 21.3 a 21.4 jsme si ukázali, ¾e elementární øádkové úpravy ovlivòují velmijednodu¹e hodnotu determinantu. Pøiètení násobku nìkterého øádku k jinému ji ne-zmìní vùbe
, vzájemná výmìna dvou øádkù zmìní její znaménko a vynásobení øádkuskalárem ji vynásobí tímto skalárem. Elementární øádkové úpravy mati
e proto mù-¾eme vyu¾ít k pøevodu mati
e na spe
iální tvar vhodný pro výpoèet determinantu.Pro nás je to prozatím dolní trojúhelníková mati
e, její¾ determinant je podle (20.16)roven souèinu diagonální
h prvkù. Brzy uvidíme, ¾e stejnì se vypoète i determinanthorní trojúhelníkové mati
e.

☞

Pøíklad 21.6.������ 3 2 12 0 23 1 �1 ������ r1 + r3r2 + 2r3 = ������ 6 3 08 2 03 1 �1 ������ = 2 ������ 6 3 04 1 03 1 �1 ������ r1 � 3r3 = 2 ������ �6 0 04 1 03 1 �1 ������ == 2 � (�6) � 1 � (�1) = 12

☞

Pøíklad 21.7.������ 0 1 11 0 11 1 0 ������ r3r2 = � ������ 0 1 11 1 01 0 1 ������ r1 � r3 = � ������ �1 11 1 01 0 1 ������ r1 � r2 = � ������ �2 0 01 1 01 0 1 ������= �(�2) � 1 � 1 = 221.6. Determinant souèinu mati
Vìta 21.8. Ne
h» A a B jsou ètver
ové mati
e øádu n. Pakdet(AB) = detA � detB:



21.6 Determinant souèinu mati
 163Dùkaz. Pøedpokládejme nejprve, ¾e A je diagonální, tedyA = 26664 d1 0 : : : 00 d2 : : : 0... ... . . . ...0 0 : : : dn
37775 :Pak det(AB) = ������� d1rB1...dnrBn ������� = d1 � � �dn detB = detA � detB :Je-li A libovolná regulární mati
e, pak existují mati
e T1; : : : ;Tk sestávají
í z lelementární
h permutaèní
h mati
 (8.1) a k�l mati
 Gaussový
h transforma
í (8.3),které splòují Tk � � �T1A = 26664 d1 0 : : : 00 d2 : : : 0... ... . . . ...0 0 : : : dn
37775 = D:Jeliko¾ násobení mati
í Gaussovy transforma
e realizuje pøiètení nìkterého øádkuk jinému a násobení permutaèní mati
í realizuje výmìnu øádkù, platídet(AB) = (�1)l det(Tk � � �T1AB) = (�1)l det(DB) = (�1)l detD � detB == (�1)l det(Tk � � �T1A) � detB = (�1)l(�1)l detA � detB = detA � detB :Je-li koneènì A singulární, pak A má závislé øádky a existují mati
e T1; : : : ;TkGaussový
h transforma
í tak, ¾e mati
e Tk � � �T1A má nulový øádek. Pak má v¹aknulový øádek i mati
e Tk � � �T1AB a podle dùsledku (ii) z èlánku 21.4 platídet(AB) = det(Tk � � �T1AB) = 0:

Pøíklady k pro
vièení !1. Doka¾te, ¾e pro libovolnou ètver
ovou mati
i A øádu n a skalár � platídet(�A) = �n detA:2. Vypoètìte: a) ������ 0 1 21 0 21 2 0 ������ b) ������ 0 1 21 0 31 2 0 ������
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ké formy3. Ovìøte, ¾e B(x;y) = ������ x1 x2 x3y1 y2 y31 2 3 ������je antisymetri
ká bilineární forma de�novaná pro reálné aritmeti
ké vektoryx = [x1; x2; x3℄ a y = [y1; y2; y3℄.
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Kapitola 22Determinant a inverzní mati
ePrùvod
e studiem SJ VZSpojením induktivní de�ni
e determinantu s výsledky pøed
hozí kapitoly dostaneme vztahy,jeji
h¾ mati
ová interpreta
e vede ke vzor
ùm pro inverzní mati
i a øe¹ení soustav.Snadno odvodíme i nìkteré dal¹í vlastnosti determinantù. Budeme pøitom pou¾ívat stejnékonven
e jako v kapitole 21.22.1. Rozvoj determinantu podle prvkù libovolnéhoøádkuVìta 22.1. Jestli¾e A = [aij℄ je ètver
ová mati
e øádu n > 1, pak pro libovolnýindex k platí detA = ak1Ak1 + � � �+ aknAkn : (22.1)Dùkaz. Pro libovolné k dostaneme postupnou výmìnou pùvodnì k-tého øádku s øád-kem bezprostøednì nad ním
detA = �������������

rA1rA2...rAk�1rAk�
�������������
12k � 1k = � �������������

rA1rA2...rAkrAk�1�
�������������
12k � 1k = � � � = (�1)k�1 �������������

rAkrA1...rAk�2rAk�1�
�������������
12k � 1k == (�1)k�1 �ak1jMAk1j � ak2jMAk2j+ � � �+ (�1)n+1jMAknj� == (�1)k+1ak1jMAk1j+ � � �+ (�1)k+njMAknj == ak1Ak1 + � � �+ aknAkn :
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eDùsledek 22.2. Ne
h» A = [aij℄ je ètver
ová mati
e øádu n > 1.i) Jsou-li k; l dva rùzné indexy øádkù mati
e A, pakak1Al1 + � � �+ aknAln = 0: (22.2)ii) Je-li A trojúhelníková mati
e, pakdetA = a11 � � �ann: (22.3)Dùkaz. i) Pov¹imnìme si, ¾e hodnota Ali vùbe
 nezávisí na l-tém øádku mati
e A.Platí tedy ak1Al1 + � � �+ aknAln = ���������� �rAk�rAk�
���������� kl = 0 :ii) Je-li A dolní trojúhelníková mati
e, platí (22.3) podle (20.15). Je-li A hornítrojúhelníková mati
e, pak opakovaným pou¾itím (22.1) dostaneme postupnìdetA = ��������� a11 a12 : : : a1n0 a22 : : : a2n... ... . . . ...0 0 : : : ann

��������� = ann ��������� a11 a12 : : : a1n�10 a22 : : : a2n�1... ... . . . ...0 0 : : : an�1n�1
��������� = � � � = a11a22 � � �ann:

22.2. Adjungovaná a inverzní mati
eAby
hom si mohli zapsat rovnosti (22.1) a (22.2) mati
ovì, zavedeme si nejprvenový pojem.De�ni
e 22.3. Ne
h» A je libovolná ètver
ová mati
e øádu n > 1. Pak adjungo-vaná mati
e eA k mati
iA je ètver
ová mati
e stejného øádu de�novaná pøedpisemeA = 264A11 : : : An1... . . . ...A1n : : : Ann375 : (22.4)

☞

Pøíklad 22.4. Pro mati
i A = 24 3 2 12 0 23 1 �1 35 (22.5)



22.2 Adjungovaná a inverzní mati
e 167platíA11 = � 0 21 �1 � = �2; A12 = � � 2 23 �1 � = �(�2� 6) = 8;A13 = � 2 03 1 � = 2; A21 = � � 2 11 �1 � = �(�2� 1) = 3;A22 = � 3 13 �1 � = �3� 3 = �6; A23 = � � 3 23 1 � = 3;A31 = � 2 10 2 � = 4; A32 = � � 3 12 2 � = �4;A33 = � 3 22 0 � = �4;tak¾e eA = 24 �2 3 48 �6 �42 3 �4 35 : (22.6)Vìta 22.5. Ne
h» A je ètver
ová regulární mati
e øádu n > 1. Pak detA 6= 0 aA�1 = 1detA eA : (22.7)Dùkaz. Je-li A ètver
ová regulární mati
e, pak existuje posloupnost elementární
høádkový
h opera
í, která pøevede A na jednotkovou mati
i I. Jeliko¾ determinantmati
e upravené elementární transforma
e se mù¾e od determinantu pùvodní mati
eli¹it jen nenulovým násobkem a det I = 1, platí detA 6= 0.Nyní si pov¹imnìme, ¾e (22.1) a (22.2) mù¾eme zapsat mati
ovì pomo
í adjun-gované mati
e ve tvaru AeA = (detA) � I:Odtud A� 1detA eA� = I:
☞

Pøíklad 22.6. Pro mati
i A de�novanou rovností (22.5) dostaneme s vyu¾itím(22.6) 24 3 2 12 0 23 1 �1 35�1 = 112 24 �2 3 48 �6 �42 3 �4 35 = 24 �16 14 1323 �12 �1316 14 �13 35 :Správnost výsledku si mù¾eme ovìøit vynásobením.
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eDùsledek 22.7. Mati
e A je regulární, právì kdy¾ detA 6= 0.Dùkaz. Je-liA singulární, pak má závislé øádky, tak¾e podle dùsledku (iv) èásti 21.4platí detA = 0. Obrá
ené tvrzení plyne z právì dokázané vìty.22.3. Determinant transponované mati
eVìta 22.8. Ne
h» A je ètver
ová mati
e. PakdetA> = detA: (22.8)Dùkaz provedený na základì LU rozkladu lze najít ve skripte
h Prof. Dostála:Lineární algebra, které vydala V©B-TU Ostrava.22.4. Determinant jako funk
e sloup
ùZe vztahu (22.8) vyplývá, ¾e determinant pova¾ovaný za funk
i sloup
ù má stejnévlastnosti jako determinant pova¾ovaný za funk
i øádkù. Napøíklad determinant jeantisymetri
ká bilineární forma libovolné dvoji
e sloup
ù mati
e.Zpùsob odvození si budeme ilustrovat na dùkazu následují
í vìty o rozvoji de-terminantu podle sloup
ù, kterou upotøebíme v èlánku 22.5.Vìta 22.9. Ne
h» A je ètver
ová mati
e øádu n > 1. Pak pro i = 1; : : : ; n platídetA = a1iA1i + � � �+ aniAni: (22.9)Dùkaz. S pou¾itím vìty 22.8 dostaneme
detA = detA> = �����������

a11 : : : an1... ...a1i : : : ani... ...a1n : : : ann
����������� == (�1)i+1a1ijM>1ij+ � � �+ (�1)i+nanijM>nij == (�1)i+1a1ijM1ij+ � � �+ (�1)i+nanijMnij == a1iA1i + � � �+ aniAni :



22.5 Cramerovy vzor
e pro øe¹ení soustav 16922.5. Cramerovy vzor
e pro øe¹ení soustavPou¾ijeme-li vzore
 (22.6) pro inverzní mati
i k øe¹ení soustavyAx = b (22.10)s regulární ètver
ovou mati
íA øádu n > 1, dostaneme pro slo¾ky xi øe¹ení x vzor
exi = �A�1b�i = 1detA(A1ib1 + � � �+Anibn) : (22.11)Pov¹imneme-li si, obdobnì jako pøi odvození (22.2), ¾e minory pøíslu¹né k prvkùm i-tého sloup
e neobsahují prvky i-tého sloup
e, mù¾eme výraz v kulaté závor
e (22.11)pova¾ovat za rozvoj determinantu mati
eAbi = � � ib � � = � sA1 : : : sAi�1 ib sAi+1 : : : sAn � ; (22.12)která vznikne z A zámìnou i-tého sloup
e za b podle i-tého sloup
e. Výrazyxi = detAbidetA ; i = 1; : : : ; n (22.13)se nazývají Cramerovy vzor
e. Jeji
h spe
iální pøípady jsme si odvodili elementár-ními výpoèty v kapitole 20.
☞

Pøíklad 22.10. Najdìte øe¹ení soustavy3x1 + 2x2 + x3 = 62x1 + 2x3 = 03x1 � x2 � x3 = 0 (22.14)pomo
í Cramerový
h vzor
ù.Øe¹ení. Postupnì vypoèteme determinant mati
e soustavyjAj = ������ 3 2 12 0 23 �1 �1 ������ = 12a èitatele Cramerový
h vzor
ùjAb1j = ������ 6 2 10 0 20 �1 �1 ������ = 12; jAb2j = ������ 3 6 12 0 23 0 �1 ������ = 48; jAb3j = ������ 3 2 62 0 03 �1 0 ������ = �12Odtud x1 = jAb1jdetA = 1; x2 = jAb2jdetA = 4; x3 = jAb3jdetA = �1: N



170 Determinant a inverzní mati
e22.6. Pou¾ití Cramerový
h vzor
ùCramerovy vzor
e, které jsme si odvodili v kapitole 22.5, lze pova¾ovat za úplnéøe¹ení soustavy lineární
h rovni
 v tom smyslu, ¾e ho redukují na vyèíslení souètùa souèinù, prakti
ky dosazení do vzoreèku. To je u¾iteèné zejména v pøípade
h,kdy potøebujeme vyjádøit øe¹ení malé soustavy s promìnnými koe�
ienty. Jeliko¾ sek efektivnímu výpoètu determinantu èíselné mati
e obvykle vyplatí upravit mati
ina trojúhelníkový tvar, který lze pøímo pou¾ít k øe¹ení soustavy, lze si jen tì¾ko pøed-stavit efektivní vyu¾ití Cramerový
h vzor
ù k øe¹ení rovni
 s èíselnými koe�
ienty.Obdobné úvahy platí i pro vzor
e pro výpoèet inverzní mati
e.



22.6 Pou¾ití Cramerový
h vzor
ù 171Pøíklady k pro
vièení !1. Vypoètìte: �������� 1 2 3 41 0 2 �10 1 2 01 0 1 2 ��������a) rozvojem podle tøetího øádku.b) rozvojem podle druhého sloup
e.2. Vyjádøete øe¹ení soustavy (p+ 2)x1 � x2 = 1�x1 + 2x2 = 1v závislosti na parametru p � 0. K øe¹ení pou¾ijte:a) vzor
e pro inverzní mati
i.b) Cramerovy vzor
e.3. Najdìte nenulové øe¹ení soustavy2x1 + 3x2 � x3 = 0x1 � x2 + x3 = 0s vyu¾itím vìty 22.1 a vzor
e (22.2).Nápovìda: Pov¹imnìte si, ¾e kdy¾ opí¹ete kteroukoliv rovni
i je¹tì jednou, získátesoustavu, její¾ determinant je roven nule.4. Rozhodnìte pomo
í determinantu, zda má soustavax1 � x2 � x3 = 1�x1 + x2 � x3 = 0�x1 � x2 + x3 = 1jediné øe¹ení.
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Kapitola 23
Vlastní èísla a vektory
Prùvod
e studiemSJ VZ Lineární transforma
e A obvykle nezobrazí daný vektor v na jeho násobek, tak¾e v aAv jsou typi
ky nezávislé vektory. Výjimeènì se v¹ak mù¾e stát, ¾e existuje èíslo � tak,¾e Av = �v. Ukazuje se, ¾e takové dvoji
e � a v jsou velmi dùle¾ité pro po
hopení line-ární
h transforma
í a mati
. V aplika
í
h se s nimi setkáme napøíklad pøi studiu stabilitysystémù, pøi analýze kmitání a pøi numeri
kém øe¹ení rovni
 rovnováhy èi elektri
kéhopole.
Cíle

➳ Po prostudování této kapitoly budete umìt:� najít vlastní èísla a vlastní vektory mati
e,� urèit èást komplexní roviny, v ní¾ se vlastní èísla na
házejí.
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Obr. 23.1: Mati
e a její spektrum23.1. Vlastní èísla a vektoryDe�ni
e 23.1. Ne
h» A 2 L (V ) je lineární transforma
e de�novaná na vektoro-vém prostoru V . Jestli¾e existuje nenulový vektor v 2 V a skalár � tak, ¾eAv = �v; (23.1)pak se � nazývá vlastní èíslo transforma
e A, v se nazývá vlastní vektor pøíslu¹nýk � a (�;v) se nazývá vlastní dvoji
e transforma
e A.Rovnost (23.1) si mù¾eme zapsat pomo
í identity ve tvaru(A� �I)v = o; (23.2)tak¾e � je vlastním èíslem A, právì kdy¾ A � �I není prosté zobrazení, a vlastnívektory A pøíslu¹né k � jsou prvky jádra A� �I.Mno¾ina v¹e
h vlastní
h èísel A 2 L (V ) je podmno¾inou mno¾iny �(A) v¹e
hskalárù �, pro které neexistuje (A��I)�1. Mno¾ina �(A) se nazývá spektrum trans-forma
e A a pro transforma
e prostorù koneèné dimenze je toto¾ná s mno¾inouv¹e
h vlastní
h èísel A. Slovo þspektrumÿ znamená þdu
hÿ a vystihuje skuteènost,¾e spektrum na mati
i není vidìt, av¹ak s jeho pomo
í se mnohé vlastnosti mati
snadno vylo¾í, obdobnì jako hýbání stolu na spiritisti
ké sean
i pomo
í nìjakéhodu
ha. Je tu ov¹em i rozdíl { pokud se nì
o dovíme o spektru mati
e, pomù¾e námto øe¹it konkretní úlohy.

☞

Pøíklad 23.2. Ne
h» A = �1 00 2� :Pak vektory standardní báze e1; e2 jsou vlastní vektory mati
e A odpovídají
í poøadì vlastním èíslùm 1 a 2, nebo»�1 00 2� �10� = 1 �10� a �1 00 2� �01� = 2 �01� :



174 Vlastní èísla a vektoryVyjádøíme-li si vektor x ve tvarux = x1e1 + x2e2;pak si mù¾eme Ax vyjádøit ve tvaruAx = 1 � x1e1 + 2 � x2e2:
☞

Pøíklad 23.3. Ne
h» F je prostor v¹e
h reálný
h funk
í, které mají v¹e
hny deri-va
e spojité. Oznaèíme-li si D zobrazení, které ka¾dé funk
i f pøiøazuje její deriva
if 0, pak exponen
iální funk
e f(x) = e�x splòujeDf(x) = f 0(x) = �e�x = �f(x):Ka¾dé reálné èíslo je tedy vlastním èíslem D. Oznaèíme-li si g(x) = sin(�x), pak�D2g(x) = �g00(x) = �2 sin(�x) = �2g(x);tak¾e ka¾dé nezáporné èíslo je vlastním èíslem �D2:

☞

Pøíklad 23.4. Ne
h» V je libovolný vektorový prostor a I je identi
ké zobrazeníde�nované na V . Pak pro ka¾dý vektor v 2 V platíIv = 1 � v;tak¾e ka¾dý nenulový vektor je vlastním vektorem identity odpovídají
í vlastnímuèíslu 1 a �(I) = f1g.23.2. Charakteristi
ký mnohoèlen a spektrumJe-li A ètver
ová mati
e, tak násobení mati
í A� �I není podle èlánku 14.4 prostézobrazení, právì kdy¾A��I je singulární. Podle dùsledku 22.7 tedy skalár � 2 �(A),právì kdy¾ det(A� �I) = 0.Výraz det(A��I) se nazývá 
harakteristi
ký mnohoèlen mati
eA a ka¾dé vlastníèíslo � 2 �(A) je koøenem 
harakteristi
ké rovni
ejA� �Ij = 0: (23.3)Násobnost vlastního èísla � jako koøene rovni
e (23.3) se nazývá algebrai
ká násob-nost .Podle takzvané základní vìty algebry má ka¾dá algebrai
ká rovni
e s komplex-ními koe�
ienty alespoò jeden komplexní koøen. Odtud vyplývá, ¾e ka¾dá ètver
ovámati
e pova¾ovaná za transforma
i komplexního prostoru má neprázdné spektrum.Ukazuje se, ¾e komplexní koøeny 
harakteristi
ké rovni
e mohou mít význam propo
hopení vlastností reálný
h mati
, které obvykle vznikají pøi formula
i te
hni
-ký
h problémù. V dal¹ím výkladu proto budeme uva¾ovat pouze komplexní vekto-rové prostory a komplexní mati
e. Pøipomeòme, ¾e reálnou mati
i pova¾ujeme zazvlá¹tní pøípad komplexní mati
e.



23.3 Neprázdnost spektra transforma
e 175Øe¹ením 
harakteristi
ké rovni
e mù¾eme vypoèítat vlastní èísla a k nim pøí-slu¹né vlastní vektory malý
h mati
. Napøíklad vlastní èísla mati
eA = �2 11 2�vypoèteme øe¹ením rovni
edet(A� �I) = ���� 2� � 11 2� � ���� = �2 � 4�+ 3 = 0;odkud �1 = 3; �2 = 1. Vlastní vektory mati
e A vypoèteme postupnì øe¹enímsoustav �1 : �x1 + x2 = 0 �2 : x1 + x2 = 0x1 � x2 = 0 x1 + x2 = 0;odkud v1 = �11� a v2 = � 1�1 � :Snadno si ovìøíme, ¾e�2 11 2� �11� = 3 �11� ; �2 11 2� � 1�1� = 1 � 1�1 � :23.3. Neprázdnost spektra transforma
eVìta 23.5. Ne
h» A 2 L (V ) je lineární transforma
e komplexního prostoru Vkoneèné dimenze. Pak �(A) 6= ;.Dùkaz. Ne
h» F = (f1; : : : ; fn) je báze V . Jeliko¾ mati
e A = [A℄F má neprázdnéspektrum, podle èlánku 23.2, existuje � 2 C a sloup
ový vektor x = [x1; : : : ; xn℄>tak, ¾e Ax = �x:Oznaème si v = x1f1 + � � �+ xnfn ;tak¾e [v℄F = x. Pak[Av℄F = [A℄F [v℄F = Ax = �x = � [v℄F = [�v℄F ;tak¾e Av = �v a � 2 �(A).



176 Vlastní èísla a vektory23.4. Invariantnost vzhledem k podobnostiVzhledem k tomu, ¾e podobné mati
e lze pova¾ovat za mati
e tého¾ zobrazení vrùzný
h bází
h, dá se oèekávat, ¾e podstatné 
harakteristiky podobný
h mati
 budoustejné.Ne
h» A je libovolná ètver
ová mati
e a ne
h»Ae = �v: (23.4)Po pøenásobení (23.4) libovolnou regulární mati
í T dostanemeTAe = �Te;odtud TAT�1(Te) = �(Te):Odtud plyne, ¾e podobné mati
e mají stejná vlastní èísla.Podobnost za
hovává nejen spektrum, ale i 
harakteristi
ký mnohoèlen. Sku-teènì, pou¾itím vìty 21.8 o souèinu determinantù a jednodu
hými úpravami dosta-nemedet(TAT�1� �I) = jTAT�1� �TIT�1j = jT(A� �I)T�1j = jTjjA� �IjjT�1j == det(A� �I) ;tak¾e podobné mati
e mají stejný 
harakteristi
ký mnohoèlen.23.5. Souèet a souèin vlastní
h èíselI kdy¾ jsme si øekli, ¾e spektrum není na mati
i obvykle vidìt, neznamená to, ¾e namati
i není vidìt ¾ádná informa
e o spektru. Uká¾eme si to podrobnìj¹ím rozborem
harakteristi
ké rovni
e.Pomo
í matemati
ké induk
e a induktivní de�ni
e determinantu lze dokázat, ¾epro ètver
ovou mati
i A = [aij℄ n-tého øádu platídet(A� �I) = (a11 � �) � � � (ann � �) + pn�2(�); (23.5)kde pn�2 je mnohoèlen øádu nejvý¹e n� 2. Charakteristi
ký mnohoèlen (23.5) mù-¾eme dále upravit na tvardet(A� �I) = (��)n + (a11 + � � �+ ann)(��)n�1 + qn�2(�); (23.6)s mnohoèlenem qn�2 stupnì nejvý¹e n�2. Jeliko¾ 
harakteristi
ký mnohoèlen (23.5)je mnohoèlen n-tého stupnì, mù¾eme ho také vyjádøit pomo
í základní vìty algebryve tvaru souèinu koøenový
h èinitelùdet(A� �I) = (�1 � �) � � � (�n � �) == (��)n + (�1 + : : :+ �n)(��)n�1 + � � �+ �1 � � ��n : (23.7)



23.6 Lokaliza
e vlastní
h èísel 177Po dosazení � = 0 do (23.7) dostanemedetA = �1 � � ��n (23.8)a porovnáním koe�
ientù u (��)n�1 v (23.6) a (23.7)a11 + : : :+ ann = �1 + : : :+ �n: (23.9)Souèet diagonální
h prvkù mati
e se nazývá stopa mati
e.

☞

Pøíklad 23.6. Urèete souèet a souèin vlastní
h èísel mati
eA = �2 11 2� :Øe¹ení. Ne
h» �1; �2 jsou vlastní èísla mati
e A. Pak�1 + �2 = 2 + 2 = 4�1�2 = 4� 1 = 3 : N23.6. Lokaliza
e vlastní
h èíselPøi øe¹ení nìkterý
h úloh není nutné mít úplnou informa
i o spektru, ale staèí jenurèit èást komplexní roviny, kde se spektrum na
hází. Napøíklad najdeme-li èástkomplexní roviny, která obsahuje spektrum dané mati
e A a neobsahuje nulu, bu-deme mít, podle (23.8), zaruèeno, ¾e A je regulární. Z tohoto dùvodu je u¾iteènánásledují
í vìta.Vìta 23.7. (Ger¹gorin). Ne
h» A = [aij℄ je ètver
ová komplexní mati
e øádu n ane
h» ri = jai1j+ � � �+ djaiij+ � � �+ jainj a Si = fx 2 C : jx� aiij � rig;kde støí¹ka nad symbolem znaèí jeho vyne
hání. Pak�(A) � S1 [ � � � [Sn:Dùkaz. Ne
h» Ax = �x, x = [x1; : : : ; xn℄> a x 6= o. Paka1ix1 + : : :+ aiixi + : : :+ ainxn = �xi;odkud pøevedením èlenu aiixi na pravou stranu dostanemea1ix1 + : : :+ daiixi + : : :+ ainxn = (�� aii)xi:
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Im
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Obr. 23.2: Spektrum mati
ePomo
í vlastností absolutní hodnoty tak snadno ovìøíme, ¾e platíjai1jjx1j+ : : :+ \jaiijjxij+ : : :+ jainjjxnj � j�� aiijjxij: (23.10)Ne
h» i je takové, ¾e jxij = maxj jxjj. Jeliko¾ jxij > 0, platíjxjj=jxij � 1: (23.11)Vydìlíme-li rovnost (23.10) jxij, dostaneme s pou¾itím (23.11)jai1j+ � � �+ djaiij+ � � �+ jainj � j�� aiij;tedy � 2 Si.

☞

Pøíklad 23.8. Pomo
í Ger¹gorinovy vìty najdìte 
o nejmen¹í èást komplexní ro-viny, která obsahuje spektrum mati
eA = 242 i 01 3 11 i 435 :Øe¹ení. r1 = jij+ j0j = 1; r2 = 1+1 = 2; r3 = 1+ jij = 2. Odtud S1 = fx 2 C : jx�� 2j � 1g;S2 = fx 2 C : jx � 3j � 2g;S3 = fx 2 C : jx � 4j � 2g, tak¾e�(A) � S1 [ S2 [ S3. Èást komplexní roviny obsahují
í �(A) je na 23.2, kde jevy¹rafována oblast obsahují
í �(A). Z obrázku 23.2 plyne, ¾e 0 62 �(A), tak¾e mati
eA je regulární. N



23.6 Lokaliza
e vlastní
h èísel 179Pøíklady k pro
vièení! 1. Najdìte v¹e
hna vlastní èísla a vlastní vektory mati
:a) A = 243 1 00 2 10 0 135 b) B = 242 1 00 1 10 0 135 
) C = 240 1 00 0 10 0 0352. Najdìte v¹e
hna vlastní èísla mati
eA = 241 0 00 5 40 4 535 :3. Ne
h» A = �5 44 5� :Vypoètìte vlastní èísla mati
 A;A2;A�1:4. Ne
h» A je libovolná regulární mati
e s vlastním èíslem �. Doka¾te:a) �2 2 �(A2).b) ��1 2 �(A�1).
) �2 + 2�+ 1 2 �(A2 + 2A+ I):5. Ne
h» A = 24 2i 1 0�1 4i 11 1 4 35 :a) Vypoètìte souèet a souèin vlastní
h èísel mati
e A.b) Znázornìte èást komplexní roviny, která podle Ger¹gorinovy vìty obsahuje �(A).Pojmy k zapamatování X| spektrum mati
e,| 
harakteristi
ký polynom,| 
harakteristi
ká rovni
e,| Ger¹gorinova vìta.
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