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Kapitola 1

Ciselné mnoziny

Pruvodce studiem

Ubéhla velmi dlouhd doba, neZ se v matematice ustdlily pojmy jako Cisla pfirozend,
celd, racionalni, redlna a komplexni. Jejich zavedeni bylo vyZadano potrebami odstranit
nedostatky ve stdvajicim cCiselném systému. V této kapitole si jednotlivé Ciselné obory
strucné pripomeneme spolu s moznostmi jejich vyuZiti i potiZzemi.

Cile
Naudite se:

e zapisovat zminéné ¢iselné mnoziny,

e zakladni vlastnosti téchto ¢iselnych mnozin.

1.1. Prirozena cisla
Mnozinu ptirozenych ¢isel zapisujeme ve tvaru
N=1{1,2,3,...}.
V mnoziné pfirozenych ¢isel mizeme scitat a nasobit, tj. souctem nebo souc¢inem

prirozenych cisel je opét prirozené cislo. Rikdme také, ze obor prirozenych dcisel je
uzavieny vzhledem k operacim s¢itani a nasobeni.

1.2. Cela ¢isla

Pridame-li k mnoziné prirozenych ¢isel nulu a celd ¢isla zapornd obdrzime mnozinu
celych cisel
Z=A...,-2,-1,0,1,2,...},




Ciselné mnoziny

1

Obr. 1.1: Uhlop¥icka ¢tverce

v niz mizeme navic bez omezeni od¢itat. Zbyva tak jesté zakladni operace déleni,
kterou v oboru celych ¢isel nelze vzdy realizovat. Naptiklad déleni 12 : 3 lze provést,
ne vSak déleni 12 : 5 nebo —5: 0.

1.3. Racionalni c¢isla

Zcela odlisna od celych cisel jsou ¢isla tvaru

b (1.1)

q

kde p a ¢ jsou cela ¢isla, pricemz g # 0. Mnozinu vSech ¢isel tvaru 1.1 nazyvame
mnozinou raciondlnich ¢isel a oznacujeme ji Q. Tedy

Q:{gz p,q €L N q;é()}.

Kazdé celé ¢islo p mizeme vyjadiit jako £, takze Z C Q. Mnozina racionalnich
Cisel je uzaviena vzhledem k operacim s¢itani, odc¢itani, nadsobeni a déleni, vyjma
déleni nulou. Nicméné existuje celd rada tloh poukazujicich na urcitou netplnost
racionélnich &sel. Uz v antickém Recku bylo objeveno, 7e pomér délky thlopiicky
¢tverce k délce jeho strany nelze vyjadrit jako pomér dvou celych c¢isel. Vime, ze

tento pomér je roven v/2.

1.4. Realna c¢isla

Cisla, ktera nejsou racionalni nazyvame iracionalni. Sjednocenim mnozin viech ra-
cionalnich a iraciondlnich ¢isel dostaneme mnozinu vSech redlnych ¢isel R. Problém



1.4 Realné cisla

s neuplnosti racionalnich ¢isel je tak vyreSen, nicméné ani obor realnych ¢isel neni
jesté uplné bez problémi. Uz v 16. stoleti italsky matematik Gieronymo Cardano
pri feSeni tlohy rozlozit ¢islo 10 na soucet dvou scitanci, jejichz soucin je 40, nalezl
pro rovnici z(10 — z) = 40 kofeny

) =5++/—15, xy=5—+~-15. (1.2)
Zcela analogicky pri feseni kvadratické rovnice upravené na tvar
2+ 2pr+q=0 (1.3)
dospéjeme k vyrazim
21=-p+VD, x5=-p—VD. (1.4)

Je-li diskriminant D = p? — ¢ > 0, jsou z1, 22 realnd ¢isla. Je-li D < 0, rovnice nem4
realné reseni. Problém tkvi ve skutec¢nosti, ze ani pomérné jednoduchou operaci jako
je druha odmocnina, nemiizeme aplikovat na zaporna cisla.

Na druhé strané, nebudeme-li brat ohled na znaménko diskriminantu a s vy-
razy 1.2 nebo 1.4 budeme pocitat jako s dvojcleny podle pravidel platnych pro
redlnd cisla, shledame, ze jsou formalnim feSenim naSich uloh. Skutec¢né

T+ g — (5+\/ﬁ) n (5—\/5) — 10,
Ty = (5 + \/ﬁ) (5 - \/ﬁ) — 95— (—15) = 40.
Stejné tak

2
T+ 2px +q = (—p—l—\/E) +2p (—p—l—\/E) +q=
:p2—2p\/5+D—2p2+2p\/5+q:—p2+q+D:0, atd.
Provedme nyni ve vyrazech 1.4 v pfipadé, ze D < 0 tuto formélni tpravu:
Tio=—-pEtN(-D)(-1)=—-pxtvV-DV-1=a+bi
Pouzili jsme oznaceni a = —p, b = v—D, i = y/—1. Nyni vidime, Ze ma-li mit
kvadraticka rovnice 1.3 vzdy teSeni, je tieba rozsitit obor realnych ¢isel o ,,cisla
imagindrni a + bi, kde a,b € R, + = \/—1 a s témito cisly pocitat podle pravidel:
i’ = -1
(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i
(a+ bi) - (c+ di) = ac + bdi* + adi + bei = (ac — bd) + (ad + be) i

Pojmy k zapamatovani

— Cislo prirozené, celé, raciondlni, iracionalni, redlné a imaginarni,
— uzavtenost ¢iselného oboru vzhledem k pocetni operaci,

— zavislost feSeni kvadratické rovnice na diskriminantu.




Kapitola 2

Komplexni ¢isla

Pruvodce studiem

Jak uzZ bylo receno, potreba najit vZdy reseni kvadratické rovnice vyZaduje zavedeni Cisel
a + bi, kterym budeme rikat komplexni Cisla. VSimnéme si, Ze kazdé komplexni Cislo a +
+bi Ize také nahradit usporddanou dvojici realnych Cisel (a, b). Napriklad dvojice (—1,2)

znaci Cislo —1 + 2i, (0,1) znaci &islo 0+ 1i = i a (2,0) znaci Cislo 2 + 0i = 2. Této
skutecnosti vyuZijeme pri konstrukci oboru komplexnich Cisel.

Cile
Cilem této kapitoly je vybudovat obor komplexnich ¢isel, poukazat na rtizné zpiisoby
jejich vyjadreni a moznosti aplikace. Po jejim prostudovani budete znéat:
e algebraicky a goniometricky tvar komplexniho ¢isla a jeho znazornéni v
Gaussoveé roviné,
e zikladni pocetni operace s komplexnimi ¢isly véetné umocnovani a od-
mocnovani,

e feseni kvadratické a binomické rovnice.

2.1. Zavedeni komplexnich cisel

Definice 2.1. Komplexnimi ¢isly nazyvame uspotradané dvojice realnych cisel
napf. (a,b), (¢,d), pro které definujeme rovnost, s¢itani a nasobeni néasledujicim

J

zplsobem:

(a,b) = (¢,d) pravé tehdy, kdyz a =cab=4d
(a,0) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)
(a,b). (c,d) = (ac — bd,ad + be) .

Mnozinu komplexnich ¢isel budeme znacit C.




2.1 Zavedeni komplexnich cisel

Piiklad 2.2. Urcete soucet a soucin komplexnich ¢isel (1, —2); (3,7).
Reseni.

(1,-2)+ (3,7) = (1+3,-2+7) = (4,5) .
(1,-2).(3,7) = (1.3 — (=2).7, 1.7+ (=2) .3) = (17, 1) .

A
Je-li (a,b), (¢,d), (e, f) € C, snadno se ukaze platnost téchto tvrzeni:
(a,b) + (¢,d) = (¢, d) + (a,b) (2.1a)
(a,0) + [(c,d) + (e, f)] = [(a, ) + (c. d)] + (e, f) (2.1b)
(a,b) +(0,0) = (a,b) (2.1¢)
(a,b) + (—a,—b) = (0,0) (2.1d)
(a,b).(c,d) = (¢,d).(a,b) (2.1e)
(a,0) .[(c,d) . (e, [)] = [(a,0) . (¢, d)] . (e, f) (2.1f)
(a,b).(1,0) = (a,b) (2.1g)

(a,8) # (0,0) = (a, ) <a2 ] a2_+b62> —(1,0)  (21h)

(a,b) . [(c,d)+ (e, f)] = (a,b) . (¢, d) + (a,b) . (e, f) (2.11)

Ze vztaht (2.1a) az (2.1d) mtzeme usoudit, Ze operace s¢itani je komutativni a
asociativni. Jejim nulovym prvkem je ¢islo (0,0), ¢islem opaénym k (a,b) je ¢islo
(—a, —b). 2.1e az 2.1h ukazuji, Ze operace nasobeni je také komutativni a asociativni.
Jednotkou je ¢islo (1,0) a prevracenou hodnotou ¢&isla (a,b) # (0,0) (respektive
inverznim prvkem k (a, b) # (0,0)) je ¢islo

—b
b = ¢ .
(ab) <a2+b2’a2+b2>

Obé operace jsou svazany distributivnim zdkonem (2.1i). UkaZeme si napiiklad, jak
miiZeme prevracenou (reciprokou) hodnotu éisla (a,b) # (0,0) odvodit. Hledame
vlastné komplexni ¢islo (z,y) takové, aby platilo (a,b) (z,y) = (1,0). Z definice
nasobeni a rovnosti komplexnich cisel vyplyva, ze

ax — by = 1
br + ay = 0} (2:2)

Soustavu Tesime naptiklad s¢itaci metodou. Vynésobime-li prvni rovnici a a dru-
hou rovnici b, obdrzime po sec¢teni obou rovnic (a? + b*) z = a. Stejné tak po vyna-
sobeni prvni rovnice (—b) a druhé a, vychézi po se¢teni (a? + %)y = —b. Je ziejmé,




Komplexni cisla

7e soustava 2.2 mé jediné feSeni pravé tehdy, kdyz a® + 0 # 0, tj. (a,b) # (0,0).

Potom dostavame
a —b
T = —-—. = —
2+ VT a2y

a inverzni prvek je nalezen.

Definice 2.3. Rozdilem komplexnich ¢isel (a,b), (¢, d) nazyvame komplexni ¢islo
(x,y), pro které plati

(a,b) = (c,d) + (z,y).

Lehce zjistime, 7Ze hledanym ¢islem je usporadana dvojice (a — ¢, b — d). PiSeme
tedy
(a,b) — (¢,d) = (a—¢,b—d).

Definice 2.4. Podilem komplexnich ¢isel (a,b), (¢, d) se nazyva komplexni ¢islo
(x,y) takové, 7e

(a,0) = (¢,d) (2,y) -

Stejnym postupem jako pfi hleddni komplexniho ¢isla (a, b)_l, najdeme FeSeni

ac + bd bc — ad
— - - 2.3
TTaxe VT are (2:3)
Plati
(a,b)  (ac+bd bc—ad
(e,d)  \ 2+ d2 2+ d2
Piiklad 2.5. Najdéte rozdil a podil komplexnich ¢isel (1, —2), (3,7).
Reseni.
(1,-2) — (3,7) = (1 —3,—-2 — 7) = (—2,-9)
(1,-2)  (13+(-2).7 —23-1.7\ ( 11 13
(3,7) 32472 7 3472 )\ 58 58)
A

Zastavme se nyni u komplexnim ¢isel, ktera jsou reprezentovana usporadanymi
dvojicemi (a,0), kde a € R. Ve shodé s definici s¢itani a nasobeni komplexnich ¢isel
vychazi

(a,0) + (b,0) = (a+b,0) ,
(a,0).(b,0) = (ab,0) ,



2.1 Zavedeni komplexnich cisel

takze mnozina komplexnich ¢isel tvaru (a,0) je uzaviena vzhledem k operacim séi-
tani a nésobeni, které splhuji tvrzeni (2.1a) az (2.1i). Nulovym prvkem a jednot-
kovym prvkem jsou opét ¢isla (0,0) a (1,0). Cislem opaénym k (a,0) je (—a,0)
a inverznim prvkem k prvku (a,0) # (0,0) je prvek (%, O). V mnoziné komplexnich
¢isel C tedy existuje podmnozina {(a,0) : a € R}, kterd vykazuje vzhledem ke sé¢i-
tani a nasobeni stejné vlastnosti jako mnozina vsech realnych cisel R. V disledku
toho mizeme komplexni ¢islo (a,0) ztotoznit s redlnym ¢islem a.

Naproti tomu komplexni ¢isla (0,b0), b € R, nelze v fadném piipadé ztotoznit s
¢isly redlnymi. Mnozina téchto ¢isel neni ani uzaviena vzhledem k nasobeni:

(0,0) (0,d) = (—bd, 0).

Vysledkem neni komplexni ¢islo stejného typu, nybrz komplexni ¢islo, které jak uz
bylo feceno bereme jako redlné. To méa vSak pro nas velky vyznam. Nyni uz neni
problém najit komplexni ¢islo, jehoz ¢tverec je roven —1. Je jim komplexni ¢islo
(0,1):

(0,1)*> = (0,1)(0,1) = (—1,0) .

Oznacime-li tedy ¢ = (0, 1), mizeme kazdé komplexni ¢éislo (a, b) psat v algebraickém
tvaru a + bi zavedeném némeckym matematikem K. F. Gaussem (1777-1855). Plati

(a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b,0)(0,1) = a + bi.

Dospéli jsme tak ke stejnému zépisu komplexniho ¢isla jako v ¢asti (1.4). K ozna-
¢eni komplexnich cisel budeme také pouzivat pismena, napt. z = a + bi. Je-li z =
= a + bi, nazyva se a redlnd ¢ast cisla z, zatimco b je jeho imaginarni ¢asti, coz
zapisujeme

a=Rez b=Imz.

Komplexni ¢islo, jehoz imaginarni ¢ast je riizna od nuly se nazyva imaginarni.
Cisla tvaru bi, b # 0, oznacujeme jako ryze imaginarni. Cislo i, jeho? redlné ¢ast se
rovna nule a imaginarni ¢ast je rovna jedné, se nazyva imaginarni jednotka.

V dal$im textu budeme vyhradné uzivat algebraického zapisu komplexniho ¢isla,
nebot takto se v8echna pravidla pro pocitani s komplexnimi ¢isly dobfe pamatuji.

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i,
(a+bi) — (c+di)=(a—c)+ (b—d)i,
(a + bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i .

Vsimnéme si, ze komplexni ¢isla s¢itdme, od¢itdme a nasobime podobné jako poly-
nomy, pricemz klademe

t=—1, P=ifi=—i, *=%=1.
Tedy napt.:
(1-20)(3+Ti)=3—6i+T7i—14* =17+
(1—2i)% =1—6i+122 — 8i* = —11 + 2i.
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Je-li z = a + bi # 0, vypocte se pievracend hodnota nasledovné (srovnej s (2.1h)):

1 1 1 a=bi a—-b a n b (2.4)
—_ = Z —_— = = Z . .
z a+bia—bi a?+0b02> a2+0b>  a®+0b?
Specialné pro podil (a + bi) / (¢ + di) vyjde (srovnej s (2.3)):
a+bi a+bic—di ac+bd+ (bc—ad)i ac+bd+bc—ad, (2.5)
= = = 7. .
c+di cH+dic—di c? + d? cA+d? A+ d?

.....

I+4d  (L+49)(1+4d) 2

= = — =1

1—i  (1—4)(1+14)

Postupu, ktery jsme pouzili pfi vypoctu podilu dvou komplexnich ¢isel se iika
usmérnovani. Je-li napt. ve jmenovateli ¢islo a + bi, rozsitime zlomek ¢islem a — bz;
tj. cislem se stejnou readlnou a opa¢nou imaginarni ¢asti.

Definice 2.6. Necht 2z = a + bi je libovolné komplexni ¢islo. Cislo Z = a — bi se
nazyva c¢islo komplexné sdruzené k z.

Poznamka 2.7. Soucinem c¢isel navzajem komplexné sdruzenych 27 je ¢islo realné!
Navic plati z = 7z pravé tehdy, kdyz z € R.

Definice 2.8. Necht z = a + bi. Reédlné ¢islo |z| = V22 = Va? + b? se nazyva
absolutni hodnota (modul) ¢isla z. Komplexni ¢islo z takové, Ze |z| = 1 se nazyva
komplexni jednotka.

Priklad 2.9. Urcete hodnoty |3 — 4|, [1], |0], |i].
Reseni.

13— 4i| = /32 + (—4)° =5; [1]|=V124+02 = 1;

il =v02+12=1; [0/ =0
Priklad 2.10. Ukazte, ze pro libovolna komplexni ¢isla z1, 2o plati

Z129 = 2129 (26&)
|2122‘ = |Zl| ‘ZQ‘ . (26b)




2.1 Zavedeni komplexnich cisel

Reseni. Polozime z; = a + bi, 29 = ¢ + di. Nejprve vypocteme souciny 2129, 2123,
a nakonec ur¢ime ¢islo komplexné sdruzené k soucinu z;2s:

2129 = (a + bi) (c + di) = ac — bd + (ad + be) i,
Z1Zy = (a — bi) (¢ — di) = ac — bd — (ad + be) 7

Zizs = ac — bd — (ad + be)i = 212y .

Nyni pristoupime k ovéreni rovnosti 2.6b:

212) = V(a2)(37) = V(212)(212) = V(212 (222) = Vazivaz = |z |2 -

Vyuzili jsme prvni rovnosti 2.6a, tvrzeni 2.1e, 2.1f a pravidla pro vypocet odmocniny
ze soucinu redlnych c¢isel. A

Pojmy k zapamatovani

— algebraicky tvar komplexniho ¢isla,
— realna a imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla,
— cisla komplexné sdruzena,

— absolutni hodnota (modul) komplexniho ¢isla.

Priklady k procviceni

1.

2.

8.

. Vypoctéte: a) ¢

Co je komplexni ¢islo? Jaké zapisy pouzivame pro komplexni ¢isla?

Ukazte, ze s¢itani a nasobeni komplexnich ¢isel je komutativni a asociativni a ze obé
operace jsou svazany distributivnim zdkonem.

Kterd ¢isla nazyvame imaginarni a ryze imaginarni?

>:b)i%;¢c) i’ ; a pro libovolné n € N vypoététe d) 4" ; e) i7+!

f) ,6'4n+2 . g) 7;4n+3 .

. Vypoctéte: a) (3+14) +(2—5i) ;b) 34+1) —(2—57) ;¢) (3+14)(2—51) ;

d) 3+4)/(2—5) .

. Polozte z = a + bi a vypoditejte: a) Re 22 ; b) Im 22 ;¢) Re (z+2) ;d) Im (z+2) ;

e)Re (z—2);f) Im (z—2);g) Rel;h)ImL;i)Rel;j)Im1i.

z

. Dokaite, 7e plati: a) z; + 20 = Z; + Z2 ; b) (z—l) =2, 2 #0;0) (7)) =2.

z2

2zl
22

=L 2p £ 0 b) |21 + 22| < || + [z -

T z]?

Ukazte, ze plati: a)

Reseni.
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Obr. 2.1: Geometrické znazornéni komplexniho ¢isla

4.a)i;b) —1;¢)—i;d)1;e)i;f)—1:g) —i.

5.a)5—4i;b) 146i;c) 11 —13i;d) 55 + 550 .

6. a) a®—b”;b) 2ab;c) 2a =2Re 2 ;d) 0;€) 0;1) 20 =2Im 2 ; 8) %= ; h) =5z ;
D) =% 1) = -

8. b) Navod:
|Zl + 22‘2 == ‘21|2 + ‘22‘2 + 2129 + 2122./ 2129 + 2129 = 2Re(§122) S 2|5122‘ .

2.2. Geometricka interpretace komplexnich cisel

Bud dana rovina s pravothlym soufadnicovym systémem, jehoZ osy oznacime x, y.
7 analytické geometrie vime, Ze si body roviny a usporadané dvojice realnych cisel
jejich pravothlych souradnic vzajemné jednoznacné odpovidaji. Kazdému komplex-
nimu ¢islu z = a+bi mizeme piifadit v této roviné bod o soutradnicich (a, b) a naopak
kazdému bodu (a,b) této roviny odpovida jediné ¢islo a + bi (obr. 2.1). V této sou-
vislosti se osa x nazyva realna osa a y imaginarni osa. Redlna a imaginarni osa se
nékdy oznacuji Re z, I'm z. Rovina, v niz znazoriujeme komplexni ¢isla, se na-
zyva Gaussova rovina a oznacuje se C. Pocatek souradnicového systému je obrazem
¢isla 0.

Nékdy také ztotozhujeme komplexni &isla s vektory v roviné. Cislu z = a + bi
odpovida vektor majici délku |z| a smér polopiimky 0z. Soucet a rozdil komplexnich
Cisel z1, z9; pak interpretujeme jako soucet a rozdil pfislusnych vektord (obr. 2.2,
2.3).
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Obr. 2.2: Geometrickd interpretace souctu komplexnich cisel

Ay

29

Obr. 2.3: Geometricka interpretace rozdilu komplexnich cisel



12 Komplexni cisla

AImz

Obr. 2.4: Znazornéni komplexniho ¢isla pomoci argumentu a modulu

' Priklady k procviceni

1. Znazornéte v Gaussové roviné ¢isla: a) 1 ;b)i;¢) =1 +2¢;d) 3 —1.

2. Komplexni ¢isla z; = 3 4+ 24; 20 = —1 — 2¢ znazornéte jako vektory a urcete z; + 2o,
zZ1 — Z9.

3. Kde lezi v Gaussové roviné vsechny komplexni jednotky?

2.3. Goniometricky tvar komplexniho cisla

Absolutni hodnotu komplexniho ¢isla mizeme interpretovat geometricky jako délku
vektoru, ktery toto ¢islo znazornuje. Nenulova komplexni ¢isla se stejnym modulem
lezi na kruznici se stfedem v pocatku a polomérem rovnym danému modulu.

K jednoznac¢nému urceni komplexniho c¢isla z potirebujeme jesté znat velikost
orientovaného thlu, jehoZ pocateénim ramenem je kladnéd ¢ast osy x (ozn. +7),

— . .
a koncovym ramenem polopiimka 0z (viz obrazek 2.4).



2.3 Goniometricky tvar komplexniho ¢isla

13

Definice 2.11. Argumentem ¢isla z = x + iy # 0 (znac¢ime Arg z) nazyvame
kazdé realné ¢islo ¢ splnujici dvé podminky

(2.7)

Argument ¢isla 0 neni definovan.

Poznamka 2.12. Tento argument, jak jiz bylo naznaceno, muzeme chapat jako
velikost orientovaného thlu uspotradané dvojice polopiimek (+7, 0z). Z vlastnosti
goniometrickych funkci sinus a kosinus vyplyvéa, ze kazdé komplexni ¢islo z % 0 mé
nekone¢né mnoho argumentii, pricemz kazdé dva se 1isi o celistvy nasobek cisla 27.

Nekdy se zavadi pojem hlavniho argumentu: je to takova hodnota Arg z, ktera
patii do intervalu (—m,7) a znadi se arg z. Plati tedy

—rT<argz<m,

Arg z =arg z+2km, k € Z . (2.8)

Nékdy se také pise Arg z = arg z (mod 27), nebo struénéji Arg z ~ arg z, coz
¢teme: argument a hlavni argument z se rovnaji modulo 27 a intrepretujeme: rozdil
Arg z — arg z je celym nasobkem ¢isla 2.

Napiiklad arg 1 =0, Arg 1 = 2k, arg i = 5, Arg i = § + 2kn. Kladna reélna
¢isla maji hlavni argument rovny 0, zaporna rovny 7. Cisla ryze imaginarni bi maji
hlavni argument rovny 7, je-li b > 0, nebo rovny —7, je-li b < 0.

Nyni uz prejdeme ke goniometrickému vyjadieni komplexniho ¢isla. Kazdé kom-
plexni ¢islo z 1ze psat v goniometrickém tvaru

z =1 (cosp +isinp) (2.9)

kde r = |z|. Je-li r # 0, oznacuje ¢ jeho libovolny argument, popiipadé hlavni
argument. Je—li r = 0, mizeme za ¢ dosadit jakékoliv realné cislo.
Abychom napiiklad uréili goniometricky tvar ¢isla z = v/3 4 (obr. 2.5), vypoé-
teme |z| = 1/(v/3)2 + 12 = 2. Z rovnic
cOS V3 si L
= —, sinp = —;
¥ 95 ¥ 5
plyne ¢ = ¢ + 2km, kde k£ je libovolné celé ¢islo. Potom

Argz:%—Fka argz:{%+2k7r: kEZ}ﬁ(—ﬂ',ﬂ'>2

S

Pouzijeme-li tedy k vyjadieni z hlavniho argumentu, budeme psat

\/§+i:2<cos%+isin%) )
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Obr. 2.5:

Rovnost komplexnich ¢isel z; # 0 a 25 # 0 vyjadrenych v goniometrickém tvaru
formulujeme nasledovné:

21 = 2o prave tehdy, kdyz |z1| = |z0| a Arg 21 ~ Arg 2 . (2.10)
Séitani a od¢itani komplexnich ¢isel v goniometrickém tvaru je obecné dost ob-
tizné. Naproti tomu nasobeni, déleni popripadé nalezeni prevracené hodnoty daného
¢isla je snadnéjsi nez v pripadé algebraického vyjadieni. Necht jsou dana dvé kom-
plexni ¢isla v goniometrickém tvaru
21 =11 (Cos @y +8ingy), 29 = r9 (COS P + sin g) . (2.11)
Jejich soucinem je ¢islo
2129 = 1172 [(COS 1 COS g — 8in @ Sin @) + 7 (Sin @1 €oS Py + €os @7 sin ps)]
takze s vyuzitim znamych souctovych vzorcti pro funkce sinus a kosinus obdrzime
2129 = 1r17ra [cos(p1 + p2) + isin(p + pa)] . (2.12)
Tedy modul soucinu komplexnich ¢isel je roven souc¢inu jejich moduli
|2120] = |21][22] (2.13)
a argument soucinu komplexnich cisel je roven souctu jejich argumenti modulo 27
Arg(z129) ~ Arg z1 + Arg 23 . (2.14)

Priklad 2.13. Pomoci hlavniho argumentu napiste v goniometrickém tvaru soucin
Gisel 21 = 1+ /30, 20 = —V/3 + .
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Obr. 2.6: Geometricka interpretace nasobeni komplexnich ¢isel

),22 :2(cos%”+isin%”).

s

Reseni. Znidmym zptisobem dostavdme z; = 2 (Cos 3 tising
Ve shodé s 2.14 Arg(z120) = 5 + 5 + 2km, tedy arg(z12) = {& + 2kr : k € Z}N

(—m,7) = —%”. Odtud 2,29 = 4[(:08(—‘%) + Z'Sin(—%ﬂ)}- A

Predpokladejme nyni, Ze zo # 0. Podilem ¢isel z, 25 je ¢islo z takové, Ze zz9 = 2.
7Z vysledki odvozenych pro nasobeni komplexnich &isel je ziejmé, 7e |z||zo| = |2]
a Arg z+ Arg zo ~ Arg z;. Potom

z| _ |zl

B |Z2\’

2% #0, (2.15)

22

a tudiz modul podilu komplexnich ¢isel je roven podilu jejich moduli. Déle

z
Arg 2L~ Arg 21 — Arg 2 | (2.16)
<2
coz znamena, ze argument podilu komplexnich ¢isel je roven rozdilu jejich argumenti
modulo 27. Vzhledem k 2.11 piseme
21 T

S, [cos(p1 — wa) +isin(p — ¢2)] - (2.17)

Geometrickou interpretaci souc¢inu komplexnich ¢isel ukazuje obrazek 2.6. Naso-
beni komplexnich ¢isel je slozenim dvou zobrazeni: otdceni a stejnolehlosti.
Na obrazku 2.7 je predstaven vztah mezi komplexné sdruzenymi cisly z a Z,
z # 0. Ziejmé
z = |z|[cos (—Arg z) +isin (—Arg z)] . (2.18)

Neni-li z redlné ¢islo zaporné, mizeme ve vztahu 2.18 uvést arg z misto Arg z.
Ponékud obtiznéjsi je nalezeni bodu w = %7 z # 0. Plati

v 1z 2| [cos (—Arg z) +isin (—Arg z)] _ 1 [cos (—Arg z) +isin (—Arg 2)] .

z 2z 2|2 |z
(2.19)




Komplexni cisla

"

|

z

Obr. 2.7: Geometrické znazornéni komplexné sdruzenych ¢isel

Pii konstrukei bodu w = X vychazime tedy ze vztahti |w| = L a Arg w = —Arg 2.
z 2|

Usecku délky ﬁ sestrojime uzitim Euklidovy véty. Sestrojime tak vlastné bod %
lezici symetricky k bodu % vzhledem k redlné ose a potom konec¢né bod w = %

Konstrukce je uvedena na obrazku 2.8.

Nakonec se jesté podivame na vypocet mocniny komplexniho ¢isla z.

Véta 2.14. Moivre de Abraham : Je-li z = r (cos ¢ +isinp), pak

m

2™ =r"(cosmy +isinmy) prom € Z . (2.20)

Diikaz. Je-li m prirozené, ovéii se vzorec 2.20 matematickou indukei uzitim 2.12.
Véta ziejmé plati pro m = 1. Predpokladejme, ze véta plati pro m = n, n € N
Potom

2" = 2"z = |2]"[cos(ny) + isin(ne)]|z|[cos(p) + isin(p)] =

= [z|""[cos((n + 1)) +isin((n + 1))] ,

to znamend, 7ze véta plati i pro m = n+ 1, a tedy plati pro kazdé prirozené ¢islo m.
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Obr. 2.8: Geometrické znazornéni inverzniho komplexniho ¢isla

Pro m celé zaporné plati

1 1
P - - (2.21)
z=m =™ [cos(—my) + isin(—my)]

B 1 rm [cos me + isin my] B (2.29)

~ r=m[cos(my) — isin(me)] r™ [cos mep +isin my] '
—_ [COQS my + ,ZSQm uld = 7" (cos mep +isin my) (2.23)

COs* My + sin” my

Vyuzili jsme zndmych vlastnosti funkei sinus a kosinus. O]

‘ 20
Priklad 2.15. Napiste v goniometrickém tvaru (%) :
Regeni. Polozime z = % a urCime goniometricky tvar ¢isla z. Plati 1 4 i3 =

= 2[cos(%) +isin(%)] a 1 —i = v/2[cos(—%) + isin(—7)]. V souladu s délenim
komplexnich &sel v goniometrickém tvaru je z = v/2[cos(Z) + i sin(ZZ)]. Odtud

7 7m\1% 140 140
220 = [ﬁ(cos%—kisin—?r)} = 910 <cos 127T—|—z'sin W) =

12 12

5 5
=210 <cos ?ﬂ + 7sin g) .
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Pojmy k zapamatovani

1.

— argument, hlavni argument komplexniho ¢isla,
— rovnost modulo 27,
— goniometricky tvar,

— mocnina komplexniho ¢isla.

' Priklady k procviceni

Napiste v goniometrickém tvaru a) 1; b) —1; ¢) i; d) —i; e) 1+4; f) 1 —iv/3; g) V3 —i.

1—3

. Uzitim Moivreova vzorce vypoététe a) (1—14)7; b) (1+4iv/3)%; ¢) (3 —i§)5; d) (1_4—2‘)7;

e) (1414)%.

. Pouzijte Moivreovy a binomické véty k vyjadieni a) sin3a; b) cos 3a pomoci sina a

cos «, navod:

(cosa +isina)? = cos2a+2isinacosa—sin2a} cos20 = cos?a —sin®a

(cosa +isina)? = cos2a+ isin2a sin2a = 2sinacosa

. Nakreslete v Gaussové roviné mnozinu vSech ¢&isel splitujicich podminku: a) |z| = 1;
s

b) |z] < 1;¢) 2| >1;d) 1 < |2]| < 25e)arg z= ;) arg 2 > 0; g) § < arg z < %;
h) arg z € (—m,=5) U (5, 7).

. Podejte geometrickou interpretaci ndsobeni komplexniho ¢isla z ¢islem cos a4 sin a.
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Resent.

1. a) cos(0)+isin(0); b) cos(m)+isin(7); ¢) cos(§)+isin(F); d) cos(—7)+isin(—F);
c) VE(cos(3) + isin(3)); ) 2cos(~F) + isin(—F)): &) 2cos( %) + isin(12)).

2.a)8(1+1i); b) =8; )——l—i?;d) i; e) 2'2(1 +14).

3. a) 3sina — 4sin® a; b) 4cos® a — 3 cos a;

=3
=
<

e

c) Yy d) Y
- /
= =
= / g
_ ~ T
T [ i
_ & Euy =
/ . e ny
| e
// =
== T
e) Y f) Y
e
e
o
o
x e
z o
e
ol sl
T 1 X
e Y
g) Y = h)
[0 - 7777/
2 =
= =
T
1 T e 1 T
T
T
T
T
T
T
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2.4. Odmocnina komplexniho ¢isla

Definice 2.16. Bud z € C, n € N. Kazdé komplexni ¢islo w s vlastnosti

w" =z (2.24)

se nazyvéa n-t4 odmocnina z komplexniho ¢isla z a zapisuje se w = {/z.

Je-li z = 0, je zejmé /0 = 0. Je-li z = r(cos ¢ + ising) # 0, pak hodnoty {/z
uré¢ime pomoci Moivreovy véty. Oznac¢ime-1i w = p(costp + isine)), potom z rov-
nice 2.24 plyne

pt=r AN np=¢p+2kr, keZ.

Odtud dostavame p = /r, ¢imz je mySlena jednoznacné definovana n-t4 odmoc-
nina realného ¢isla r > 0. Mezi argumenty (¢ + 2kw)/n, kde k = 0,£1,+2,...,
existuje pravé n takovych, které se nelisi o celistvy nasobek ¢isla 27. Jsou to napfi-

klad ¢éisla ok
o= 2T 0, 1.
n

Pro z # 0 méa tedy n—t4 odmocnina z ¢isla z = r(cos ¢ + isin @) pravé n navzéjem
riznych hodnot, konkrétné

o+ 2k 24
wp = Yr(cos P L isin £ 01, 1. (2.25)
n n

Vsechna ¢isla 2.25 maji stejné moduly, a tudiz lezi na kruznici se stfedem v po-
¢atku o poloméru /r. Kruznici rozdéluji na n stejnych ¢asti, nebot argument kaz-
dého nésledujiciho ¢isla obdrzime z argumentu predchazejiciho ¢isla pfictenim 27 /n.

Priklad 2.17. Najdéte vSechny hodnoty v/—1.

Reseni. Cislo —1 napiseme v goniometrickém tvaru: —1 = cos 7+ sin 7. Oznacime
li hodnoty v/—1 postupné wg, wy, we, ws, potom v souladu s 2.25 plati

3 3
wgz(fl(cos%—kisin%), wlz(fl(cos%n%sin%),
5 5 7 7
wgzﬁ(cos—w—kisin—ﬁ), wng/f(cos—w+isin—7r),
4 4 4 4
respektive wg = —+i—, w1 = ——+1—, Wy = —— — 11—, W3 = — —1—.
2 2 2 2 2 2 2 2
Jak je vidno z obr. 2.9, lezi obrazy hodnot v/—1 ve vrcholech ¢tverce. A

Piiklad 2.18. Vypoctéte viechny kofeny rovnice w? = z, kde z = 4\/5(—1 +1).
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Obr. 2.9: Znazornéni hodnot +/—1 v Gaussové roviné

Reseni. Hleddme vlastné viechny tieti odmocniny z &sla z = 4v/2(—1+4). Nyni uz
budeme postupovat strucnéji.

3 3 3
z = 8((:05% + isin Iﬁ), |2/ =8, argz= %7

3T 3T
2T 4 Qkmw =T 4+ 2km
wy, = \/4V2(—1 4 i) = V/8(cos +——— +isin+—"—) k=0,1,2.
Hledané koteny rovnice jsou:
wo :2(Cos%+isin%) = V2+iV2
11 11 -1 -3 —1 3
wy = 2(cos —1; + 7 sin 1;) = \/5\[ +4 j/éf
19 19 —1 3 —1—+3
w2:2(cosl—;+isin 1;): J?f+z \/5\[

A

Poznamka 2.19. Rovnice z prikladu 2.18 je konkrétnim piipadem takzvané bino-
mické rovnice. Je to vlastné rovnice 2.24, ktera se zapisuje také ve tvaru w” —z = 0.

Pojmy k zapamatovani

— odmocnina komplexniho ¢isla,

— binomické rovnice.
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' Priklady k procviceni

1. Vypoctete a) V1 —iv/3; b) V=T +24i; ¢) v-1; d) /-1

2. Ukaite, 7e kvadratickd rovnice az?+ bz +c = 0 mé v piipadé zaporného diskriminantu
D = b? — 4ac, komplexné sdruzené kofeny

—b+iV=D —b—iv/—D
rT1 = —————. ro = —————— .
! 2a ’ 2 2a

3. Najdéte viechny kofeny rovnice: a) 22 4+4 = 0; b) 2° — 1 = 0; ¢) 2? + 4z + 29 = 0;
d) 23 +8 =0.

4. Znazornéte v Gaussové roviné koreny rovnice z prikladu 2.18.

Reseni
1. a) 2(v/3—1d), Y2(—v/3+41i); b) 3+4i, —3—4i;c) i, —i; d) L +35, —1, L -3,
2. Navod: Metodou doplnéni na ¢tverec upravte rovnici na tvar (z + %)2 = %,

polozte w = = + %7 z = bz‘éac a feste rovnici w? — z = 0.
a) £2i; b) 1, —%—i—i?./ —; —i@; ¢) —245i, —2—5i;d) 1443, =2, 1—iV/3.

= w

Wo

w1

Y-
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Kapitola 3

Zobrazeni a linearni rovnice

Pruvodce studiem

Soustavy linedrnich algebraickych rovnic Casto vznikaji pri reseni praktickych problému.
V této kapitole si nejprve odvodime soustavu linedrnich rovnic, kterou miZeme povaZovat
za matematicky model elektrického obvodu. Potom si pripomeneme pojem zobrazeni a
ukdZeme si rizné interpretace reseni vysledné soustavy. Uvodni priklad ndm bude v dalsim
vykladu slouZit k ilustraci a motivaci zavedeni nékterych novych pojmd.

Cile

Uvédomite si, ze ke konkrétni tiloze mizeme v matematice pristupovat riznym zpi-
sobem. Budete umét:

e definovat pojem zobrazeni
e klasifikovat zobrazeni

e interpretovat geometricky soustavu dvou linearnich rovnic o dvou nezna-
mych

3.1. Elektricky obvod se zdrojem a spotiebici

Uvazujme elektricky obvod na obrazku 3.1 se zadanymi odpory spotiebict Ry, Ry, R3,
K odvozeni rovnic pro neznamé potencidly x, xs, x3, s jejichz pomoci mizeme vy-
pocitat neznamé hodnoty napéti na spotiebicich Uy, Uy, Us, U, a hodnoty proudii
prochazejicich spottebici Iy, I, I3, 14, pouzijeme zakladni fyzikalni zakony a nasle-
dujici konvence:

i) Jeden uzel, v nasem piipadé uzel 3, je uzemén, tedy z3 = 0.

ii) Hodnota napéti na spotiebici je dano rozdilem potenciali na jeho svorkach (napft.
UQ = T9 — .fl).

iii) Proud ve sméru Sipky méa kladnou hodnotu.

Ry.
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Obr. 3.1: Modelovy elektricky obvod se zdrojem a spotiebici

X3

iv) Hodnoty napéti i proudu mohou byt kladné i zaporné. Proud se zapornou hodno-
tou ma smér opacny, nez je jeho smér vyznaceny ve schématu. Obdobné zdporna
hodnota napéti charakterizuje skutecny pokles potencidlu v opa¢ném sméru.

V dalsim textu si postupné vyjadiime napéti a proudy pomoci potencidli a
pro proudy vyjadiené vztahy obsahujici potencidly si napiSeme Kirchhoffiiv zdkon
proudu.

Poznamka 3.1. Pokud jste se (zatim) s elektrickymi obvody nespratelili, mizete
se na nasledujici predpisy ¢i rovnice divat jako na zadana zobrazeni.

3.2. Vztah mezi napétimi a potencialy

Hodnoty napéti na spotiebic¢ich jsou dany podle 3.1 nasledujicim predpisem:

U1 == T — I3

UQ = — X1 + X9

U3 = To9 — XT3 (31)
U4 = To9 — XT3

Je to predpis, ktery kazdé trojici potencialti x, x9, 23 prifazuje ¢tvefici hodnot napéti
Uy, U, Uz, Uy. Snadno se zjisti, ze pro nékteré hodnoty napéti neexistuji potencidly
(napt. pro Us # Uy). Ani kdyZ potencidly k hodnotam napéti existuji, nejsou uréeny
jednoznac¢né: Jsou-li (3.1) splnény pro zi, xs, x3, pak jsou splnény i pro z + ¢y, +
~+ 9, x4+ c3, kde ¢ je libovolné redlné ¢islo. Jednoznacnost vSak bude zarucena, pokud
pridame rovnici x3 = 0.

3.3. Zobrazeni

Predpis (3.1) je zvlastnim piipadem jednoho ze zékladnich matematickych pojmi.
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Definice 3.2. Zobrazeni [ : % — ¥ mnoziny % do mnoziny ¥ je predpis, ktery
kazdému prvku mnoziny % prifazuje néjaky prvek mnoziny ¥. Mnozina % se
nazyva definicni obor zobrazeni f, mnozina ¥ se nazyva obor hodnot zobrazeni f.
Zobrazeni f se nazyva zobrazeni na mnozinu ¥, jestlize kazdy prvek mnoziny ¥ je
obrazem néjakého prvku mnoziny % . Jestlize maji kazdé dva rizné prvky mnoziny
 ruzné obrazy, nazyva se zobrazeni [ prosté. Zobrazeni, které je soucasné prosté

a na (mnozinu), se nazyva vzdjemné jednoznacné.

Predpis (3.1) tedy miizeme povazovat za zobrazeni, jehoz definiénim oborem je
mnozina vSech trojic realnych cisel x1, x5, 23 a oborem hodnot je mnozina vSech
¢tveric realnych cisel Uy, Uy, Us, Uy. Jak jsme si ukazali vyse, toto zobrazeni neni ani
prosté ani na (mnoZinu vSech uspofddanych ¢tvefic), takZe neni vzajemné jedno-
znacné.

3.4. Proud a napéti

Vztah mezi hodnotami proudu a napéti je ddn Ohmovym zakonem:

Il = RLlUl
_[2 - RLUQ

2 3.2
Ig - RLSUg ( )
I = AU,

Predpis (3.2) zfejmé definuje prosté, vzajemné jednoznacné zobrazeni (alespon
za prirozeného predpokladu R; > 0). Né&s v8ak zajima vyjadieni hodnot proudi
pomoci potencialti, které ziskdme, kdyz dosadime vztahy (3.2) do (3.1):

_ 1 _ L
Il = Rllilfl ) R T3
IQ = —R—2$1 + R_ng (3 3)
I; = L, — Az '
3 — Rl?’ 2 ]%3 3
I4 = R—4$2 — R—4$3

3.5. Kirchhofftiv zakon proudu

Kirchhoffiv zdkon proudu tvrdi, Ze soucet proudt v uzlu je nula. V nasem pripadé
dostaneme postupné:

Uzel 1: L +6L=0 (3.4)
Uzel 2: —12 - Ig - I4 = —10 (35)
Uzel 3: Il + [3 + I4 =10 36)

Pokud I, I, I3, I, splhuji prvni dvé rovnice, pak zfejmé spliuji i tfeti, nebot tato
je souctem prvnich dvou s opac¢nym znaménkem. Tteti rovnice tedy nenese zadnou
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Obr. 3.2: Geometrické znazornéni soustavy (3.8) po radcich

novou informaci a lze ji vynechat. Dosadime-li do (3.4) a (3.5) vyrazy pro potenciély
(3.3), dostaneme po upravé:

1 1 1 1 _
- (R_1 + R—2) xry -+ i To -+ i Ir3 = 0
1 1 1 1 1 1 _
R—2 Ty — (R_2+R_3+R_4) To + (R_3+R_4) Try = —10
Zvolime-li Ry = Ry = Ry = R, = 1 a vezmeme-li v uvahu, Ze z3 = 0, dostaneme
soustavu:

(3.7)

—2.%'1 + o = 0

3.8
Ty — 31’2 = —10 ( )

Soustava se nazyva linedrni, protoze neobsahuje mocniny ani sou¢iny neznamych.
Jak se da ocekavat z fyzikdlniho vyznamu tilohy, soustavu (3.8) spliuje jedina dvojice
potenciali z, zo. Matematické argumenty si ukdzeme pozdéji.

3.6. Interpretace resSeni soustavy rovnic

Regeni soustavy (3.8) miize byt interpretovano zcela nezdvisle na ptivodni tloze.

Prvni interpretaci dostaneme, kdyZ se na soustavu (3.8) budeme divat po 7didcich.
Jednotlivé rovnice jsou vlastné rovnicemi primek a tikolem je najit jejich prisecik, jak
je to znazornéno na 3.2. Jelikoz prfimky maji riizné smérnice, je ziejmé, Ze prusecik
existuje. Pro souradnice prisec¢iku plati 1 = 2, x5 = 4. Snadno si ovérime, ze spliuji
soustavu (3.8).

Na soustavu (3.8) se vSak mizeme také divat po sloupcich. V tomto piipadé
je nasim tkolem najit 1 a x, tak, aby se x1-ndsobek vektoru [ ?] se¢teny s xo-

nasobkem vektoru [ 3] rovnal vektoru [_{%|. Ciselné feSeni je ovSem totéz, nebot

[ = L)
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Obr. 3.3: Sloupcova interpretace soustavy (3.8)

Soustavu (3.8) 1ze popsat i pomoci zobrazeni

xl} s [—2:51 + a9
xT9 I — 3.1'2

A:RQB[ }eRQ,

kde R? znac¢i mnozinu viech uspoiddanych dvojic realnych &sel. Oznac¢ime-li si

=) o=l

pak tloha najit fesen{ (3.1) je ekvivalentni tloze najit x € R? tak, aby
A(x) = b. (3.9)

Soustava (3.8) ma FeSeni, pravé kdyz b € #(A), kde S (A) je obor hodnot
zobrazeni A. Jestlize b € J#(A) a A je prosté zobrazeni, pak soustava (3.8) ma
jediné Feseni.
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Priiklad 3.3. Provedte geometrickou interpretaci po fadcich u soustavy

—T1+ a9 =2

(3.10)
—2.1'1 + 2.1'2 =-2

Reseni. Snadno se presvédcéime, ze obé rovnice jsou rovnicemi piimek se stejnou
smérnici, které jsou rovnobézné rtzné. V tomto pripadé soustavé rovnic nevyhovuje
zadna dvojice cisel xy, xs. A

T9 A —I1+$2:2

—2:171 + 21’2 = -2

Obr. 3.4: Radkov4 interpretace soustavy (3.10)

Priiklad 3.4. Provedte klasifikaci zobrazeni f: U — V., které je definovano nésle-

El dovné:

)UZR V=<0,+OO),f( )=x27
) U=R V=R, f(z)=2",

A U=R V=(0,4+), f(x ):2“””.
Reseni.

a) Zobrazeni neni prosté: napt. f (—2) = f(2) = 4, a neni na mnozinu: zdpornému
¢islu y € V neodpovida zadny vzor x € U,

b) zobrazeni neni prosté, ale je na mnozinu: ke kazdému y € V existuje alespon
jedno x € U;
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c¢) zobrazeni je prosté: je-li x; # x9, potom 27! # 272 ale neni na mnozinu ze
stejnych diivod jako zobrazeni f (z) = x%;

d) zobrazeni je prosté a soufasné na mnozinu, nebot kazdé kladné ¢islo je jistou
mocninou ¢isla 2, jedna se tedy o zobrazeni vzajemné jednoznacné.

A

Pojmy k zapamatovani

— zobrazeni prosté, na mnozinu, vzajemné jednoznacné,

— soustava linearnich rovnic.

Priklady k procviceni
1. Necht je zaddna mechanickd soustava sestavajici ze tii pruZin a dvou téles jako na
obrazku 3.5. Najdéte rovnice pro posunuti ui,us, vite-li, ze:
e Prodlouzeni i-té pruziny je dano vztahem [; = u; — u;_1.
e ug=usg = 0.
e Sila y; v natazené i-té pruziné spliuje Hookuv zakon y; = ¢;l;. Vertikalni pruzina
tedy pusobi na dolni téleso silou —y; a na horni téleso silou ;.
e Soucet sil pusobicich na kazdé téleso je nula. To lze vyjadrit také tak, ze hmotnost
fi = mjg i-tého télesa je vyrovnina odporem pruzin. Sila f; (kladnd je orientovina
dolti) natahuje i-tou pruzinu a stla¢uje pruzinu i + 1, takze plati f; = y; — yi11.

NAPOVEDA: Postupujte analogicky jako u elektrického obvodu z 3.1.
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Obr. 3.5: Soustava pruzin
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Kapitola 4

Upravy a feSeni soustav linearnich
rovnic

Priivodce studiem

V této kapitole se budeme zabyvat resenim obecné soustavy linedrnich rovnic, tj. ulohy

najit x1,...,x, tak, aby pro dand Cisla a;; ab;, i =1,...,m,j=1,...,n platilo
a1 r; + ... 4+ apr, = b1
: : (4.1)
11 + ... + Gmntn, = bn

Soucasti této dlohy je rozhodnout, zda vibec néjaké reSeni dané€ soustavy existuje, kolik

Jich je a co o nich Ize rici v pripadé, Ze je jich nekonecné mnoho. Konkrétnim pripa-
dem soustavy (4.1) je soustava (3.8), jejimZ feSenim jsou nezndmé potencidly obvodu
na obr. 3.1. Sezndmime se zde zejména s velmi G¢innou metodou reseni soustavy (4.1),
Jejiz objev je pripisovan vyznamnému némeckému matematikovi K.F.Gaussovi (1777-
1855). V Ciné vsak byla tato metoda zndma nejméné 180 let pred nasim letopoctem
pod jménem fang cheng.

Cile
Po prostudovani této kapitoly budete schopni:

e TeSit soustavy rovnic Gaussovou eliminac¢ni metodou,

e TeSit soustavy rovnic Gauss-Jordanovou metodou.

4.1. Ekvivalentni Gpravy

Zakladni myslenka feSeni soustavy linearnich rovnic spoc¢ivd v nahrazeni dané sou-
stavy jinou soustavou, kterd ma stejné reseni a je jednodussi. V pripadé dvou rovnic
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o dvou neznamych je jednodussi takova soustava, ktera obsahuje alespon jednu rov-
nici s jedinou neznamou, nebot takovou rovnici uz mizeme tesit nezavisle na druhé
rovnici. Novou soustavu mizeme dostat postupnym pouzitim tzv. ekvivalentnich
uprav zvolenych tak, aby feSeni piivodni soustavy bylo i feSenim soustavy upravené:

(E1) Vzajemna vyména libovolnych dvou rovnic soustavy.
(E2) Nasobeni obou stran nékteré rovnice soustavy nenulovym ¢islem.
(E3) Pric¢teni ndsobku nékteré rovnice soustavy k jiné rovnici.

Vhodna tprava soustavy

—21’1 + 1o = 0 (42&)
Ty — 3.1'2 = -10 (42b)

je napriklad vynasobeni rovnice (4.2b) dvéma, podle pravidla (E2), a pfi¢teni rovnice
(4.2a) k upravené rovnici (4.2b), v souladu s pravidlem (E3). Upravena soustava
bude mit tvar

—21’1 + To = 0 (43&)
—5ay = —20 (4.3b)

Z rovnice (4.3b) vypoéteme z5 = 4 a po dosazeni do rovnice (4.3a) dostaneme
—23, +4 =0, (4.4)

odkud x; = 2. Dosazenim do (4.2a), (4.2b) si ovéfime, Ze jsme opravdu ziskali feSeni
soustavy.

Ekvivalentni Gpravy maji tu vlastnost, Ze jejich pomoci mizeme z upravené
soustavy ziskat zpét ptvodni soustavu. Napiiklad soustavu (4.2) miizeme dostat ze
soustavy (4.3) tak, ze rovnici (4.3a) odec¢teme od rovnice (4.3b) a takto upravenou
rovnici vynasobime ¢islem %

Obecné plati:

e Jestlize soustava S’ vznikla ze soustavy S vzdjemnou vyménou i-té a j-té
rovnice podle pravidla (E1), pak tatdz uprava pouZzitad na S’ nas pirivede zpét
kS.

e Jestlize soustava S’ vznikla ze soustavy S ndsobenim i-té rovnice nenulovym
¢islem « podle pravidla (E2), pak ndsobenim téze rovnice soustavy S’ ¢islem
i obdrzime zpatky soustavu S.

e Jestlize soustava S’ vznikla ze soustavy S pri¢tenim a-ndsobku i-té rovnice
k j-té rovnici (i # j), pak p¥ic¢teni (—a«)-ndsobku i-té rovnice soustavy S’
k j-té rovnici soustavy S’ vede opét k S.
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Dveé soustavy linearnich rovnic nazyvame ekvivalentni soustavy, jestlize jednu z nich
lze ziskat z druhé ekvivalentnimi tpravami. Jelikoz feseni ptivodni soustavy je také
feSenim upravené soustavy a upravenou soustavu muzeme ekvivalentnimi tpravami
prevést na puvodni soustavu, plati nasledujici véta.

Véta 4.1. Jsou-li dvé soustavy linearnich rovnic ekvivalentni, potom maji stejné
resent.

4.2. Maticovy zapis

Pti Gpravé rovnic si mizeme uSetiit praci, kdyz nebudeme opisovat nezndmé. Sou-
stavé rovnic (4.1) bude v tomto tsporném zéapisu odpovidat tabulka

aiy ... Qp b1
(4.5)

m1 .- Gmp bm7

kterou nazyvame rozsifend matice soustavy (4.1). Céast tabulky bez posledniho
sloupce se nazyva matice soustavy (4.1). Posledni sloupec se nazyva pravd strana
soustavy. Pokud budeme mluvit o tabulce, jako je matice soustavy, bez odkazu na
soustavu, budeme ji nazyvat struc¢né matice.

Ekvivalentnim dpravam soustavy rovnic odpovidaji operace s fadky rozsitené
matice soustavy, které nazyvame elementdrni (fadkové) operace:

(rl) Vzajemna vyména libovolnych dvou radki.

(r2) Nasobeni nékterého fadku nenulovym ¢islem.

(r3) Pric¢teni ndsobku nékterého fadku k jinému fadku.

Mame-li dvé matice, z nichz jedna vznikla z druhé pomoci elementarnich radkovych

operaci, fikdme, 7ze matice jsou radkove ekvivalentni. Vétu 4.1 si mizeme vyjadrit
pomoci novych pojmi.

Véta 4.2. Maji-li dve soustavy linedrnich rovnic radkove ekvivalenini rozsirené
matice, potom maji stejné reseni.

Upravu soustavy (4.2) na (4.3) mitZzeme zapsat pomoci elementérnich operaci ve

tvaru
-2 1 0 -2 1 0
|: 1 —3 ‘ —10 :| 21"2 +I’1 i |: 0 —5 ‘ —20 :| (46)
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4.3. Uprava na schodovy tvar

Podivejme se, jak miizeme pomoci elementarnich fadkovych operaci prevést matici
(4.5) na tzv. schodovy tvar, tj. na tvar, v némz jsou prvni nenulové prvky radka
zvané vedouci prvky usporadany jako schody klesajici zleva doprava. Pozaduje se
pritom, aby vedouci prvky nebyly nad sebou a aby vSechny ptripadné nulové radky
byly dole. Piikladem matice ve schodovém tvaru je pravid matice ve vyrazu (4.6)
nebo matice

AZ{QOQ}) B_ C—

o O O
S O
O NN
o OO
o O W
o O

Pii tpravé matice vyuzijeme pozorovani, ze je-li v matici (4.5) prvek a;; nenulovy,
pak vynasobime-li i-ty fadek této matice ¢islem —ay;/a;; a pricteme-li ho ke k-tému
radku, bude mit upravend matice v k-tém radku a j-tém sloupci prvek

(lkj -+ (—akj/aij) az’j =0. (47)

Pokud je prvek a;; nenulovy, lze takto transformovat matici (4.5) na tvar

apn iz ... Qi | b
1 1 1

0 aspy ... ay, | by
1 1 1

0 Ao Qn ‘ bm

Pokud bude také prvek al, nenulovy, miZeme obdobné dosdhnout pomoci ele-
mentarnich fadkovych operaci, aby i pod nim byly v upravené matici nuly. Bude-li
pokazdé a; ! # 0, dostaneme nakonec matici (4.8) ve schodovém tvaru s nenulovymi

prvky aji,aky, ..., ai,;l.
[ apr Q12 ... a1k Ca A1n bl 1
0 ay ... ay ... ay | b
0 0 ay b a ! b%*l | (4.8)
O 0 ... 0 ... 0 [|b,
o o ... 0 ... O 0
L 0 o0 ... 0 ... O 0 |

Rozlozeni nenulovych prvki v levé ¢asti upravené matice soustavy pripomina
trojahelnik, proto ¥ikime, Ze matice je v trojihelnikovém tvaru. Upravu na troji-
helnikovy tvar lze provést i v pripadé, ze pokazdé, kdyz aﬁ;l = 0, je mozno nalézt
prvek aé;l # 0,7 > 1. Sta¢i vzajemné vyménit pred apravou i-ty a j-ty radek.
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Kazdou matici vSak nelze elementarnimi fadkovymi Gpravami prevést na troj-
uhelnikovy tvar. Kdyby byl napriklad cely prvni sloupec nulovy, nebyli bychom
schopni zadnou radkovou tpravou zajistit, aby se do levého horniho rohu upravené
matice dostal nenulovy prvek. V takovém piipadé bychom presli na tpravu prv-
niho nenulového sloupce. Obdobné bychom postupovali i pti tpravé dalsich radki.
Nedospéli bychom vSak k matici (4.8), ale k obecnéjsi matici ve schodovém tvaru.

Varovani: 7 naSich uvah vyplyva, ze postupnym provadénim ekvivalentnich
uprav dostaneme soustavu, ktera ma stejné reseni jako ptivodni soustava. Neprovadime-
li naslednou tipravu na upravené matici, muzeme se dopustit chyby. Naptiklad tpra-
vami

11 1|1 1 11 1 1 11 1
21 1]0|rg—r3 — |0 1 0]-1 =101 0f-1
2 0 1)1 |r3—ro 0 -1 0] 1 |r3+r19 0 00| O

dostaneme rozsifenou matici soustavy, kterd ma jiné reseni nez soustava odpovidajici
ptivodni matici soustavy. Této chybé se miizeme vyhnout tak, ze vybereme néktery
pevné zvoleny radek, ktery neupravime, ale pouzijeme ho k tpraveé ostatnich radki.
Napriklad apravy

1 1 1|1 1 1 1 1 1 1 111
21 1|0 |re—2r; —» (0 -1 —-1]-2 =10 -1 —1]2
2 0 1(1 |r3—2n 0 -2 —1|-1 |r3—2r 0 0 1|3

jsou ekvivalentni.

4.4. Zpétna substituce

Nyni si ukdzeme, jak ziskat feSeni soustavy s matici ve schodovém tvaru. Budeme
rozliSovat ti pripady:

e Jestlize posledni nenulovy radek rozsitené matice soustavy ma nenulovy pouze
posledni prvek bﬁﬂ, pak tomuto radku odpovida rovnice

_ 1k
0= bk—HJ
ktera nema pro bﬁﬂ # 0 feSeni. V tomto piripadé tedy dand soustava nemda
resent.

e Jestlize rozsifena matice ma trojihelnikovy tvar (4.8) s k = n, b, = 0 a
al7' #0,i=1,...,n, pak n-t4 rovnice ma tvar

ze které snadno vypocteme z,. Po dosazeni do predchozich rovnic zbude
v (n—1)-ni rovnici jedind nezndma, kterou také snadno vypocteme. Budeme-li
takto postupovat dale, ur¢ime snadno jediné reseni soustavy.
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e Jestlize rozsirena matice ma obecny schodovy tvar, pak z kazdé rovnice sou-
stavy vyjadfime neznamou, ktera odpovida vedoucimu prvku. Postupnym do-
sazovanim od posledniho rfadku dostaneme vzorce pro neznamé odpovidajici
vedoucim prvkim vyjadiené pomoci neznamych na pravé strané. V tomto pii-
padé ma soustava nekonecne mnoho reseni.

4.5. Gaussova eliminace

Vypocetni postup pro feseni soustav linedrnich rovnic, se kterym jsme se prave
seznamili se nazyva Gaussova eliminace. Prvni krok, redukce na schodovy tvar, se
pri TeSeni soustav nazyva dopredna redukce, zatimco Teseni soustavy se schodovou
matici se nazyva zpétna substituce.

Piiklad 4.3. Soustava s jedinym resenim.
ReSme soustavu

2I2 +3£L’3 =2
$2+$3:0 (49)
Ty + 23 = 4

Reseni. Ekvivalentnimi fadkovymi ipravami dostaneme postupné

0 2 3|27 10 1[4 10 1[4
01 1[0 — [0 1 1]0 — [0 1 1]0. (4.10)
10 1[4 |n 0 2 3[2 |r3—2r, 00 1|2

Resenim rovnic, které odpovidaji matici napravo, dostaneme postupné zz =
=2,m9 = —x3 = —2,21 =4 — 23 = 2, coZ je jediné FeSeni nasi soustavy (4.9). A

Priklad 4.4. Soustava, ktera ma nekonecne mnoho Teseni.

i
Resme soustavu
Ty + T2 + r3 = 1
To9 + 2I3 =0

Reseni. Ekvivalentnimi ipravami dostaneme postupné

T 1 11 T 1 171 T 1 171
10 =11 |rg—1ry — |0 =1 =210 =0 =1 =210
01 210 0 1 2|0 [r3+4r19 0 0 010
Posledni matice je rozsifenou matici soustavy
Ty + T2 + T3 = 1
- X2 — 2.1'3 =0 (412)
0 =0
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Posledni rovnice nenese zadnou informaci.

Z ptedposledni rovnice vypocteme x5 pomoci x3, tj. x5 = —2x3. Po dosazeni za
2o do prvni rovnice dostaneme x; = 1 4+ x3. Soustava ma tedy nekonec¢né mnoho
feSeni ve tvaru x3 libovolné, xo = —2x3,x1 = 1+ x3. MiZeme je zapsat také pomoci
libovolného parametru p ve tvaru xs = p,xo = —2p,x1 = 1 + p. A

Poznamka 4.5. Ma-li soustava nekonec¢né mnoho feSeni, je mnoZina feSeni urcena
jednoznacné, nikoliv vSak jeji parametrizace, tj. analyticky tvar. Naptiklad z, =
_ _ 1 _ 1 T g v
=p,x3=—5pax =—5p+1je jiny tvar téhoZ Feseni.

Piiklad 4.6. Soustava, kterd nemd reseni.
Resme soustavu

201 +  T9 =
ry + QZEQ - xr3 = 1 (413)
dr, + bxy — 223 = -1

Reseni. Ekvivalentnimi ipravami rozsirené matice soustavy dostaneme postupné

21 0| 2 2.1 0| 2 2 1 0] 2

1 2 -1 1 {2r9—11 — | 0 3 =2 0 =10 3 =2 0

4 5 =2|—1 |r3— 2, 0 3 —=2|-5 |r3—rs 00 0]-5

Posledni rovnici 0z1 + 0zs + 0x3 = —5 nelze splnit zadnou volbou x4, x5, x3.
Soustava proto nema feSeni. A

4.6. Gauss-Jordanova metoda

Pti ekvivalentnich ipravach se nemusime zastavit u schodového tvaru. Jestlize podé-
lime kazdy tadek (tj. prvky kazdého fadku) vedoucim prvkem a pomoci transformace
(4.7) upravime matici déle tak, aby i nad vedoucim prvkem kazdého radku byly nuly,
dostaneme matici v normovaném schodovém tvaru.

Gauss-Jordanova metoda se od Gaussovy eliminace lisi tim, ze se pti doptredné
redukci upravi rozsitend matice soustavy na normovany schodovy tvar misto na
schodovy tvar. Zpétna substituce je pak snadnéjsi a nemusi se provadét od posledni
rovnice.

Napiiklad dodate¢nou apravou rozsitené matice soustavy (4.10) dostaneme
10 1[40 —r; 1 00| 2
01 1]0 |rg—1r3 — |0 1 0]-=2
00 1]2 00 1] 2

Reseni soustavy se nachazi v poslednim sloupci matice vpravo, nebot rovnice, které
odpovidaji rozsitené matici soustavy napravo, jsou r; = 2,19 = —2 a x3 = 2.

Redukci matice soustavy na normovany schodovy tvar si ukdzeme pro jistotu
jesté jednou na ponékud slozitéjsi tiloze.
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Priklad 4.7. Gauss-Jordanovou metodou feste soustavy

2x7 —4dxs = —10 2y, —4ys = =8
T —319 +ry = —4 oy =3y +ys = =2
T —r3 +2ry = 4 oy —y3 2y = 9
31’1 —4ZE2 —|—3£L’3 —XTy = —11, 3y1 —4y2 +3y3 —Ys = —15.

Reseni. Obé soustavy maji stejnou matici. V takovém piipadé nemusime fesit kaz-
dou z nich zv1ast, ale staci sestavit jednu rozsirenou matici pro obé tak, ze k spolecné
matici soustavy pridame oba sloupce pravych stran.

2—-4 0 0] =10 -8 %7“1 1-2 0 0, -5 —4
1-3 0 1, —4 =2 . 1-3 0 1| —4 =2 rp— SN
1 0-1 2 4 9 1 0-1 2 4 9| r3— nr
3—4 3-1| —11 —15 3—4 3—-1| —11 =15 ry— 3y
1-2 0 0 =5 —4| r— 2ry 1 0 0-2|-7-8
_>0—10112 0—-1 0 1] 1 2| —nr .
0 2-1 2| 9 13| r3+ 2r 0 0-—-1 4} 11 17
0 2 3-1 4 =3 | r4+ 2r9 0 0 3 1 6 1 T4 +3r3
10 0-2] -7 -8 100—-2| =7 =8| ri+ 2ry4
. 01 0-1|—-1-=2 . 010—-1] =1 =21 ro+ e
00-1 4| 11 17| —r;3 001 —4| =11 =17 | r3+ 4r4
00 0 13| 39 52 %m 000 1 3 4
1000 -1 0
0100| 2 2
0010 1 -1
0001 3 4
Reseni prvni soustavy uréime z predposledniho sloupce, takie 1 = —1, 2o = 2,
x3 =1, x4 = 3. V poslednim sloupci se nachazi feseni druhé soustavy y; = 0, yo = 2,
ys=—1,ays =4 A

4.7. Pracnost reSeni

Gaussova eliminace je velmi efektivni metoda pro ruc¢ni feseni malych soustav a
pro pocitacové feseni soustav stovek az tisici rovnic. Metoda je velmi efektivni i
pro pocitacové reSeni vétSich soustav se specidlni strukturou rozlozeni nenulovych
prvki, ktera usnadnuje doprednou redukci soustavy. Pro rozsahlejsi soustavy existuji
efektivnéjsi metody, které se rozvijeji i v soucasné dobé.

Pracnost feseni soustavy metodou Gaussovy eliminace lze vystizné charakterizo-
vat poctem nasobeni. Pfimym vypoctem lze ovérit, ze pro m = n vyzaduje dopiredna
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redukce #(2n+1)(n+1)n ndsobeni, zatimco zpétnd substituce vyzaduje asi sn(n—1)
nasobeni. Pro velka n pritom plati

1 1 1 1
6(271 +1)(n+1)n~ §n3 a §n(n —1) ~ §n2.

Dopredna redukce je tedy podstatné pracnéjsi nez zpétna substituce.

Pojmy k zapamatovani

— ekvivalentni upravy,

— elementarni radkové operace,

— matice ve schodovém a normovaném schodovém tvaru,
— dopredna redukce,

— zpétna substituce,

— Gaussova a Gauss-Jordanova eliminac¢ni metoda.

Priklady k procviceni

1. Zduvodnéte, pro¢ neni zadna z matic
0 1 0 0 0 1 0 1
S R A TR i B
ve schodovém tvaru.

2. Najdéte schodovy tvar matic A, B, C,D ze predchoziho cviceni.

3. Najdéte vsechna feSeni soustavy

2r1 — o + xr3 — T4 = 1
1 + 229 — 13 + 14 = 2 (4.14)
Ty — 3x9 + 223 — 234 = -1
4. Reste soustavu
r1 + o) = 0
Ty + 20 + z3 = 0 (4.15)
Tr9 + 2$3 = 4

e pomoci Gaussovy eliminace.
e pomoci Gauss—Jordanovy metody.
Regeni.
1. Vedouci prvky matice A jsou nad sebou. Nulovy fadek matice B neni dole. Ve-
douci prvky matic C' a D nejsou usporadany jako schody klesajici zleva doprava.
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0 1 11 11 10
casfoole=lon)esfon]o=[ot]

1 2-1 1 2
3. Upravou na schodovy tvar dostaneme 8 —8 3 —% —%]7 odtud x4 = s,
T3 =7, 2= 1+(3+3r —3s), 11 = +(4 — r + s); 7, s € R. Soustava ma nekoneéngé

mnoho Feseni zavislych na dvou parametrech r, s.

4. Gauss-Jordanovou metodou dospéjeme k matici v normovaném schodovém tvaru:

100 4
010 =4 |, apotom plati 1 =4, 25 = —4, 23 = 4.
001 4




41

Kapitola 5

Aritmetické vektory

Priivodce studiem

V rovnicich, které popisuji elektricky obvod na obr. 3.1, se vyskytuji skupiny velicin,
Jjako je w1, x9,x3 nebo I, I, I, I, kterym lze pripsat spolecny fyzikdlni vyznam; zde
potencialy nebo proudy obvodu z obr. 3.1.

V této kapitole budeme zkoumat, jak se s takovymi skupinami manipuluje vcelku,
coZ nam umozni jednodussim zplsobem zapsat vztahy podobné tém, kterymi jsme se
zabyvali v predchazejicich kapitolach, aniz bychom méli pred sebou stale vSechny detaily.
To nas privede k aritmetickym vektoriim a operacim s nimi.

Cile |:|

Naucime se provadét s aritmetickymi vektory tyto operace:
e nasobeni vektoru skalarem,
e scitani vektort,

a zakladni pravidla, které pro tyto operace plati.

5.1. Aritmetické vektory

n-rozmeérny aritmeticky vektor je usporadand n-tice cisel, jejiz prvky se nazyvaji
sloZky. Tyto usporadané n-tice budeme zapisovat do hranatych zavorek do radki
nebo sloupcii. Naptiklad vektor proudi obvodu z obr. 3.1 muzeme definovat pied-
pisem i= [Il, ]2, ]3, ]4}

Aritmeticky vektor je ur¢en svymi slozkami. Jestlize v je aritmeticky vektor, pak
i-tou slozku vektoru v budeme znacit [v]; (napt. [i|; = I)).

Pocet slozek aritmetického vektoru nazyvame jeho rozmérem nebo téz dimenzi.
Napfiiklad vektor u = [1,2] je dvourozmérny vektor, i je ¢tyirozmeérny.

Dva aritmetické vektory u a v povazujeme za stejné (piSeme u = v), jestlize
maji stejnou dimenzi n a stejné odpovidajici slozky, tj. [u]y = [v]1, ..., [u], = [V]..
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Vektory u a v, které nejsou stejné, jsou rizné (piseme u # v). Jestlize tedy u = [1, 2]
av=121], pak [u]; = 1,[v]; = 2, takZe u # v.

Dvourozmérné nebo t¥irozmérné aritmerické vektory si miizeme znazornit v dané
kartézské soustavé soutradnic Sipkami vedoucimi od pocatku do bodi, které maji
stejné souradnice jako prislusné vektory. Tyto Sipky se také nazyvaji polohové vek-
tory prislusnych bodu. Jelikoz vSechny Sipky vychézi z jednoho bodu, nazyvaji se
také vdzan€ vektory.

Kazdy aritmeticky vektor u dimenze dvé nebo tii definuje zobrazeni posunuti py,
které kazdy bod A posune do polohy p,(A) tak jako na obr. 5.1. Kazdy aritmericky
vektor dimenze dvé nebo tii si tedy mizeme predstavit také jako zobrazeni posunuti.

Zobrazeni p, je urceno libovolnou rovnobézné prenesenou kopii polohového vek-
toru u s pocatkem v kterémkoliv bodu. Rovnobézné kopie vektoru u miizeme proto
povazovat za rizné reprezentace jednoho a téhoz aritmetického vektoru. V takovém
pripadé mluvime o volnych vektorech.

Aritmetické vektory dimenze vyssi nez tii si nemuzeme predstavit jako Sipky.
Miuzeme si je vSak predstavovat jako funkce definované na indexech slozek, jako
na obr. 5.2. Soucin skaldru (¢isla) o« a aritmetického vektoru u = [uq, ..., u,] je
vektor au definovany predpisem

au = [Quy, . . ., QU (5.1)
Pro slozky au tedy plati
[au]; = afu);, i=1,...,n, (5.2)
napriklad
3[1,2] = [3-1,3-2] = [3, 6],
3[1,2]], =3-1=3, [3[1,2]],=3-2=6.
Soucet aritmetickych vektori u = [uy,...,u,] a v = [v1,...,v,] stejné dimenze

je vektor u + v definovany predpisem
u+v=I[u+uv,...,u,+ vy (5.3)
Pro slozky u + v tedy plati
[u+v), =[u;+[v);, i=1,...,n, (5.4)

napriklad
[1,2]+[2,3] = [1+2,2+3] = [3,5],
[1,2]+1(2,3]], =1+2=3, [[1,2]+[2,3],=2+3=5.

Soucet dvourozmérnych nebo tiirozmérnych aritmetickych vektord lze znazornit
jako na obr. 5.3.
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A
2 A
u \\ o
/// )
0 1
Obr. 5.1: Volné a vazané vektory
A
-+ + +
2
+ o+ +
1
| | | | >
0 1 2 3 4

u+v \'

u

0 A
a) Vazané vektory b) Volné vektory

Obr. 5.3: Soucet vektoru
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Snadno se ovéri, ze pro libovolna ¢isla a, 8 a vektory u,v,w stejné dimenze plati:

ut+(v+w)=(u+v)+w (5.5a)
ut+v=v+u (5.5b)
a(u+v)=au+av (5.5¢)
(a+ f)u=au+ fu (5.5d)
o(Bu) = (af)u (5.5¢)
lu=u (5.5f)

Diitkazy téchto tvrzeni se provadi po slozkdch s vyuzitim definic a vlastnosti
¢isel. Napriklad vztah (5.5f) dokdzeme pomoci vztahu (5.2) a vlastnosti ¢isla 1. Pro
libovolnou slozku ¢ dostaneme

[u]; = 1[u]; = [ul;, (5.6)

coz dokazuje (5.5f).
Nové pojmy nam umoznuji alternativni zapis vztaht z 3. kapitoly. Naptiklad
vztah (3.1) lze zapsat ve tvaru

Uy 1 0 —1
U,|  |-1 1 0
U3 =T 0 + 9 1 + T3 1 (57)
U, 0 1 1
5.2. Nulovy a opac¢ny vektor
Pi pocitani s vektory ma zvlastni alohu vektor o = [0, . .., 0], ktery se nazyva nulovy

vektor, nebot ma pri s¢itani vektord stejnou tlohu jako ¢islo nula pii séitani ¢isel.
Nulovy vektor dimenze n budeme znacit o,, nebo o, kdyz lze urc¢it n z predpokladu,
ze vyraz, ve kterém se vyskytuje, ma smysl. Je-li u libovolny n-rozmérny vektor,
pak nulovy vektor dimenze n je jediny nulovy vektor o, ktery spliuje

u+o=u (5.8)
Je-1i vektor u = [uy, ..., u,] libovolny aritmeticky vektor, pak se vektor
—u=[—uy,...,~u, = (—=1)u (5.9)

nazyva opacny vektor k vektoru u. Opacny vektor je jediny vektor, ktery splhuje
u+ (—u) =o. (5.10)

Jestlize u a v jsou libovolné aritmetické vektory stejné dimenze, pak jediny vektor
x, ktery splnuje
u+x=v (5.11)
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lze zapsat ve tvaru
Xx=v+(—u)=(—u)+v. (5.12)

Poznamka 5.1. V rovnici (5.12) jsme se vyhli zédpisu x = v—u, protoze se v ném vy-
skytuje rozdil aritmetickych vektoru, ktery jsme si zatim nedefinovali. Mohli bychom
to ovsem snadno dohnat predpisem

v—u=v+(—u). (5.13)

Pojmy k zapamatovani

— aritmeticky vektor,
— nulovy vektor,

— opacny vektor.

Priklady k procviceni

1. Vypoctéte, pripadné oznacte vyrazy, které nejsou definovany:

a) 3 [1,2]
b) [1,2] +[3,4]
c) [1,2] +[1,2,3]

2. Necht t¥i pracovnici Py, Py, P3 maji hodinové mzdy 50, 80 a 120 Ké v pracovni dny a
60, 100 a 150 K¢ v sobotu a v nedéli. Ozna¢me si p = [50, 80, 120],s = [60, 100, 150].

a) Vy¢islete 40[p]; a [40p + 8s]s.
b) Jaky je vyznam 40[p]; ve slovnim vyjidieni?
c¢) Jaky je vyznam [40p + 8s]e ve slovnim vyjiadieni?

3. Necht u = [1,2] a v = [2,4]. Vypoctéte vektor, ktery spliuje u+ x = v.

4. Dokazte vztah (5.5a).
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Kapitola 6

Matice a vektorové operace

Pruvodce studiem

vvvvvv

tord. Napriklad tri sloupcové vektory na pravé strané vyrazu (5.7) obsahuji informaci o
spojeni uzli sité z obrazku 3.1, takZe spojeni uzli sité je popsano tabulkou

0 —1
-1 1 0

C=| ., (6.1)
01 —1

Podobné tabulky vznikaji v mnoha dalsich situacich, s nimiz se postupné sezndmime.
Nejsou pro nas dplnou novinkou, nebot jsme je v Casti 4.2 pouZili ke strucnému zapisu
soustav rovnic a zavedli jsme si pro né nazev matice. Nyni budeme matice povaZovat za
svébytné matematické objekty a naucime se s nimi pocitat.

d
Cile
V této kapitole se zamérime na rozsiteni operaci:
e scitani
e nasobeni skalarem

z aritmetickych vektorii na matice.

6.1. Definice a oznacdeni

Necht jsou dany prvky aii, @i, ..., amn, 2z dané mnoziny .%, jejiz prvky lze séitat a
nasobit obdobné jako ¢isla. Prvky mnoziny .% nazyvame také skalary. Matice typu



6.2 Nasobeni matice skalarem a sc¢itani matic

47

(m,n) (struéné m x n matice) je obdélnikova tabulka

ay; ... Qp
A=

Am1 -+ Qmp

kterd ma mn prvki a;; usporddanych do m radki r2 an sloupci S}A, takze

re
A=|: :[s‘f, ,s;ﬂ,
I
a;
2 = [ai, ..., G, sf: :
(myj

Strucné piSeme téz A = [a;;]. Mnozinu vSech matic typu (m,n) s prvky z mnoziny
Z budeme znadit F™".

Jestlize m = n, pak se A nazyva ctvercovd matice ¥adu n. Matici typu (1,n)
nazyvame ftddkovym vektorem ¥adu n, matici typu (m,1) nazyvame sloupcovym
vektorem tadu m. Kromé radkl a sloupcti matice A je vyznac¢nou ¢asti matice jeji
diagondla tvofend prvky ajy, ..., ass, s = min{m, n}. Diagonala matice C z (6.1) je
tedy tvorena prvky 1,1, —1.

Matice obvykle znac¢ime velkymi pismeny, kterda mohou byt vysazena tucné. Pr-
vek v i-tém radku a j-tém sloupci matice A budeme znacit [A};;, takze pro matici
C z (6.1) plati [C]y; = —1. Mnozinu %, ktera obsahuje prvky matice budeme v pri-
padé potieby specifikovat prislusnym pridavnym jménem, takze budeme mluvit o
realnych maticich, komplexnich maticich, polynomidlnich maticich atd.

Dvé matice A a B povazujeme za stejné (piSeme A = B), jestlize jsou stejného
typu a maji stejné odpovidajici prvky, tj. [A];; = [B];;. Matice A a B, které nejsou
stejné, jsou rizné (piseme A # B). Napiiklad

E R PR ]

6.2. Nasobeni matice skalarem a séitani matic

Operace s¢itani a ndsobeni ¢islem (skaldrem), které jsme si zavedli pro aritmetické
vektory, miiZzeme prirozené rozsitit na matice. Soucin skalaru o a matice A je matice
aA stejného typu jako A definovana predpisem

[@A}Z’j = OZ[A]” (62)
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Naptiklad

L =)

Obdobné soucet matic A a B stejného typu je matice A 4+ B stejného typu jako
A a B definovana predpisem

[A + BJ;; = [Al;; + By (6.3)

IR R

Pro ilustraci smyslu pravé zavedenych operaci s maticemi ozna¢me L a P matice
doby letu a ¢asovych narokt na dopravu z centra mésta na letisté a zpét v minutach
mezi mésty Ostravou (O), Prahou (P) a Brnem (B). Pak matice T = L+P obsahuje
¢as potrebny na cestu mezi uvazovanymi mésty v minutach. V matici %T je tentyz
¢as v hodinach.

Jelikoz obé nové operace jsou definovany po slozkach, obdobné jako odpovidajici
operace pro aritmetické vektory, plati pro jakékoliv ¢iselné matice A, B, C stejného
typu a pro libovolné skalary «a, § vztahy obdobné vztahtim (5.5a) az (5.5f):

Napriklad

A+B+C)=(A+B)+C (6.4a)
A+B=B+A (6.4b)
a(A+B)=aA+aB (6.4¢)
(a4 B)A = A + SA (6.4d)
a(fA) = (af)A (6.4e)
A=A (6.4f)

6.3. Nulova matice a odeditani matic

Pti s¢itani matic ma obdobnou tlohu jako nula pfti s¢itani ¢isel nebo nulovy vektor
pri s¢itani vektoru nulovd matice

O=|: .
0 ... 0
jejiz vsechny prvky jsou nuly. Snadno se ovéri, Ze pro libovolnou matici A a nulovou
matici stejného typu plati

[A + OJ;; = [A];; +[O];; = [A];; + 0 = [A]y,

takze
A+0=A (6.5)
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Nulovou matici typu (m, n) zna¢ime také O,,,, avsak indexy obvykle vynechavame,
kdyz je lze urcit z predpokladu, ze dany maticovy vyraz ma smysl.

Obdobné, jako jsme si zavedli po slozkach opac¢ny vektor, muzeme ke kazdé
¢iselné matici A definovat matici opacnou —A predpisem

[~Ali; = [(-DA],, = —[A];, (6.6)

takze plati
A+(-A)=0 (6.7a)
A= (-DA (6.7b)

Jestlize matice A a B jsou libovolné matice stejného typu, pak jedinou matici
X, ktera spliuje
A+ X =B,

lze zapsat ve tvaru
X=B+(-A)=(-A)+B. (6.8)
Pro stru¢néjsi psani vyrazi, jako je (6.8), definujeme odecitdni matic nebo téz
rozdil matic predpisem
A-B=A+(-B).

6.4. Matice rozdélené na bloky

V nékterych pripadech je vyhodné rozdélit danou matici pomoci vhodné zvolenych
horizontalnich ¢i vertikdlnich ¢ar na mensi matice, zvané téz submatice nebo bloky.
Napfiiklad nésledujici matici typu (3, 4) mtizeme rozdélit na ¢tyti bloky

_[1012}_013
A_{gzlle_{E F} (6.9)

Matice, jejichz prvky jsou usporadany do bloki, nazyvame blokovée matice.

Rozdéleni na bloky je uzitecné pii odvozovani vztahi, ve kterych figuruji ¢asti
matice, a pfi manipulaci s velkymi maticemi, nebot ty mohou byt postupné prova-
dény po blocich. Napfiklad, je-li matice B typu (3, 4) rozdélena na bloky P, Q, R,
S, stejné jako matice A z (6.9), pak

_ |aC aD _|C D P Q |C+P D+Q
O‘A_[QE aF]7 A+B_{E F}JF[R S}_[EJrR F+s]'

Pro blokové matice pouzivame obdobnou terminologii jako pro bézné matice,
takze mluvime o blokové diagondle nebo o blokovych radcich. Napriklad matice

210
[OOGJ

ma nenulové pouze diagondlni bloky:.



Matice a vektorové operace

Pojmy k zapamatovani
— matice typu (m,n),
— Ctvercova matice fadu n,
— radkovy, sloupcovy vektor,
— diagondla matice,
— nulova matice,

— matice opacna.

Priklady k procviceni
1. Urcete, pro které dvojice nasledujicich matic lze vypocitat soucet:

12
12 2 0
Sl R T B P

2. Urcete, pro kterd z,y, z je splnéna maticova rovnost

z 1 10 0 =z
HR R i
3. Obchodni sit mé 3 prodejny, které prodavaji 2 produkty spotfebni elektroniky. Pied-

poklddejme, ze odbyt v prvnim a druhém pololeti je zapsan do matic P a D typu (3, 2)
tak, Ze v i-tém fadku a j-tém sloupci je prodej j-tého produktu v i-té prodejné. Necht

120 100 140 120
P=|80 120, D= |100 100
100 80 160 180

a) Vypoctéte S =P +D a A = J(P + D).
b) Jaky je vyznam prvki [Slo; a [A]g?

4. Dokazte vztah (6.4a).
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Kapitola 7

Nasobeni a transponovani matic

Cile

V predeslé kapitole jsme se naucili s¢itdni matic a nasobeni matice skaldrem. V
této kapitole rozsifime operace s maticemi o nasobeni a transponovani matic. Po
prostudovani této kapitoly budete umét:

e nasobit matici a vektor,
e nasobit matice,
e transponovat matice.

Dale se naucite pravidla, ktera plati pro nasobeni a transponovani matic.

7.1. Nasobeni matice a vektoru

Znovu se vratme ke vztahu (5.7). Jeho prava strana je sestavena ze slozek vektoru

o
X = |Z2
Z3

a ze sloupci matice C z (6.1). Takovy vyraz budeme povazovat za souc¢in Cx matice
C a sloupcového vektoru x, takze

Cx = xlslc + xQSQC + .Z'3S3C.

Obecné definujeme soucin matice A = [a;;] typu (m,n) a sloupcového vektoru
x = [x;] dimenze n predpisem

A st (7.1)

y =Ax =15
Rozepsanim definice (7.1) po slozkdch dostaneme

[yl = [AX]; = apxi + ...+ apx, = rZAx. (7.2)
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Toto pravidlo si miizeme znazornit pomoci:

y A X
_ "
Yi - a1 R ) l (7'3)
e .
In

Jako ptiklady nasobeni matice a vektoru si uvedme

11 Q2| [Z1| _ |a1iZ1 + Q12T
a1 Q2| |T2 ATy + Q2%

210;_2-1—!—1-24—0-3_4
-1 3 1 3_—1-1+3-2+1-3_8'

Piiklad 7.1. Soustavu linedrnich rovnic (4.1) napiste ve tvaru soufinu matice
|:| a sloupcového vektoru.

Reseni. Oznacime-li A = [aij}mxn matici soustavy, x vektor neznadmych a b vektor

pravych stran, potom soustavu (4.1) mizeme v souladu se (7.1), (7.2), (7.3) zapsat
ve tvaru Ax = b, kde

Stac¢i jenom vektor y v téchto vztazich nahradit vektorem b. Napiiklad ve
vztahu (7.2) dostaneme

ai1T1 + 9Ty + - -+ + ATy = b;.
PoloZime-li i = 1,...,m, obdrzime postupné jednotlivé rovnice soustavy (4.1). A

Pro libovolné matice A, B typu (m, n), n-rozmérné vektory u, v a skalar « plati:

A(ou) = a(Au) = (0¢A)u (7.4a)
A(u+v)=Au+ Av (7.4Db)
(A+B)u=Au+Bu (7.4¢)

Rovnosti (7.4a) — (7.4¢) se dokazuji po slozkach. Tim se vlastné redukuji na dikaz
tvrzeni pro matice typu (1,n). Naptiklad s pouzitim definic a vlastnosti s¢itani a
nasobeni ¢isel dostavame

[A(u+v)]. = rA(u+v) =an(u +v1) + .. F (U +v,) = (7.5)
= (ailul +...+ amun) + (aﬂvl +...+ (lml)n) = (76)
= rfu+riv = [Au]; + [Av];,
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coz dokazuje (7.4b).
Pomoci souc¢inu matice a vektoru si miizeme stru¢né zapsat vztahy mezi napétim,
potencialy a proudy obvodu z 3.1. Oznac¢me si

Uy . L 0
1
u= Us . X= |3, 1= L , c= |—10
Us x % 10
Uy ’ I
10 -1 R 0 0 0
c= |t 0 oo (13_1 (1) (1) p_ | 0 Bt 00 g
oI g 00 RO '
01 -1 0 0 0 R!
Potom (3.1), (3.2) a (3.4) - (3.6) lze zapsat postupné ve tvaru
u=Cx, i=Du a (-ChHi=c.
Postupnym dosazenim s pouzitim —C' = (=1)C' dostaneme
—C'(D(Cx)) =c. (7.9)

Specifikaci matice D, dosazenim x3 = 0 a vynechanim posledni slozky vektori na
obou strandch rovnice (7.9) dostaneme vyraz ekvivalentni (3.7). O

7.2. Nasobeni matic

Ackoliv jsou koeficienty rovnice (3.7) plné uréeny maticemi C', D a C, vyraz (7.9)
nam je umoznuje vypocitat pouze s pomoci neznamych potencialt zq, 9, r3. Nasim
cilem ted bude toto omezeni piekonat.

Podivejme se nejprve podrobnéji na vyraz D(Cx). S pouzitim (7.4a) a (7.4b)
dostaneme

D(Cx) = D (2187 + 2285 + 2355 ) = 2,Dsf + 2,DsS + 23DsY,
odkud s pomoci nového oznaceni
DC = [Ds{, Ds{, Ds{] (7.10)
a definice sou¢inu matice a vektoru (7.1) dostaneme
D(Cx) = (DC)x.

Vztah (7.10) je vzorem obecné definice sou¢inu matic. Jestlize A je matice typu
(m,p) a B je matice typu (p, n), pak soucin matic A a B je matice AB typu (m,n)
definovana predpisem

AB = [As],...,As]]. (7.11)

n
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Rozepiseme-li si tuto definici po slozkach, dostaneme

[ABJ;; = aibyj + ...+ apby; = 17°S7 (7.12)
a
risB . rAgB rAB
AB=| =1 - (7.13)
rAsP ... rAgB r2B

<

P#i odvozeni rovnosti (7.13) jsme pro kazdy fadek pouzili definici (7.11) s tim, Ze
za levou matici jsme si postupné dosazovali fadky matice A. Pravidlo pro nasobeni
matic lze také znazornit pomoci

AB A B
b

[ABL] = a;1 ... aip l
bpj

Jako ptiklady nasobeni matic si uvedme

[an CL12} [bn bm} _ [a11b11 + a9b a11b12+a12b22}

ag1 Gz |bor Do [a21b11 + a22by1  a21019 + abay
2 1 1 9 2:-1+1-0 2-241-1 2 5
0o -1 {0 J: 0-1—-1-0 0-2—-1-1{ =0 -1
-2 3 —-2-143-0 =2-2+3-1 -2 -1

Povsimnéme si, ze definice sou¢inu dvou matic je zvolena tak, aby platilo
A(Bx) = (AB)x (7.14)

pro libovolné matice A, B a sloupcovy vektor x, pro které ma alespon jeden z vyrazu
vyznam. Levou stranu rovnice (7.9) tedy mizeme zapsat ve tvaru sou¢inu matice a
vektoru x, nebot

—~C'(D(Cx)) = —=(C'D)(Cx) = —((C'D)C)x.

Na moznost vynechani vnitinich zavorek se podivame v ¢lanku 7.3.

7.3. Pravidla pro nasobeni matic

Z definice (7.11) vyplyva, ze pro souc¢in matic plati obdobnd pravidla jako pro na-
sobeni matice a vektoru (7.4), takze pro skalar @ a matice A, B, C plati

A(aB) =a(AB) = (cA)B (7.15a)

AB+C)=AB+ AC (7.15b)

(A+B)C=AC+BC, (7.15¢)
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kdykoliv jsou prislusné vyrazy definovany. Tato pravidla pfipominaji znadma aritme-
ticka pravidla pro pocitani s cisly.

Pro nésobeni matice A typu (m, p), matice B typu (p, ¢) a matice C typu (g, n)
plati také asociativni zdkon

A(BC) = (AB)C, (7.16)
nebot podle definice sou¢inu matic a (7.14)

A(BC)=A [Bs’,...,BsS| = [A(Bsy),...,A(BsY)] =
= [(AB)s?, ..., (AB)s{] = (AB)C. (7.17)

7 asociativniho zakona (7.16) plyne, ze vysledek soucinu t¥i matic nezavisi na
rozmisténi zavorek, které proto miizeme vynechat. Indukci lze dokazat obdobné tvr-
zeni i pro soucin vice nez ti matic. Odtud specialné vyplyva, ze mocnina ctvercove
matice

AF= AA..-A
k

je definovana jednoznacné v tom smyslu, ze nezalezi na ,uzdvorkovani“ pii jejim
vycisleni. Odtud bezprostiedné plyne
Al = AA.-.-A AA.-.-A = AA.

~ ~ 7
" "

k l

S pouzitim asociativniho zdkona mizeme upravit levou stranu rovnice (7.9) na
—(C'DC)x =c.

Stoji za povsimnuti, Ze tento vztah ndm umoznuje vycislit matici soustavy nezavisle
na x, zatimco (7.9) ndm umozioval pouze ovéfit, zda pro dané x plati piislusna
rovnost.

Ulohu jedni¢ky pii ndsobeni matic mé jednotkovd matice

10 ... 0

01 0
I=

00 ... 1

Jednotkovou matici fadu n znacime také I,,, avSak index obvykle vynechavame, kdyz
ho mizeme urc¢it z predpokladu, ze dany maticovy vyraz ma smysl. Jestlize A je
libovolna matice, pak pro jednotkové matice ptislusné dimenze plati

A=A (7.18a)
IA = A. (7.18b)
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Naptiklad
A I
- — 1 -1 N
1 Qi1 -0 Qi .. Qgp j 1 = Qyj (719)
i I n | 0 1]
1 J n

Zatim jsme si ukazali pravidla pro pocitani s maticemi, ktera jsou obdobna pra-
vidlim pro pocitani s ¢isly. To nas vSak nesmi vést k ukvapenému zavéru, ze se
s maticemi pocita uplné stejné jako s ¢isly. Napriklad pro

Sl L ]

plati
1 2010 1 0 1 0 1|1 2 3 4
R PO R o AR AN P P P B
takze
AB # BA.
Navic plati
o> (0 1|0 1|
B —[0 ol lo o =0. (7.21)

Pro nasobeni matic tedy neplati komutationi zakon a mocnina nenulové matice
muze byt nulova matice!

7.4. Transponované matice

Porovname-li matice C a C' v (7.8), zjistime, 7e ¥adky matice C jsou tvofeny

sloupci matice C' a obracend. Matici takto vytvofenou z dané matice nazyvime
matici transponovanou. Formélnéji, k dané matici A typu (m,n) definujeme matici
transponovanou A" typu (n,m) predpisem

A7)

= [A] (7.22)

i ji’

Naptiklad
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Snadno se ovéii po slozkach, ze pro matice stejného typu plati:

(A+B) =A"+B' (7.23a)
(@A) = A’ (7.23b)

Napriklad
[(A+B)'],. = [A+B]; =[A]; +[B]; = [AT]; + [B];;.
Jestlize je A matice typu (m,p) a B je matice typu (p,n), pak plati:
(AB) =B'A" () (7.24)

Na prvni pohled prekvapiva identita plyne z toho, 7e transponovanim se vymeéni
radky se sloupci, takze

[(AB)T]Z] = [AB]JZ = I'}AS? = (SB)T (I‘A)T = [BTAT] iy’

7.5. Nasobeni a transponovani blokovych matic
Jiz v ¢asti 6.4 jsme vidéli, Zze blokové matice lze sc¢itat podle stejnych pravidel po

vvvvvv

blokové matice s vhodnou strukturou uplatnit po blocich. Naptiklad rovnost

aj; a2 ‘ a3 x1 (a1171 + a1272) + a1373
o1 Q92 | (93 o | = | (aa121 + agexs) + agsrs
a3y a3z | G33 T3 (as1z1 + azax2) + assxs

milzeme zapsat pomoci oznaceni

air a1 ‘ a13 2!
B C
|: D E :| = ao1 G99 | 93 a |: Y :| = N (725)

a33

b 5= |py B

Priklad l1ze zobecnit na vycisleni souc¢inu libovolnych blokovych matic. Jestlize

az1 Aa32

ve tvaru

All Ca Alp Bll N Bln
A=\ -~ |, B=|": D
A .0 Ay B, ... B,

jsou dvé blokové matice rozdélené na bloky tak, Ze pocet sloupct bloki A, je
stejny jako pocet fadki bloki By;, pak se libovolny blok C;; soucinu AB vycisli
podle pravidla

Cij = A“Blj + ...+ Aipoj- (726)
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Pravidlo pro transponovani blokovych matic Ize snadno pochopit, kdyz si prohléd-
neme, jak se transponuji blokovy vektor a blokova matice (7.25). Dostaneme

z

HIE:

a3 ‘ Q23 (33

7] =l wla]=1y o] (7.27)

(7.28)

a21 QSI-‘ BT DT
22 a32J:[CT ET}

Obecnou blokovou matici tedy transponujeme tak, ze zaménime fadky se sloupci
a kazdy blok navic transponujeme.

Pojmy k zapamatovani

— jednotkova matice,
— transponovana matice,

— mocnina ¢tvercové matice.

' Priklady k procviceni

S A P ]

MA, AM, PA, AP, AG, GA.

1. Necht

Vypoctéte

Popiste vysledky v terminech operaci s radky ¢i sloupci matic.

2. Vypoététe CTC pro matice ze vztahu (7.8) a porovnejte vysledek s matici soustavy
(3.7).
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Kapitola 8

Inverzni matice

Priivodce studiem

V této kapitole se vratime k reseni soustav linearnich rovnic, avsak elementarni dpravy
z oddilu 4.2 budeme zapisovat pomoci maticovych operaci. Ziskdme tak nejen novy
pohled na znamé algoritmy, ale postupné se sezndmime s matici, kterd se chovd vzhledem
k ndasobeni matic jako prevracené nenulové Cislo vzhledem k nasobeni Cisel.

Cile |:|

V této kapitole se naucite:
e vypocitat inverzni matici k dané reguldrni matici,

e TeSit soustavu rovnic s regularni matici pomoci inverzni matice.

8.1. Maticovy zapis elementarnich tprav

Nejprve si ukazeme, zZe elementarni radkové operace, které jsme pouzivali pii tprave
matice soustavy na schodovy tvar, miizeme skute¢né realizovat pomoci maticovych
operaci. Uvazujme jednotkovou matici I fadu 2 a provedme na ni vzdy jednu tad-
kovou operaci. Napriklad:

1 0] 01]
6D o 1] %{1 0}_T1’

[ 1 0
(r2)_01 ar2_>[0 a}_TQ’

1 0
01 r2+ar1_>[a1]_T3'
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Bud nyni A = [a;;] libovolnd matice 2. fadu a vypocitejme souciny T; A, ToA a
T3AZ

[0 1 ay a2 (21 (92
T,A = = = A,
! 10 ] [ a1 Q2 } [ apr Qa2 ] b
T,A = 1 0} [an a12} _ [ a1 a12 } — A,
| 0 « o1 A22 Qag; Qg
TsA = I 0 . G2 | _ a Q12 — A,
i a 1 o1  A99 a1 + 19 Q12 + 99

Vysledné matice A, As, Aj se rovnaji maticim, které bychom obdrzeli z matice
A provedenim pravé téch radkovych operaci, jez jsme pouzili na jednotkovou matici
I. Jinymi slovy, ptislusnou operaci z fadky matice A uskutecnime tak, ze ji vyna-
sobime zleva matici, kterd vznikne z jednotkové matice I provedenim této operace.
Pozorny c¢tenar snadno nahlédne, ze podobnym zptisobem muzeme manipulovat i
s fadky matice typu (2,m). Podobné pro elementarni ipravy matice typu n x m
dostavame nasledujici tii matice fadu n :

(rl) Vyména i-tého a j-tého radku.

[1...0...0]7 [1...0 ...0]

I=¢(0...1...0|ar—i|0...a...0| =M a) (8.2)
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(r3) Pfic¢teni nasobku i-tého fadku k j-tému fadku.

_ L J - _ v J -
1 0 0 0 1...0 0 0
1o 100,00 Slo 1. 0.0
= — = Gij(Oé)

J10o...0...1...0]| rj+ar JI10...a...1...0

(8.3)

Matice P;; se nazyva elementdrni permutacni matice, zatimco G;;(c) se nazyva
matice Gaussovy transformace. V dalsim textu budeme matice P;;, M;;(a) a G;;(«)
nazyvat vSeobecné maticemi elementarnich transformaci, nebo stru¢né elementar-
nimi maticemi.

8.2. Inverzni matice

Definice 8.1. Necht A je ¢tvercova matice. Jestlize existuje matice B tak, ze
AB =BA =1, (8.4)

pak se matice B nazyva inverzni matici k matici A. Ctvercova matice, ke které
existuje inverzni matice, se nazyva reqularni. V opa¢ném pripadé takovou matici
nazyvame singularni.

Véta 8.2. Ke kazdé requldrni matici A existuje prave jedna inverzni matice.

Diikaz. Necht A je regularni a necht By, B, jsou inverzni matice k matici A, takze
plati

AB, =1 a B,A=1 (8.5)

Vynésobime-li prvni rovnost zleva matici By a druhou rovnici zprava B, dostaneme

BQ — BQABl = Bl- (86)
0l
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Jedinou inverzni matici k dané reguldrni matici A budeme nadéle znacit AL

V obecném pripadé je pomérné obtizné rozhodnout, je-li dand matice regularni
nebo singularni. Jestlize vSak mé dana matice cely fadek nulovy, pak je urcité sin-
gularni, nebot méa-li matice A nulovy fadek a je-li B libovolna matice stejného tadu,
pak plati

AB_ {g § g} . .

8.3. Elementarni ipravy a regularita

Nyni si ukdzeme, ze elementarnimi pravami se zachovava regularita matic. Nejprve
si vSimneme, 7e jsou-li matice A, B regularni, potom je také matice AB regularni
a plati

(AB)"' =B A7 (8.8)

nebot
ABB 'A"'=B 'ATTAB=1.

Vztah (8.8) lze pomoci matematické indukce zobecnit na
(A Ayt =A - AL (8.9)

Déle si vSimneme, ze matice elementarnich transformaci jsou regularni. Prislusné
inverzni matice najdeme tak, Ze sestrojime elementarni matice transformaci, které
prevadi upravenou matici zpét na matici ptivodni. Napriklad inverzni matice k ma-
ticim Ty, Ty, T3 7z oddilu 8.1 jsou

o o1 L 10 o 10
Tl_{lO’Tg_Oi’Tg_—al'

Skutecné plati

T A, = P e I ¢
1A 10 } [ aip a2 a21 22 /
(10 i a
3 B 19 . 11 12 _
T2 AQ = - 0 é :| |: aay; ol :| - |: o1 A99 :| - A7

_ [ a a a1 a
Ty A, = _al}[ 11 12}:[11 12}:A.

Qarp + 1 Qi + Qoo Q21 Q22

Pro inverzni matice k elementarnim maticim P;;, M;;(«), G;j(a) pak dostaneme
vzorce

P! =P, M; (o) =M@ ) proa#0, Gj'(a)=Gy(-a).  (8.10)

L
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K matici kazdé elementarni transformace T tedy existuje inverzni matice T .
Jestlize matice A’ vznikne z reguldrni matice A elementarnimi fadkovymi tpravami,
jimz odpovidaji elementarni matice Ty,..., T, potom

A=T, --TA (8.11)

a z (8.9) dostaneme
(4) ' =AY
tedy A je regularni.

8.4. Vypocet inverzni matice

Véta 8.3. Necht A je ctvercovd matice radu n. Pak rovnice

AX =1 (8.12)

md jediné veseni X prdveé tehdy, kdyz A je reqularni. V tom piipadé plati X = A%

Diikaz. Jestlize A je regularni, pak pFendsobenim obou stran rovnice (8.12) zleva
matici A~! dostaneme X = A%,

Necht obracené rovnice AX = I ma jediné feSeni. Rovnice AX = I predstavuje
vlastné n soustav linearnich rovnic o n neznamych:

X1 X2 Xn €1 € €n
ayy a2 ... QAip 11 T12 ... Tip 1 0 ... 0
91 Q9292 ... QA9p o1 T92 ... Top 0 1 0
. . — . )
Apl QAp2  --- Opp Tpni Tn2 - Ton 00 ... 1
jejichz maticovy zapis je Ax; =eq,...,Ax, = e,.

Soustavy maji stejnou matici, a tudiz je miizeme teSit pomoci jediné rozsirené
matice:

ayy a1 ... QAip 1 0 ... 0

91 Qg ... Qg | 0 1 0
[AlT] =1 .

Ap1 QApo ... Qpp 00 ... 1

Jelikoz rovnice AX = I ma podle predpokladu pravé jedno feseni, mizeme matici A
soustavy upravit Gauss-Jordanovou metodou na jednotkovou matici, t.j. rozsirenou
matici [ A ‘ 1 } prevedeme na tvar [ I ‘ B ] Podle pravidel z oddilu 8.1 a 8.3 potom
existuji elementarni matice transformaci T, ..., Ty tak, ze pro matici T = Ty --- T,
podle (8.11) plati

TA|I|]=[I|B]. (8.13)
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Roznésobime-li matice vlevo podle pravidla o nasobeni blokovych matic (7.26), do-
staneme porovnanim obou ¢asti rozsirené matice

TA =1, TI=B, resp. T =B, (8.14)
a tedy
BA =1. (8.15)

Vynésobime-li nyni rovnici AX = I zleva matici B, obdrzime B(AX) = BI,
(BA)X = B, IX = B, takze

X = B. (8.16)

Ve vztahu (8.15) tak miZeme za matici B dosadit matici X, a porovninim s
(8.12) dostaneme
AX =XA =1,
coz znamend, ze X = A~! je inverzni matice k matici A a Ze matice A je regularni.

O

Pravé dokazana véta dava navod k vypoctu inverzni matice k dané regularni ma-
tici. Sestavime rozsifenou matici [ A ‘ I ] a fadkovymi operacemi prevedeme matici
A na jednotkovou matici. Stejné fadkové operace pak transformuji jednotkovou ma-
tici na matici inverzni A~'. ZvIast nazorné to vyplyva ze vzorci (8.14). Matice B
je totiz vzhledem k rovnosti (8.16) inverzni matici A~!, takZe tyto vzorce mtiZzeme
zapsat ve tvaru

TA=1I TI=A"'! T=A"'

Piiklad 8.4. Zjistéte, zda existuje inverzni matice k matici
2 -1
A= [ } | (8.17)

Jestlize ano, vypoctéte AL

Reseni. Postupnou tpravou rozsifené matice pro soustavu AX = I dostaneme

2 —1[10 (2 —1[1 0] 71 + 2ry 20(2 2] iny
[A‘I]: 1 = 3 |1 = 3|1 2 —
-1 21|01 7’2+§7'1 _0551 0551 57'2
[10]21
Lo | (1At
[01]5 3
Matice A je tedy regularni a plati
17121
-1 _ 1
NIRTERY 519
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8.5. Inverzni matice a reSeni soustav
Necht A je dand regularni matice. Vynéasobime-li soustavu
Ax=b
matici A~! zleva, dostaneme
x = A '(Ax) = A'b.

Odtud a z jednoznacnosti inverzni matice vyplyva dilezita véta:

Véta 8.5. Necht A je requldarni matice a necht'b je sloupcovy vektor stejnéeho radu.
Pak md soustava Ax = b jediné reseni x = A 'b.

Piiklad 8.6. Najdéte feseni soustavy

2ZE1 — To = 1
—-r1 + 21’2 = 2 (819)
pomoci inverzni matice.
Reseni. Soustavu (8.19) lze zapsat maticové ve tvaru
2 —1][n] [
-1 2 zo|  |2]°
S vyuzitim vysledku (8.18) piikladu 8.4 dostaneme
n] 12 1][1] 1[4
zo| 3|1 2] 12| 3|5
A
Priiklad 8.7. Rozhodnéte, je-li matice soustavy |:|
r + 3y — 2z = =2
2 + by — 3z = —4
—3r + 2y — 4z = 1

regularni. V kladném pripadé najdéte jeji feseni uzitim inverzni matice.

Reseni. Nejdiive musime urcit inverzni matici k matici soustavy, to znamena, ze
hledame feSeni rovnice AX =1, kde

13 =2
A= 2 5 =3
-3 2 -4
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Znamym zptsobem dostavame:

13-2[100 1 3-2] 1007 ri+ 3r
AlT=] 25-3 010, rm—2r —» |[0-1 1| -210 —
39 -4, 001 rs+ 3, 0 11 10| 301 ret 11ry
1 01| =5 30 1 00| 14 -8 —1
0-11] =2 10| " s l0o-10| 17-10-1] —ry
ro— T3

0 01} -19111 0 01} -19 11 1

100 14 -8 —1
010 =17 10 1| =[I] A7']
001 —19 11 1

Matice soustavy je reguldrni. Reseni soustavy pak je

14 -8 —1 —2 3
x=A'b=| 17 10 1 —4 | =] -5,
-19 11 1 1 -5
tedy v =3, y=—5, z = —5. A

8.6. Vycisleni vyrazt s inverzni matici

Pti vycisleni vyrazl s inverzni matici je vétSinou vyhodné vyhnout se explicitnimu
vyjadreni inverzni matice tim, 7e se vycisleni souc¢inu inverzni matice s vektorem ¢i
matici prevede na feseni soustavy linedrnich rovnic.

Priklad 8.8. Necht

- S AR AR

-2 2 3 4 1
Vydéislete A~'Bb.

Reseni. Nejprve vypocteme vektor
3
c=Bb= [ } :
Vektor x = A lc je jedinym fesenim rovnice Ax = ¢, kterou vyfesime Gaussovou

eliminaci
2 —-113 s 2 —-11| 3
-2 2 7 T+ T 0 1 10 |°

odkud z; = 12—3,352 = 10. Tedy

) 13
- — 2
A 'Bb = [10}.
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Poznamka 8.9. Nasobeni matic je sice asociativni, takze plati

(A'B)b = A (Bb)

3

avSak pracnost vyc¢isleni obou vyrazi je rozdilna!

8.7. Pouziti inverzni matice

Rozborem poctu operaci zjistime, ze k vypoctu inverzni matice fadu n je tieba asi
n? nasobeni. Srovname-li toto ¢islo s po¢tem ndsobeni potiebnym k feseni soustavy
Gaussovou eliminaci uvedenym v oddilu 4.7, dojdeme k zavéru, ze se inverzni matici
nevyplati pouzivat pro feseni jedné soustavy rovnic, avsak miuze se vyplatit pii feSeni
soustavy s vétsSim poctem pravych stran, nebot je-li inverzni matice k dispozici, je
pak k vlastnimu feseni zapotiebi pouze n? operaci.

Pojmy k zapamatovani >

Priklady k procviceni
1.

— elementarni matice,
— inverzni matice,
— regularni matice,

— singuldrni matice.

Napiste matice Pag, M2(3) a Ga3(4) (viz oddil 8.1) pro elementarni transformace matic,
které maji 3 fadky a ovéfte si jejich tc¢inek na matici

1 2
A=12 4
4 8
. Vypiste matice elementarnich transformaci, které realizuji elementarni Gpravy v pri-
kladu 8.4.
. Necht

1
1

NN O
w o o

Vypoététe L1, U~ a rozhodnéte, zda

(L) = @)
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210
1 2 17.
01 2

Povsimnéte si zaplnéni inverzni matice nenulovymi prvky ve srovnani s ptivodni matici.

4. Vypoctéte A~ ! pro

A=

5. Dokazte, ze pro libovolnou regulidrni matici A plati
(A7 = (A1)

NAPOVEDA: Stadi ovéfit, ze (A~1)TAT = L.

Reseni.
1.
100 12 12
PyA=1001 24| =148,
010 48 24]
100 12 12
M;(3)A=1{030 24| =612,
001 48 4 8

Goa— 010 |24 = |2 1)

{041J [48J - {1224]

2. Prislusné elementarni matice jsou po radeé:

1 0 1 10 1
T1:|:11:|7T2:|:0 1:|7T3:|:(2)1:|7T4:|:0

2

W
win O

|

Tyto elementarni matice jak vime, realizuji transformaci matice A na jednot-
kovou matici I. Oznacime-li stejné jako v dikazu véty 8.3 T = T,T3T,T;,

3012
matice z prikladu 8.4 Doporucuji ¢tenari, aby si vse fadné propocital.

21 - ,
potom TA =1, resp. T = A, Skutecné plati T = 1 [ ], coz je inverzni

1 00 1 -1 0
3.L'=|-5 $0[,U'=10 4§ —1 |, a tudiz plat (LT)‘lz wH’
1 1 1
0 -3 3 0 0 3
3-2 1
4. At=11-2 4-2
1-2 3
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Kapitola 9

Trojuhelnikovy rozklad

Priivodce studiem

Tato Kapitola je pokracovanim kapitoly vénované inverznim maticim. UkaZeme si, Ze
kaZdou regularni matici miaZeme zapsat jako soucin tri specidalnich matic, pomoci nichZ
se snadno resi soustavy linearnich rovnic. Nize popsany algoritmus se vyplati pri reseni
soustav s vétsim poctem pravych stran. VyZaduje nejméné polovi¢nich nakladd na pri-
pravu, neZ pouZiti inverzni matice.

Cile |:|

V této kapitole se naucite:

e vyjadrit regularni matici ve tvaru soucinu dolni trojihelnikové matice,
horni trojuhelnikové matice a permutac¢ni matice,

e Tesit soustavu rovnic s regularni matici pomoci trojihelnikového (LU) roz-
kladu.

9.1. Permutadénl matice

Matice P se nazyva permutacni matice, je-li mozno P ziskat z jednotkové matice I
stejného typu postupnou vymeénou radki. Jelikoz vyménu i-tého a j-tého radku dané
matice mizeme provést tak, ze tuto matici vynasobime zleva elementarni permutacni
matici Py; (viz. (8.1)), je mozno kazdou permutacni matici P zapsat ve tvaru
P=P i I =P;

P i (9.1)

kJk kJk

Naprtiklad matici

)

Il
—_ o O
o O =
O = O



70

Trojiahelnikovy rozklad

mizeme ziskat z jednotkové matice vyménami

[100-‘1@ [001-‘1@ [010-‘
I=70 10 =10 10 = 1001, =P

{001Jr1 [100J]fl

takze P mizeme zapsat ve tvaru
P = PPl = PipPos.

Z rozkladu (9.1), ze zfejmé rovnosti P;; = PZ-Tj./ dale z PZ-;1 = P;; (viz. (8.10)) a
pomoci (7.24) dostaneme pro P ve tvaru (9.1)

PP' =P, - P (P, P =P PP, - Pl
= Pikjk o 'Pilj1Pi1j1 o 'Pikjk = I7
takze
P!=P" (9.2)

Elementarni permutac¢ni matice P;; mizeme také pouzit k vyméné i-tého a j-
tého sloupce. K tomu staci nasobit matici P;; zprava. Naptiklad vynasobime-li matici
A = [a;;] fadu 2 matici Pyy zprava, dostaneme

Asz[a“ aw} [g’ H:[aw a“}:[sf,s‘ﬂ.

Q21 Q22 Q22 A2

K odvozeni obecného pravidla mlizeme pouzit transponovani.

9.2. Trojuhelnikové matice

Ctvercova matice L(U) se nazyva dolni (horni) trojuhelnikovd matice, jestlize ma
nad (pod) diagonalou vSechny prvky nulové. Pro prvky /;; dané dolni trojihelnikové
matice L tedy plati/;; = 0 pro4 < j, zatimco pro prvky w;; dané horni trojihelnikové
matice U plati u;; = 0 pro ¢ > j. Matice L je tedy dolni trojuhelnikova, pravé kdyz
L' je horni trojuhelnikova matice.

Snadno se ovéri, ze soucin dvou trojihelnikovych matic stejného typu je troj-
tihelnikova matice téhoz typu. Jsou-li napiiklad L = [l;;] a M = [m,;| dvé dolni
trojuhelnikové matice a ¢ < j, pak

takze LM je také dolni trojuhelnikova matice.
Budeme potiebovat jesté jedno méné ziejmé pozorovani.

Véta 9.1. Necht L = [l;;] je ctvercovd dolni trojihelnikovd matice s nenulovymi
diagondlnimi proky. Pak L je requldrni o L™ je dolni trojiuhelnikovd matice.
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Diikaz. Je-li L dolni trojahelnikova matice s nenulovymi prvky na diagonale, pak
existuji matice elementarnich operaci T, = G j, (ap) s i, > jp, piipadné T, =
= Mip(li;%p) tak, ze pro matici T = T}, --- T, plati

T[L|I|]=[I|B].
Porovnanim levych ¢asti prislusnych matic dostaneme TL = I. Podle véty 8.3 tedy
plati L = T™!, odkud LT =1 a T = L% JelikoZ vSechny matice T; jsou dolni
trojuhelnikové, je také matice

L'=T=T,---T,

dolni trojahelnikova matice. O]

9.3. Trojihelnikovy (LU) rozklad

Véta 9.2. (o existenci LU rozkladu). Nechl A je reguldrni ¢tvercovd matice. Pak
existuje dolni trojuhelnikovd matice L, horni trojuhelnikovd matice U a permutacni
matice P tak, Ze

AP =LU. (9.3)

Matice L, U jsou requldrni.

Dikaz. Necht A = [a;;] je ¢tvercovd matice fadu n. Z reguldrnosti matice A a
7z (8.7) plyne, 7e existuje i, tak, 7e ay;, # 0, takze A = APy;, ma v levém hornim
rohu nenulovy prvek a; = ay;, .

Nyni si véimnéme, Ze prvni krok Gpravy matice A, ktery zname z Gaussovy
elimimace, muzeme zapsat ve tvaru

LlAP1i1 = A17 (94)
kde
aip O12 ... Gip aty  afy ar,
A 0 ap .. az | | 0 ay ... ay 95)
1= . = . .
0 a’ll'LQ a}m O a7112 a711n
a
L, = Gi(—an/an) - Gio(—as /a) (9.6)

je dolni trojuhelnikova matice, nebot je vyjadiena jako soucin dolnich trojihelniko-
vych matic.
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Matice A; je zfejmé soucinem regularnich matic, takze podle (8.9) je A; také
regularni a existuje 2 < iy tak, ze a%w # 0. Matice A, = AP, ma tedy nenu-
lovy prvek a@s; a stejny prvni sloupec jako matice A;. Opakovanim tohoto postupu
dosdhneme toho, zZe

LAP = U, (9.7)
kde
aiy' ol
0 ay, ... ay,
U = . 2.2 . 2. — An—l (98)
0 0 an 1
a o~
P — P1i1 e Pnflin_p L = Ln,1 et Ll- (99)

Ziejmé P je permutacni matice a L je dolni trojuhelnikova matice, nebot kazda
matice L; je souc¢inem dolnich trojihelnikovych matic Gij(—d;;l/a;;l) s i< j.

Pienasobime-li (9.7) zleva matici L = L™, dostaneme
AP =LU.

Matice L je podle véty 9.1 regularni dolni trojihelnikova matice, nebot je inverzni
k dolni trojuhelnikové matici L, a matice P je zfejmé permutacni matice. Jelikoz
matice A; jsou reguldrni, je podle (9.8) také matice U regularni. O

Vyjadieni matice ve tvaru soucinu (9.3) se nazyva LU rozklad podle po¢atecnich
pismen anglickych slov Lower (dolni) a Upper (horni). Prendsobime-li (9.3) zprava
matici P = P, dostaneme vyjadieni A ve tvaru

A =LUP (9.10)

s permutacni matici P. Matice L, U a P nejsou urceny jednoznac¢né.

9.4. Vypocet LU rozkladu

Rozbor dikazu véty o existenci trojuhelnikového rozkladu nam déva navod k in-
struktivnimu vypoc¢tu tohoto rozkladu. Stac¢i postupné upravovat matici [ A ‘ 1 ]

na tvar [ U ‘ L } obdobné, jako jsme to délali ve 4. kapitole, avsak bez pouziti vy-
mény fadki. Tim dosdhneme toho, ze matice L bude dolnf trojuhelnikova. Je-li to
nutné, provadime misto vymeény radki vymény sloupci, které neprovadime jen na
matici A, ale také zvlast na dalsi jednotkové matici, kterd se postupné transformuje
na P. Dolni trojuhelnikovou matici L dostaneme inverzi matice L, tedy s pomoci

elementarnich radkovych operaci, které prevedou matici [ L ‘ I } na [ 1 ‘ L }
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Priklad 9.3. Najdéte trojuhelnikovy rozklad matice

0o -1 2
A=| -1 2 —-1]. (9.11)
2 -1 0
Reseni. e Sledovani vymeén sloupcii:

1 00 0
I=|{0 10|~ |0
001 1

S3 S1

A I
[0—1 2100}[2—1 0100}
[A|I]=|-1 2 1|01 0|—]—-1 2 =1/010]| 241,
[2—1 0001J [0—1 2001J
S3 S1 ~
U L
[2—1 0100} [2—1 0100}
=10 3 =2|1 20 =10 3—2120:[U\L}
[0 -1 2001J3r3+r2 [0 0 4123J
oUprava{i‘I}H[I‘L]:
L I
1 00[10 O 100l 100
(Lir]=]120[010|n-r=]020-110 -
1 23[00 1] r5—r 023|-101] r3—r
I L
100 1 00 10 0] 1 00
=02 0]-1 10| 4, - |010[—3 & 0] gr =[I|L]
003 0 —1 1] gr 00 1| 0 —% 5| i1
e Odtud
1 00 2 -1 0 001
L=|—- 35 0 U=|0 3 =2|, P=[010].(912)
0 —3 = 0 0 4 100

Piimym vypoctem si mizeme ovérit, ze plati

AP=LU a A=LUP
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9.5. ReSeni soustav pomoci LU rozkladu

Regeni soustav pomoci trojuhelnikového rozkladu spociva v postupném feseni sou-
stav s maticemi L, U a P. Jestlize tedy A = LUP, pak misto soustavy Ax = b
budeme fesit soustavu

L(U(Px)) =b
tak, Ze postupné vyresime
Lz=b, Uy=2z Px=y. (9.13)
Piiklad 9.4. Vyuzijte rozkladu (9.12) matice (9.11) k feSeni soustavy:
—Ty + 2I3 = 1
—-r1 + 21’2 — Try = 1 (914)
2.1'1 — T2 =1
Reseni. Nejprve fesime soustavu Lz = b, tedy
21 =1
—521 + 3% =1 (9.15)
- %22 + %23 = 1,
odkud z; = 1, 20 = 3, 23 = 6. Potom vyresime soustavu Uy = z, tedy
20— Yo = 1
3y2 - 2y3 = 3 (916)
4y3 = 0.
Odtud y; = %yQ = 2,y3 = % Konec¢né uréime x ,fesenim“ Px = y nebo
~T
zx=P y,takiem:%,@:zm:%. A

Poznamka 9.5. Pokud hodlame pouzit LU rozklad k feseni soustav, neni tfeba
vy¢islit matici L explicitné. Vysta¢ime totiz s matici L = L™} s jejiZz pomoci vypo-
¢itdme z v (9.13) ze vztahu

z = Lb.

9.6. Pouziti LU rozkladu

Lze ukazat, ze k vypoc¢tu LU rozkladu ¢tvercové matice A fadu n staci asi %n3
nasobeni, coz je asi polovina poc¢tu nasobeni potfebného k vypoctu inverzni matice.
Mame-li LU rozklad, mtizeme ziskat feseni soustavy Ax = b pomoci n? nisoben,
stejné jako u inverzni matice. Pouziti LU rozkladu je tedy efektivnéjsi nastroj pro
feseni soustav linearnich rovnic s vice pravymi stranami nez inverzni matice. Tento
rozdil se muze jesté drasticky zvétsit, ma-li matice A mnoho nulovych prvki, nebot
pii upravé se trojuhelnikové faktory zaplnuji nenulovymi prvky méné nez inverzni
matice. Trojihelnikovy rozklad je také dilezity nastroj teorie matic.
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Priklady k procviceni

1. Najdéte LU rozklad symetrické matice
A= -1 2 -1

a porovnejte rozlozeni nul v obou trojihelnikovych faktorech a v matici A.

2. Vyuzijte rozkladu z ptedchoziho cvic¢eni k feSeni soustavy

2:E1 — xI9 =1
—xr1 + 2z9 -— r3 = 1 (917)
— To + 2x3 =
Reseni
[ 1 00 2 —1 0 1 00
1. L= —%10 UzO%—l,PzOlO,
2 4
| 0 —3 1 0 0 3 0 0 1
-$1 7/4
2.x= |z | =] 5/2
_Ig 9/4
A
Pojmy k zapamatovani >

— permutacni matice,
— dolni (horni) trojthelnikovd matice,
— LU rozklad
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Kapitola 10

Vektorové prostory

Pruvodce studiem

Vektory jsme poznali na stredni skole jako veliciny, které maji velikost a smér, a zndzor-
novali jsme je jako orientované tsecky. Pomoci vektorti jsme nékdy zobrazovali komplexni
Cisla. V 5. kapitole jsme se nakonec seznamili s aritmetickymi vektory, které jsme si ve
zvldstnich pripadech mohli také zndzornit jako orientované dsecky (Sipky), takZe jsme
si je byli schopni predstavit. Pro aritmetické vektory jsme definovali sklddani (s¢itani) a
nasobeni skalarem, které splriovaly pravidla (5.5a)—(5.5f), (5.8) a (5.10).

Nyni si pojem vektoru zobecnime jesSté vice, takZe nds novy pojem vektoru bude
zahrnovat nejen aritmetické vektory a tim i ,staré znamé Sipky", ale také jiné objekty,
Jako napriklad matice, polynomy a funkce. Ukazuje se totiz, Ze tyto objekty vykazuji
pri scitani a ndsobeni skalarem stejné vlastnosti jako aritmetické vektory a Ze alespon
v matematice tak neni podstatné to, co konkrétné povazZujeme za vektory, ale jakd
pravidla spliuji operace s nimi.

Cile

Cilem této kapitoly je zavedeni abstraktniho pojeti vektoru, coz uc¢inime prostied-
nictvim vektorového prostoru, ktery v této kapitole vybudujeme. Po prostudovani
této kapitoly budete znat:

e definici vektorového prostoru,
e pojem vektorového podprostoru,
e piiklady vektorovych prostort a podprostori,

e diikazy nékterych tloh tykajicich se vektorovych prostori a podprostorii.
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10.1. Vektorovy prostor

Definice 10.1. Realny vektorovy prostor je mnozina ¥, jejiz prvky se nazyvaji
vektory, na niz jsou definovany operace

scitant: pro kazdé u,v € ¥ soucet u+v € ¥V
a
nasobent skaldrem: pro kazdé u € ¥, o € R skalarni nasobek au € 7,

které spliuji nésledujici pravidla (axiomy):

(V1) Vu,v,iwe ¥ : u+(v+w) = (u+v)+w asociativni zakon
(V2) Vu,ve 7V u+v = v+u komutativni zdkon
(V3) doe? :Vue?: u+o = u nulovy vektor

(V4) Yue ¥3(—u) € ¥ : u+(—u) = o opac¢ny vektor
(V5) VaeRVu,ve?: au+v) = au+av distributivni zédkon
(V6) Va,B e R VYue ¥ : (a+p)u = au+ pfu distributivni zdkon
(V7) Va,B eRYu e ¥ : a(fu) = (af)u asociativni zakon
(V8) Yue 7V lu = u zachovani méritka

V definici vektorového prostoru ma znak + dva rtizné vyznamy, které vsak vzdy
dokézeme rozlisit podle operandii. Redlna cisla nazyvame skalary. Jestlize misto
realnych ¢isel pouzijeme ¢isla komplexni, potom mluvime o komplexnim vektorovem
prostoru. Pokud budeme déle stru¢né mluvit jen o vektorovém prostoru, budeme
predpokladat, ze skalary jsou prvky jednoho z uvedenych ¢iselnych obort.

Piiklad 10.2. Redlné aritmetické vektory dimenze n se sé¢itanim vektort a s na-
sobenim skalarem po slozkach (vzorce (5.3) a (5.1)) tvori redlny vektorovy prostor,
ktery budeme oznacovat R". Nulovy vektor je o = [0,...,0], pro a = [ay, ..., a,] je
opatnym vektorem —a = [—ay, ..., —a,]. Timto jsou splnény axiomy (V3) a (V4).
Zbyvajici axiomy (V1), (V2), (V5)—(V8) jsou splnény také. Jednd se vlastné o pra-
vidla (5.5a)—(5.5f). Pro n =1 je mnozina skalari i vektort stejna.

Priklad 10.3. Mnozina .% v8ech redlnych funkci s operaci + definovanou pro kazdé
realné x rovnosti

(f +9)(@) = f(z) + g(z)
a s nasobenim skaldrem, které pro kazdé o € R a f € .# definuje funkci af € F
rovnosti

(af)(x) = af(z),

tvori realny vektorovy prostor. Nulovy prvek o tohoto prostoru je dan predpisem
o(z) =0,
prvek opac¢ny k f je definovan pomoci

(=N)(z) = —f(x).
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0.9

0.8r y=f®+9()

0.7+

0.6+

y=9(

> 0.5

Obr. 10.1: Soucet funkei f(x) = 12 4 5 a g(x) = £ definovanych na intervalu [0,1]

10.2. Rovnosti odvozené z axiomu

Axiomy vektorového prostoru jsou vybrany tak, aby pro abstraktni vektory platila
vSechna tvrzeni, kterd jsou ziejma pro Sipky. Néktera takova tvrzeni si na ukazku
dokazeme v nasledujici véte.

Véta 10.4. Necht V' je vektorovy prostor s nulovym prvkem o, u € ¥ a necht «
je libovolny skaldar. Pak plati nasledujici rovnosti:

(¢) Ou=o (10.1)
(i1) a0 =0 (10.2)
(iii) (~Du=—u (10.3)

Dikaz. Prislusné axiomy vektorového prostoru vyznacime jako odkazy nad rov-
nostmi.

(i)
(V3)

Ou = 0u+o(‘§)

(v1

0u+ (0u+ (~(0w)) "=’ (0u+0u) + (~(0u) =

v4)

0+ 0)u+ (=(0u) = 0u+ (—(0u)) Zo.
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(ii) Pouzijeme-li (i) pro u = o, dostaneme 0o = o, takze

ao = a(0o) Rt (a0)o = 0o = o.

(1)

V9 1u +(—Du = (1 + (—1))u =0u = o.

(iii) u + (=1)u

10.3. Podprostory

Definice 10.5. Neprazdna mnozina % C ¥ je podprostorem vektorového prostoru
YV, jestlize % je vektorovy prostor vzhledem ke s¢itani vektoru a nasobeni skaldrem
v prostoru 7.

K tomu, aby % C ¥ byl podprostorem vektorového prostoru ¥ staci, aby
% byla uzaviena vzhledem ke s¢itani vektorti a nasobeni skalarem, tedy aby pro
libovolné dva prvky u,v € % a pro libovolny skalar « platilou+v € % aau € % .
Z posledniho predpokladu totiz plyne Ou € % i (—1)u € %, takze podle (10.1) a
(10.3) také nulovy prvek o = Ou i opa¢ny prvek —u = (—1)u patii do %, pficemz
je zfejmé, ze ostatni axiomy vektorového prostoru jsou splnény.

Piiklad 10.6. Necht p je pevné zvolena primka v prostoru prochézejici zvolenym
pocatkem soutradnic. Pak mnozina vSech polohovych vektort bodl na primce p tvori |:|

podprostor vektorového prostoru vsech vazanych vektort v prostoru.

Priklad 10.7. Pro dané k£ > 1 je mnozina & viech mnohoc¢lent stupné nejvyse k
podprostorem vektorového prostoru .# z prikladu 10.3. Mnoho¢leny zde povazujeme

za realné funkce definované na celé redlné ose.

Piiklad 10.8. Necht ¥ je libovolny prostor. Pak & = {o} je podprostorem ¥,
nebot 0 + 0 = o a podle (10.2) plati pro libovolny skalar «, 7ze «o = o. Vektorovy

prostor @ je nejmensi podprostor daného vektorového prostoru a nazyva se nulovym
podprostorem.

Piiklad 10.9. Necht . = {vy,...,v,} je koneénd mnozina vektori vektorového
prostoru ¥'. Neni tézké ovérit, Ze mnozina vSech vektori, které lze zapsat ve tvaru |:|

u=oovy+...+ opVvy, (104)

je podprostorem vektorového prostoru ¥, ktery nazyvame linedrni obal mnoziny ..
Linearni obal dané mnoziny vektort . zna¢ime (.%).

Piiklad 10.10. Jestlize pi(z) = 1 a pa(x) = x jsou dva mnohocleny, které pova-
7ujeme za prvky vektorového prostoru &2 vsech realnych mnohoclenu, pak &, = El

= (p1, p2) je podprostor & tvoreny vSemi linedrnimi mnohodleny. Jestlize ps = p; +
+ p2, pak ziejmé (p1, p2) = (P1, P2, P3)-
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10.4. Soucet a prunik podprostort

Pro libovolné dva podprostory %, daného vektorového prostoru # miizeme vy-
tvorit prunik podprostori % NV a soucet podprostori

U+YV ={u+v:ueU, veV}

Prinik podprostort neni nikdy prazdny, nebot do ného vzdy patii nulovy prvek.

Véta 10.11. Necht %,V jsou podprostory vektorového prostoru W. Pak % NV i
U + 7V jsou podprostory W.

Dikaz. Necht u,ve Z NV, tedyue %, ue ¥V, ve % av ey Jelikoz % aV
jsou podprostory téhoz prostoru, platiu+v € Z au+v € ¥, tedy u+ve 2NV,
a pro libovolny skalar a plati také au € % i au € 7, takze au € % N Y. Dikaz, ze
U + "V je podprostorem # je obdobny. O

Jestlize prunik podprostori %,7 daného vektorového prostoru # je nulovy
podprostor &, pak se soucet % + ¥ nazyva direktni (piimy) soucet podprostori a
znaci se % & V. Direktni soucet je tedy definovan jen pro nékteré podprostory #.

DileZitou vlastnosti direktniho sou¢tu podprostort je to, ze kazdy prvek w € Z &

lze vyjadrit jednozna¢né ve tvaru w = u+vsu € Z a v € 7. Skuteéné, necht
plati
W =1U; + V] = Uy + Vo.

Potom o = w—w = (u; +vy) — (us +vy), tedy u; —uy = vo —vy. To v8ak znamena,
7e vektory u; — uyp i v — vy patii do N ¥, takze podle definice direktniho souc¢tu
jsou oba vektory nulové a plati

u; = Uy, V] = Vo.

10.5. Vektory v matematice a ve fyzice

V této kapitole jsme si zavedli novy pojem vektoru, ktery je zobecnénim pojmu
vektor, tak jak se pouziva naptiklad ve fyzice. To, Ze pouzivame stejny nazev, tedy
vektor, nas nesmi vést k domnénce, 7e se jedna v podstaté o jedno a totéz. Nase
abstraktni vektory rozhodné nejsou velic¢iny, které maji velikost a smér. Co je velikost
funkce, ktera je prvkem prostoru % 7

Ani veli¢ina, kterd ma velikost a smér, nemusi byt vektorem v takovém smyslu.
Predstavme si krizovatku, z niz lze vyjet ¢tyfmi sméry. Zname-li primérny pocet
aut, ktera projedou ktizovatkou v kazdém sméru v néjakém pevném casovém ob-
dobi, mizeme definovat v kazdém sméru veli¢iny, které budou mit smér prislusného
vyjezdu z ktizovatky a jejichz velikost bude rovna primérmému poctu aut, které
v tomto sméru ve sledovaném obdobi vyjely. Pro tyto velic¢iny, které maji velikost
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i smér, lze tézko smysluplné definovat skladani vektort, které by splhovalo axiomy
vektorového prostoru.

Ve zvlastnich piipadech vsak lze dat nasSim novym pojmim stejny smysl, jako
maji ve fyzice nebo v geometrii. Regeni tiloh, ve kterych se vyskytuji abstraktni
vektory, napiiklad funkce, si tak nékdy miizeme usnadnit tim, Ze si predstavime
feSeni obdobného problému se Sipkami.

Pojmy k zapamatovani 5

— vektorovy prostor a podprostor,
— prinik a soucet podprostorti,

— linearni obal.

Priklady k procviceni

1. Dokazte, ze linearni obal () mnoziny . = {vy,..., vy} vektort vektorového prostoru
¥ 7 prikladu 10.9 tvofi vektorovy prostor.

2. Necht % je mnozina vSech redlnych funkci f, které spliuji f(0) = 0. Dokazte, Ze %
je podprostorem vektorového prostoru .% z piikladu 10.3.
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Kapitola 11

Linearni nezavislost a baze

Pruvodce studiem

Pro vektory, které jsme zavedli v kapitole 10, zavedeme obdobu nékterych pojmd zna-
mych z analytické geometrie, jako jsou kolinedrnost (rovnobéZnost) dvou vektorii nebo
komplandrnost (moZnost umisténi ve stejné roviné) tfi vektord. Vystacime pfitom pouze
s vlastnostmi vektorového prostoru, zejména se obejdeme bez tihlii. Nakonec si zavedeme
pojem bdze, ktery ma pro vektorovy prostor obdobny vyznam jako soustava souradnic
v geometri.

Cile

V této kapitole se naucite tesit tyto tlohy:

e dokazat, jsou-li dané vektory linedrné zavislé nebo nezavislé,

e vyjadrit dany vektor jako linearni kombinaci jinych vektorii.

11.1. Zavislé a nezavislé vektory

Prvni novy pojem, ktery si zde zavedeme, je obdobou vlastnosti, kterou maji dva
volné vektory, lze-li je umistit na jednu ptrimku, nebo tii volné vektory, lze-li je
umistit do spole¢né roviny.
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Definice 11.1. Neprazdna koneénd mnozina vektort . = {vy,..., vy} vektoro-
vého prostoru ¥ je linearné nezavisld, jestlize rovnice

a1vi+ ...+ vy =0 (11.1)
ma jediné feseni
o =...=q =0.
Jestlize . = {vq,...,vi} je nezavisla, fikdme také, 7e vektory vi,..., vy jsou

nezavislé. Ma-li rovnice (11.1) i jiné FeSeni, pak fikdme, 7e .7 je linedrné zdvisld a
vektory vi,..., vy jsou zavislé.

Geometricky vyznam linedrni zavislosti pro dvourozmérné vazané vektory je na
obrazku 11.1.

Piiklad 11.2. Libovolnd mnozina vektort {vy,..., vy}, ktera obsahuje nulovy vek-
tor, je vzdy linearné zavisla. Je-1i napiiklad v; = o (1 < i < k), stadi vzit a; = 1 a
vSechny ostatni skalary v rovnici (11.1) polozit rovny 0.

Piiklad 11.3. Jestlize vi = [2,—1,0],vo = [1,2,5] a v3 = [7, —1, 5], pak mnoZina
vektortt . = {vy, vy, v3} je linedrné zavisla, nebot 3v; + vy — v3 = o.

Sestavime-li totiZ rovnici (11.1) pro zadané vektory vi, vo a vs, obdrzime po
dosazeni rovnici

ar[2,-1,0] + as [1,2,5] + a3 [7,—1,5] = [0,0,0] ,
kterd je vlastné soustavou linearnich rovnic:

2()41+()42+7()43:0

—041+2042—043:0

dag + dag = 0.
Soustava ma nekone¢né mnoho feSeni tvaru oy = 37, ap =7, a3 = —r, kde r € R je
parametr.Polozime-li r = —1, dostaneme uvedené feSeni 3v; + vy — vy =0 .

Priklad 11.4. Mnohocleny p;(z) = 1 —x,pa(x) = 5+ 3z —22% a p3(x) = 1+ 3z — 22
tvori linedrné zévislou mnozinu v &, nebot pro kazdé = € R plati 3p;(x) — pa(z) +
+ 2p3(z) = o(x), tj. 3p1 — pa + 2p3 = 0.

K tomuto feSeni dospéjeme FeSenim rovnice ayp; () + aaps () +asps (x) = o(x).
Této rovnici odpovida po dosazeni opét soustava linearnich rovnic, kterou dostaneme
porovnanim koeficientd u mocnin proménné x:

ZEOZ 0414—5042—{—043 =0
Il Do—aq + 3042 + 3043 =0
x? —2a9 —a3 =0.
Soustava mé nekone¢né mnoho feseni. Plati oy = %n ay = —%r, as = r, kde

parametr 7 je libovolné realné ¢islo. Staci zvolit » = 2 a vyjde 3p; — po + 2p3 = 0.
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aiu=u

0
Vv
/
/
/ /o
7 03w =-w , Ov=-u
/ 4
v
01U + 0V + a3W =0 01U+ 0v=0

Obr. 11.1: Linearné zavislé vektory v R?

Priklad 11.5. Vektory e; = [1,0,0],es = [0,1,0] a e3 = [0,0, 1] tvofi linedrné
nezavislou mnozinu realnych tiirozmérnych aritmetickych vektori, nebot z o€, +
+ g€y + azes = o plyne a; =0, a0 =0, a3 = 0.

Poznamka 11.6. Zavislost ¢i nezavislost mnoziny vektort zavisi na mnoziné ska-
lart. Napriklad povazujeme-li ¥ = C za redlny vektorovy prostor, pak jsou kom-
plexni jednotka i a 1 nezavislé, nebot pro libovolné realna ¢isla aq, as plyne z

Chi + 0621 = 0./

7e a; = ag = 0. Pokud vSak tutéz mnozinu, tedy ¥ = C, povazujme za komplexni
vektorovy prostor, plyne z
(—1)i+il =0,

ze i a 1 jsou zavislé!

11.2. Linearni kombinace a zavislost

Na obrazku 11.1 vlevo vidime trojici zavislych vektori u, v, w. Soucasné je nazna-
¢eno, ze vektor w lze vyjadrit jako soucet nasobki vektort u a v. Soucet nasobki
vektori se bude v dalsim vykladu vyskytovat tak casto, Ze si pro néj zavedeme
samostatny nazev. Vektor v z vektorového prostoru ¥ budeme nazyvat linedrni
kombinaci vektort vq,..., vy € ¥, jestlize existuji skalary aq, ..., ay tak, 7e

V=a1V]+ ...+ vy
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Napriklad mnohoclen p; z vektorového prostoru &?; vsech linearnich realnych
mnoho¢lenti, ktery je definovan predpisem p;(z) = x, je linedrni kombinaci mnoho-
¢lentt po(z) = x 4+ 1 a p3(x) = = + 2, nebot pro libovolné redlné x plati

p(r) =2=2(x+1)— (z+2) =2ps(z) — p3(x),

takze p; = 2py — ps.

Véta 11.7. Konecnd mnozina nenulovych vektori . = {vi,..., vy} je linedrné
zavisla, prave kdyz existuje k > 2 tak, Ze vektor vy je linearni kombinaci vektori
Vi,..., VE_1.

Diikaz. Necht . je mnozina nenulovych linedrné zavislych vektort. Uvazujme mno-
ziny A = {v1}, S =A{vi,va},..., S ={Vi,...,Vin} a necht .7 je nejmensi
mnozina vektorl, které jsou linearné zavislé, takze plati

a1vi+ ...+ vy =0 (11.2)

a néktery z koeficienti aq,...,a; je nenulovy. Pak &k > 2, nebot .7 je ziejmé
nezavisla mnozina vektort, a ay # 0, nebot jinak by % ; byla linearné zavisla.
rovnici (11.2) mizeme tedy upravit pomoci axiomi vektorového prostoru na tvar

— — O —
Vk:<—1>V1+...+< kl)Vk_l.
Ok O

Obracené, jestlize pro 2 < k < m plati

Ve =Q1Vy + ...+ Ap_1VE_1,

pak
—(oqvy) — ... — (g 1Ve1) + 1vg + 0V + ... + 0v,, = 0,

takze .7, je linearné zavisla, nebot koeficient 1 u vy je nenulovy. [l

Disledek 11.8. Dva nenulové vektory u;,us jsou linedrné zavislé pravé tehdy,
kdyz jeden z nich je skaldrnim nésobkem druhého, napriklad u, = ku,.

Pro zajemce: /@

11.3. Postacujici podminky pro nezavislost funkci

Necht . = {f1,..., fr} je konetnd mnozina redlnych funkci vektorového prostoru .7
z prikladu 10.3. Podle definice je . nezavisld pravé tehdy, kdy# pro libovolné koeficienty
at, ..., ap plyne z

arfi(z) + ...+ apfe(z) =0 (11.3)
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pro vechna z € R, ze a1 = ... = a = 0. Ovéfeni podminky (11.3) pro v8echna z € R vSak
vyzaduje dosazeni nekonecné mnoha c¢isel do levé strany rovnosti, coz mtize byt v obecném
pripadé neproveditelné. Presto lze s trochou §tésti nezavislost mnoziny . poznat.

Prvni postup vychéazi z pozorovani, ze dosadime-1i v (11.3) za z postupné rizna ¢isla

Z1,...,Tk, dostaneme soustavu £ linedrnich rovnic o k£ nezndmych «q, ..., a; ve tvaru:
arfi(z1) + ...+ agfi(z) = 0
: : : (11.4)
arfi(ze) + ..o+ apfe(zy) = 0
Pokud mé tato soustava reguldrni matici, plyne odsud, ze a3 = ... = a = 0 a .¥ je

nezavisld mnozina.
Druhy postup vychézi z pozorovani, ze pokud plati pro né&jaké z € R rovnost (11.3),
zustane tato rovnost v platnosti i po derivovani. Pro pevné zvolené ¢islo = tak dostaneme

pro «aq,...,qg soustavu
afP@) + ...+ @ =0
: : : (11.5)
alfl(k_l)(m) + ...+ akf,gk_l)(x) = 0
Pokud mé tato soustava regularni matici, plyne odsud, ze a1 = ... = a = 0 a .

je nezavisld mnozina. Matice této soustavy se vyskytuje ve vice aplikacich a nazyva se
Wronského matice.

Priklad 11.9. Rozhodnéte, zda jsou mocniny z, 22 a £3 linedrné nezavislé.

RESEN{ 1: Zvolime si body 1 = 1,29 = 2 a x3 = 3, které postupné dosadime do funkci
z)

fi(z) =z, f2(z) = 22, f3(x) = 2°, a vytvorime soustavu (11.3). Dostaneme:
a + ay + ag = 0
200 + 4oy + 8az = 0 (11.6)
31 + 9as + 27a3 = 0

Matici této soustavy prevedeme na schodovy tvar. Dostaneme

1 1 1 11 1 1 11
2 4 8|rg—2r; — |0 2 6 = |0 2 6
39 27| r3—3ry 0 6 24| r3—3r9 0 0 6

Matice soustavy je reguldrni, takze soustava (11.6) ma jen nulové feseni o1 = ag = a3 = 0.
Funkce z,z? a 2 jsou tedy linedrné nezavislé.

RESEN{ 2: Vypoéteme prvni a druhou derivaci funkei f1(z) = z, fo(z) = 22, f3(z) = 23
v bodé 1 a vytvoirime Wronského matici, kterou pirevedeme na schodovy tvar. Dostaneme

111
= [0 1 2
rs — 21‘2 0 0 2

Matice je tedy reguldrni, z ¢eho opét vyplyva, ze funkce z, 22 a 23 jsou linedrné nezavislé.
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Poznamka 11.10. Pokud by nam vyslo, Ze vysledna matice neni regularni, nemohli
bychom udinit zadny zavér. K tomu, abychom mohli prohlésit, Ze uvazované funkce jsou
zavislé, bychom museli vyzkouset v prvnim pripadé vSechny trojice redlnych ¢éisel x4, z9, x3,
ve druhém pripadé vSechna z € R. Singularni matici bychom dostali napriklad pii volbé
21 = 0 nebo x = 0.

11.4. Baze vektorového prostoru

Pojem baze, ktery si zavedeme v tomto oddilu, ndAm umozni popsat vektory pomoci
skalarti. Ve svych disledcich to vede k redukci tloh, v nichz se mohou vyskytovat
libovolné vektory, na tlohy, v nichz se objevuji pouze vektory baze a ¢isla.

Definice 11.11. Konecénd mnozina & vektoru vektorového prostoru ¥ je baze
vektorového prostoru ¥V, jestlize

i) & je nezavisla.

ii) Kazdy vektor v € ¥ lze vyjadfit jako linearni kombinaci vektori &

Ptiklad 11.12. Vektory e; = [1,0,0],e; = [0,1,0],e3 = [0,0, 1] tvoii bazi ¥ = R
Jakykoli vektor v = [vy, vg, v3] tohoto prostoru lze vyjadiit ve tvaru v = vie; +
+ vo€y +v3e3. Baze & = (e, ey, €3) je zvlaStnim piipadem standardni baze R", ktera
je tvorena tadky ¢i sloupci jednotkové matice I,.

Piiklad 11.13. Mnohoc¢leny p,(z) =1 a ps(x) = x tvoii bazi vektorového prostoru
2. Kazdy mnohoclen p(x) = ag + a1z 1ze zapsat ve tvaru p = agp; + a1ps. Necht
aop1 +ai1ps = 0, tj. ag+ a1z = 0 pro vSechna x. Pro x = 0 dostavame ag+a; -0 =0,
odkud ag = 0, a pro x = 1 pak z a; - 1 = 0 dostaneme a; = 0, takze p; a ps jsou
nezavisle.
Piiklad 11.14. Necht %, je mnozina vSech spojitych funkci [ na intervalu [0, 1]
3
1

které splimji 1(0) = 0 a které jsou linedrni na intervalech [0, %], [3.3],[35,2], [3,1]

40201251 :
Potom funkce @1, s, 3, @04 z obrazku 11.2 tvori bazi .Z;.

Poznamka 11.15. Ne kazdy vektorovy prostor ma bazi ve smyslu nasi definice. Na-
piiklad neexistuje zadna konec¢na mnozina realnych funkci, jejichz linearni kombinaci
by bylo mozno vyjadrit libovolnou realnou funkci.

Pojmy k zapamatovani

— vektory linearné nezavislé a zavislé,
— linearni kombinace vektort,
— béaze vektorového prostoru,

— standardni baze prostoru R”.
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Linearni nezavislost a baze

Yy g
1 1
¢1 4)2 ¢3

I ! I >X 0 i ! > ! >
0 0,5 1 0,5 1 0,5 1
Ir 2y
1 1

bs I(x) = x
1 1 3
I(X) :Zq)l +§¢2 +Z¢3 +¢4

— > >

0 0.5 1 %0 0.5 1

Obr. 11.2: Po ¢astech linearni funkce
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Kapitola 12

Souradnice

Priivodce studiem

V kapitole 11 jsme si zavedli pojem baze, ktery nyni vyuZijeme k definovani souradnic.
Pak si ukazeme, jak Ize pomoci souradnic prevést dlohy s abstraktnimi vektory na dlohy
s aritmetickymi vektory, s nimiz umime Ciselné pocitat.

Cile
Po prostudovani této kapitoly budete umét:

e najit souradnice daného vektoru vzhledem k dané usporadané bazi,

e pievést nékteré tlohy s abstraktnimi vektory na tlohy s aritmetickymi
vektory.

12.1. Souradnice vektoru

Definice 12.1. Necht & = (ey,...,e,) je uspofddana béaze vektori vektorového
prostoru 7. Necht v € ¥. Potom ¢isla vy, ..., v,, pro ktera plati

V=v1€] + ...+ U,€y,

nazyvame soufadnice vektoru v v bazi &.

Napfiiklad libovolny aritmeticky vektor v = [v1,v9,v3] ma ve standardni bazi
& = (e, ey, €3) z prikladu 11.12 soutadnice vy, vy, v, nebot

['Ul./ Vg, Ug] = Ul[l, 0./ 0} + 'UQ[O./ 1, 0] + Ug[o./ 0, 1]

Mnohoélen p(x) = x 4+ 2 ma v bazi & = (p;,p2) z piikladu 11.13, kde p;(z) =1
a py(x) = x, soufadnice 2,1, nebot

p(x) =z +2=2pi(x) + 1ps().
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Souradnice

[]

[]

Soutradnice zavisi nejen na zvolené bazi, ale i na ocislovani vektori baze. Napii-
klad v = [1,2] ma v bazi & = (e, ey), kde e; = [1,0] a e; = [0, 1], prvni soufadnici
1, avSak pokud e; = [0, 1] a e; = [1, 0], potom ma tentyz vektor prvni souradnici 2.

Nésledujici véta tika, ze souradnice daného vektoru jsou urceny jednoznacné.

Véta 12.2. Necht & = (ey,...,e,) je usporadand baze vektorového prostoru ¥
a nechl x1,...,Ty @ Y1,...,Yn jsou soutadnice vektoru v € ¥ v bazi &. Pak

’

T1 =Y, Tn = Yn.

Diikaz. Necht & = (eq,...,e,) je baze a

Vv=zx€e+...+tx,€, =y1€ + ...+ Yp€y.

Pak
o=v+(-v=zie;+... +z,e, + (—1)(v1€1 + ... + yn€y) =
=(x;—y)er+ ...+ (Tn — Yn)en. (12.1)
Jelikoz vektory baze jsou nezavislé, plyne odtud =1 = y1,..., 2, = yn. (]

Souradnice kazdého vektoru v € ¥ jsou v dané bazi & urceny jednoznac¢né. Bu-
deme je zapisovat také ve tvaru sloupcového vektoru, ktery se nazyva souradnicovy
vektor a znadi se [v] .

Piiklad 12.3. Libovolny aritmeticky vektor v = [v1, v9, v3] ma v bazi & = (eq, e, €3)
z prikladu 11.12 soutradnicovy vektor

2] oo
Ve = | va | =[v1,09,03] .
| v ]

Priklad 12.4. Mnohoélen p(x) = x + 2 ma v bazi & = (py,p2) 7z prikladu 11.13
soufadnicovy vektor [p], = [2,1]".

Piiklad 12.5. Libovolna po ¢astech linearni funkce [ vektorového prostoru & z pii-
kladu 11.14 méa v bazi & = (¢1, 2, @3, ¢4) soufadnicovy vektor

12.2. Pouziti souradnic

Pomoci soutadnic miizeme prevést tlohy s vektory, které lze popsat pomoci linear-
nich kombinaci bazovych vektort daného vektorového prostoru, na tlohy s aritme-
tickymi vektory. Pouzijeme toho, Ze zobrazeni, které kazdému vektoru prifazuje jeho
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soufadnicovy vektor v dané bazi &, prevadi soucet vektort na soucet souradnicovych
vektort, tedy

[u+vl], =[ule+[v]e, (12.2)

a nasobeni vektoru skalarem o na nésobeni ptislusného souradnicového vektoru,
tedy

lau], = a|ul,. (12.3)
Obé rovnosti 1ze ovérit piimo z definice souradnic. Napiiklad jsou-li uq, ..., u, sou-
fadnice vektoru u v bazi & = (eq, ..., e,), tedy

u=ue; +...+ u,e,,

pak

au = quie; + ... + au,ey,,
odkud
lau], = aul,.

Pti teSeni uloh s linedrnimi kombinacemi vektorti, napiiklad mame-li vyjadrit
néjaky vektor jako linedrni kombinaci jinych vektort nebo mame-li rozhodnout, zda
je néjakd mnozina vektorti nezavisla, postupujeme nasledovné:

e Zvolime si takovou bazi & daného vektorového prostoru, ve které lze vSechny
vektory snadno vyjadrit.

e Najdeme souradnicové vektory vsech vektori, které se vyskytuji v popisu pro-
blému.

e ResSime ulohu, kterou dostaneme z pivodni tlohy zdménou vsech vektort za
souiadnicové vektory.

Postup ovSsem predpokladd, ze mame k dispozici vhodnou bézi, coz nemusi byt
vzdycky splnéno.

Ptiklad 12.6. Najdéte soutfadnice mnoho¢lenu p(x) = 22—1 v bazi & = (p1, pa, p3)
kde pi(z) = 1,ps(z) =2+ 1,p3(x) = 2* + 2 + 1.

3

Resent. e Zvolime si bazi & = (e}, e, e3), kde e, (z) = 1,es(z) = z, e3(z) = 2.

e Najdeme souradnice vektoru p, pi, ps, p3 v bazi &. Dostaneme
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e Resime soustavu
[Pl = z1[p1]e + 72 [pal o + 3 [P3]s -
Rozepsanim této rovnice po slozkach dostaneme soustavu

—1:ZL’1+ZL’2+ZE3

0 = To + T3 (124)
1 = T3,
kterd ma reseni 1 = —1,29 = —1, 23 = 1.
Snadno ovérime, ze opravdu plati p = —p; — ps + ps. A

Priklad 12.7. Rozhodnéte, zda jsou mnohocleny

pi(e) = 2% + o+ 1,po(a) = 2° + 22+ 1,pa(a) = 2° + 2 +2
zavislé nebo nezavislé.

Reseni.

e Zvolime si stejnou bazi & = (eq, ey, e3) jako v piikladu 12.6, tj.

ei(z) = 1,e3(x) = x,e3(x) = 22

e Najdeme soutradnice vektort pi, pa, p3 v bazi &. Dostaneme

1 1 2
[pl]g’ =111, [pQ]g’ =12/, [p?)]é" =1
1 1 1

e Redime soustavu
z1 [p1le + @2 [p2] g + 23 [p3]e = [0(2)] 6 -
Rozepsanim po slozkach dostaneme soustavu:

ry + X9 + 21’3 =0
AT e + z3 =0

Upravou rozsifené matice soustavy dostaneme
[ 11 20 -‘ [ 11 110 -‘
1 2 1({0fjrp—1ry — {01 —1]0 7.
[1110JI‘3-I’1 \‘00—1 OJ
Odtud vidime, 7Ze soustava (12.5) ma jediné feseni z; = 0,25 = 0,23 = 0.
Mnohocleny pq, ps, p3 jsou tedy linedrné nezavislé. A

Poznamka 12.8. Povsimnéme si, Ze feseni tlohy na linedrni kombinaci, nebo ne-
zavislost vektort vede k soustavé rovnic, jejiz matice ma jako sloupce soutadnicové
vektory zadanych vektorii.
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Pojmy k zapamatovani

— uspotradand baze vektorového prostoru,

— soutadnicovy vektor.
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Kapitola 13

Dimenze a reseni soustav

Pruvodce studiem

Vektory v roviné (prostoru) povazujeme za dvourozmérné (trirozmérné), nebot k urceni
kazdého vektoru je tfeba dvou (tri) souradnic. JelikoZ pocet souradnic je stejny jako pocet
vektord prislusné baze, nabizi se okamZité zobecnéni rozméru (dimenze) na vektorové
prostory. NezZ tak ucinime, ukaZeme si, Ze vsechny baze jednoho vektorového prostoru
mayji stejny pocet vektorii. Potom si ukaZeme souvislost mezi novym pojmem dimenze a
resitelnosti obecnych linedrnich soustav.

Cile
Po prostudovani této kapitoly budete schopni:

e stanovit dimenzi daného vektorového prostoru,

e vypocitat radkovou, ¢i sloupcovou hodnost matice.

13.1. Dimenze vektorového prostoru

Véta 13.1. Necht V' = (ey,...,e,) je vektorovy prostor z piikladu 10.9 a necht
fi,..., £, jsou nezdavislé vektory prostoru V. Pak m < n.

Diikaz. Necht plati predpoklady véty a m > n. Jelikoz ¥ = (e;,...,e,) a f; € ¥,
lIze f; vyjadrit jako linearni kombinaci vektor baze, takze vektory fi,e;,...,e,
jsou zavislé podle véty 11.7. Podle téze véty vsak existuje k tak, ze e, je linearni
kombinaci vektorti f;, e, ..., e,_1. Odtud snadno plyne, ze kazdy vektor prostoru ¥
lze vyjadrit jako linearni kombinaci vektort fi,eq, ..., ex_1,€x41,...,€,. Skutecné,
je-li totiz

e, = aofi + ajer + -+ ap_1ep_1
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YV > x=[ofi +Bier + -+ Br_1€k—1 + Brer + Bry1€r41 + -+ Brey

po dosazeni za e, a Gpravé obdrzime

X = Bofy + prer + -+ Brorep 1 + Bi(aoft + e + - 4+ 1€ 1)+
Brr1€rp1 + o+ Buen =
= (Bo + Brao)fL + (B1 + Bran)er + - + (Be—1 + Bro—1)er1+
Brvi€ri1 + -+ Buen

takZe vektor ey mitizeme z mnoziny {ey,...,e,} vylouc¢it a nahradit vektorem fj.

Jestlize tento postup zopakujeme s tim, ze vezmeme v ivahu nezavislost vektort
fi a fy, ukdze se, ze kazdy vektor prostoru ¥ lze vyjadiit jako kombinaci fi,f; a
nékterych n — 2 vektort, které zbyvaji z ptivodni mnoziny {ey,...,e,} po zdméné
dalsiho vektoru za f,.

Kdyby m > n, dostali bychom vyse uvedenym postupem po vyskrtani vsech n
vektort mnoziny {ej,...,e,} a jejich ndhradé vektory fi,...,f,, Ze kazdy vektor
prostoru ¥ lze vyjadrit pomoci vektort fy, ..., f,. Tak bychom v8ak mohli vyjadfit
f,.1 jako kombinaci fi,...,f,, coz je ve sporu s predpokladem, ze f;.... £, jsou
nezavislé. Plati tedy m < n. ]

Z pravé dokazané véty ihned plyne, Ze je-li (eq,. .., e,) baze prostoru ¥ a jsou-li
fi,... £, nezavislé, pak m < n. Ma-li tedy néjaky vektorovy prostor ¥ bazi, pak

pocet vektorl této baze je maximalnim poctem nezavislych vektort prostoru ¥ a
pocet vektori v riznygch bazich tehoz vektorového prostoru je stejny.

Definice 13.2. Maximalni poc¢et nezavislych vektort vektorového prostoru ¥ na-
zyvame dimenzi prostoru ¥ a znac¢ime ji dim ¥. Ma-li vektorovy prostor bazi, je
jeho dimenze rovna poctu vektori baze a mluvime o konecnérozmerném prostoru.
Podle nasi definice plati dim{o} = 0. Nema-li nenulovy vektorovy prostor bézi,
mluvime o nekonecnérozmerném prostoru.

Novy pojem dimenze je v souladu s pojmem dimenze, ktery jsme si zavedli pro
aritmetické vektory, nebot vektory e; = [1,0,...,0],...,e, =[0,...,0,1] tvofi bazi
prostoru n-rozmérnych aritmetickych vektort. Pojem dimenze nemusi vsak byt plné
v souladu s nasi intuici. Napriklad komplexni prostor ¥ = C je jednorozmeérny,
nebot jeho bazi tvori jakékoliv nenulové ¢islo.

Priklad 13.3. Postupnym vyskrtanim vektori, které spolu s predchazejicimi tvori
linedrné zavislou mnozinu, urcete bazi a dimenzi vektorového prostoru

U = (u; =[-2,3,1],uy = [3,—1,2],u3 = [1,2,3],uy = [-1,5,4]).
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Reseni. Vektorovy prostor % je vlastné linearni obal mnoziny . = {u, us, uz, uy, }.
Mnoziny vektort .7 = {u;} a % = {uy, uy} jsou linearné nezavislé, nebot vektor
u; je nenulovy a rovnice kju; + kouy = 0 ma pouze triviadlni feSeni k1 = ko = 0.
Naproti tomu vektor us = u; + u,, takZe mnozina .3 = {uy, us, u3} je linearné
zavisla, a tudiz uz mizeme vyskrtnout. Podobné muzeme vyskrtnout i vektor uy,
protoZe us = 2uy + uy, a tudiz . = {u;, uy, uy} je opét linedrné zavisla.

Bézi prostoru % tvoii vektory uy, us. Plati % = <u17 u2>7 dim(% ) = 2. A

13.2. Dimenze a vyjadieni vektoru jako linearni
kombinace

S pomoci pojmu dimenze lze popsat resitelnost tlohy nalézt vyjadreni vektoru jako
linearni kombinace jinych vektort.

Véta 13.4. Necht b,ay,...,a; jsou vektory vektorového prostoru ¥. Oznacme si
o ={ay,...,ay}. Pak plati ndsledujici turzeni:

i) Vektor b lze vyjadrit jako linedrni kombinaci vektori ay, . .., ag, prave kdyz
dim (b, ay, ..., a;) = dim (). (13.1)

ii) Jestlize plati (13.1) a <7 je nezdvisla mnozina vektori, pak lze vektor b vyjadiit
jedinygm zpusobem jako linedrni kombinaci vektori aq, ..., ay.

iii) Jestlize plati (15.1) a & je zdvisla mnoZina vektori, pak lze vektor b vyjadiit
nekonecné mnoha zpusoby jako linedrni kombinact vektoriu aq,...,a. V této

’

kombinaci lze zvolit nékterych d = k — dim (&) koeficienti libovolneé.

Diikaz. 1) Jestlize a; = ... = a; = o, je tvrzeni trividlni. Pfedpokladejme tedy,
ze néktery z vektord ay,...,a; je ruzny od nuly. Pak postupnym vyskrtavanim
vektort, které jsou kombinaci ostatnich, vybereme z ay,...,a; néjakou bazi &
prostoru (/). Bez jmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze & = (ay, ..., a;).
Jestlize b nelze vyjadiit jako kombinaci vektori baze &, pak (b, ay,...,a,) tvoii
béazi (b,ay,...,a;) a plati

dim(b,ay,...,a;) = s+ 1# s =dim ().

Naopak, jestlize b lze vyjadiit jako kombinaci ay, ..., a,, pak & je baze (&) i
(b,ay,...,a;) a plati

dim («/) = s = dim (b, ay,...,a).

ii) Jestlize plati (13.1) a .« je nezavisla mnozina vektori, pak (ai, ..., a,) tvoii bazi
(/) a podle i) lze vektor b vyjadrit jako linearni kombinaci vektort ay, ..., a.
Podle véty z oddilu 12.2 jsou koeficienty linearni kombinace urceny jednoznacné.
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iii) Necht plati (13.1). Predpokladejme opét, ze & = (aj,...,a,) tvoii bazi (<) a
s < k. Podle i) plati b € (&), takze pro libovolné &, 1, ..., & plati také

b—&pa — ... —&ay € ().
Existuje tedy &, ..., & tak, ze
b—¢& a1 — .. —§ay =Ga +... + La,.
Vektor b lze tedy vyjadrit ve tvaru
b=¢&a +... 4+ ay
s libovolnymi &gy q, ..., &. Pocet téchto koeficienti spliuje
d=k—s=k—dim ().
O

Pravé dokdzand véta obsahuje odpovéd na otdzku, kdy mé soustava linearnich
rovnic feSeni, kdy méa jediné feSeni a kdy ma nekonec¢né mnoho feseni, a to v ter-
minech dimenze linearnich obalt sloupcti matice soustavy a pravé strany. Staci si
za vektory a; dosadit sloupce s® matice soustavy A a za b dosadit vektor pravé
strany. Véta vSak nedava nijaky névod, jak dimenzi prostoru sloupci zjistit. To je
predmétem nasledujicich odstavci.

13.3. Radkovy prostor a fadkova hodnost

Dilezitym krokem k lepsimu pochopeni otazek TeSitelnosti rovnic je soucasné stu-
dium obalt tadkt i sloupcii matice soustavy. Tento postup ndm umozni zejména
vyuzit zndmou techniku elementarnich radkovych operaci.

Zde se budeme zabyvat linedrnim obalem Z(A) = (rf, ..., rh) fadkd r2 dané

’yTm
matice A typu (m,n), ktery nazyvame fadkovym prostorem matice A. Zejména si
véimneme, Ze Z(A) se neméni elementarnimi fadkovymi operacemi, a proto plati

nasledujici véta.

Véta 13.5. Necht matice A a B jsou radkove ekvivalentni. Pak

Z(A) = Z(B). (13.2)

Dimenze Z(A) se nazyva téz rdadkovd hodnost matice A, elementarni radkové
operace ji neméni a snadno ji uré¢ime ze schodového tvaru matice A, nebot pocet
nenulovych fadkt matice ve schodovém ¢i normovaném schodovém tvaru je ziejmé
roven jeji fadkové hodnosti.
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Priklad 13.6. Urcete rddkovou hodnost matice

[1 1 1 1}
A:[(l) (1) :; (1)J (13.3)

Reseni. Elementarnimi fadkovymi Gipravani dostaneme postupné

1 1 1 1 1 -1 1 1
1 0 -1 S 0 1 =2 0 —
0 1 =2 o0 1 0 1 -2 0 |r3—r
1 -1 1 oo 1 0 -1 1
=0 1 =20 | """ =01 =2 0 (13.4)
0 O 0 O 00 0 O
Rédkova hodnost matice A je tedy rovna dvéma. A

Poznamka 13.7. V prikladu jsme matici upravili az na normovany schodovy tvar,
aby bylo vidét zcela trividlné, ze nenulové fadky jsou nezavislé. Je vsak zrejmé, ze
jsme se mohli spokojit i se schodovym tvarem matice.

13.4. Sloupcova hodnost matice

Nyni se budeme zabyvat linedrnim obalem .#(A) = (sf,... s2) sloupcii dané
matice A typu (m,n), ktery se také nazyva sloupcovy prostor matice A. Dimenze
Z(A) se nazyva sloupcovd hodnost matice A.

Co se da tict o sloupcové hodnosti matice, kterd vznikla z dané matice pomoci
elementarnich fadkovych uprav? Odpovéd je o néco komplikovanéjsi nez u fadkovych
prostori. Porovname-li totiz napriklad matici

1 -1 1 1
A=1|1 0 -1 1 (13.5)
0 1 -2

z prikladu 13.6 s jejim normovanym schodovym tvarem
-1 1

10
B=1[01 -2 0], (13.6)
00 0 0

zjistime, Ze sloupcové prostory obou matic jsou rtizné, nebot napifklad s2 ¢ .7 (B).
Presto plati nasledujici véta.
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Véta 13.8. Necht matice A a B jsou radkove ekvivalentni. Pak
dim . (A) = dim .7 (B).

Diikaz. Jestlize matice A a B typu (m,n) jsou fadkové ekvivalentni, pak jsou také
rozs$itené matice [ A ‘ o } a [ B ‘ o ] radkové ekvivalentni. Odtud podle véty 4.2

A A
r18] +...+x,8, = O,

pravé kdyz
B B
T8y + ...+ a8, =O0.

c 1. ~ A A - fos 12 /ox v B B
Zde vidime, 7e sloupce s;},...,s; jsou nezavislé, pravé kdyz sloupce s;7,...,s;
jsou nezavislé. O

Diikaz nam ukazuje, jak nalézt bazi sloupcového prostoru dané matice A. U
matice ve schodovém tvaru je baze ziejmé tvorena sloupci obsahujicimi vedouci
prvky fadki a sloupce matice A s tymiz indexy tvofi pak bazi .7 (A).

Piiklad 13.9. Béaze sloupcového prostoru matice B z (13.6) je tvofena sloupci El

Prvni dva sloupce
H i
st= (1], sy =101,
o] 1]

matice A proto tvori bazi #(A), nebot A a B jsou fadkové ekvivalentni.

13.5. Hodnost a resitelnost soustav

Hlavnim disledkem vét 13.5 a 13.8 je to, ze fddkova hodnost matice se rovna sloup-
cové hodnosti matice. Véty totiz rikaji, ze elementarni radkové operace zachovavaji
obé hodnosti, a pro matice v normovaném schodovém tvaru je rovnost fadkové a
sloupcové hodnosti matice zfejméa. Budeme proto mluvit struéné o hodnosti matice.
Hodnost matice A budeme znacit h(A).

Nyni mizeme zformulovat hlavni vysledek o TeSitelnosti linearnich soustav, ktery
se nazyva Frobeniova véta.
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Véta 13.10. Necht A je matice typu (m,n) a necht b je m-rozmérny sloupcovy
vektor. Potom plati nasledugici tvrzeni:

i) Soustava

Ax=Db (13.7)
md resent, prave kdyz
hA)=h([A]Db]). (13.8)
ii) Jestlize plati (13.8) a
h(A) =n,

potom md soustava (15.7) jediné fesent.
iii) Jestlize plati (13.8) a
h(A) < n,
potom md soustava (13.7) nekonecné mnoho feseni. V Feseni lze zvolit nékte-

rych
d=mn—h(A)

slozek libovolné.

Diikaz. Véta je specialnim piipadem véty 13.4 pro a; = s® Ukdzali jsme také, ze
dimenze sloupcovych prostorti mizeme nahradit hodnostmi. O

13.6. Hodnost a regularita

Pojem hodnosti ndm umoznuje zformulovat novou charakteristiku regularni matice.

Véta 13.11. Ctvercovd matice A ¥adu n je requldrni, prave kdy?

h(A) = n.

Diikaz. Necht A je ¢tvercova matice radu n. Jestlize A ma hodnost n, potom podle
véty 13.10 ma kazda soustava Ax = sl jediné feSeni, takze i soustava AX=I ma
jediné Teseni. Podle véty 8.3 je proto matice A regularni.

Obrécené, jestlize A je regularni, potom pro livovolny sloupcovy vektor y a x =
= Ay plati

y=AA'y = A(A7'y) = Ax = 2152 + ..+ 2,82

takze A ma sloupcovou hodnost n. O
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13.7. Hodnost matice a pocitacova aritmetika

Pojem hodnosti predpokladd presnou aritmetiku, nebot nepatrnd zména matice
muze zpusobit zménu jeji hodnosti. Napriklad matice

1 1 1 1
A= |:1099 1099:| a B= |:1098 1099:|

se lisi jen velmi malo, avsak h(A) = 1 a h(B) = 2. Pokud jsou koeficienty matice
vysledkem méfeni, nemé proto casto vibec smysl hovotit o hodnosti matice. Pro
takové aplikace, stejné jako pro pocitacové feSeni soustav, byla proto vypracovana
teorie zalozena na jinych pojmech, se kterou se sezndmime pozdéji. Poznamenejme
jesté, ze prii zjistovani hodnosti na pocitaci je nutno vyhnout se zaokrouhlovacim
chybam.

Pojmy k zapamatovani

— dimenze vektorového prostoru,
— tadkovy a sloupcovy prostor matice,
— Frobeniova véta,

— hodnost matice a regularita.

Priklady k procviceni

1. Urcéete hodnost matice

1 -1 1 1
A=|[1 0 -1 1
3 -2 1 3

2. Naleznéte libovolnou bézi sloupcového prostoru . (A) matice A z piikladu 1.
Reseni.

1. Upravou matice A na schodovy tvar dostaneme matici

1 -1 11
0 1 =20
0O 0 00

Odtud je zfejmé, ze h(A) = 2.

2. Ze schodového tvaru matice A vidime, Ze prvni dva sloupce jsou linedrné
nezavislé. Bazi sloupcového prostoru . (A) tvori tedy sloupce

1 -1
sh=10], stt= 1
0 0
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Kapitola 14

Linearni zobrazeni

Pruvodce studiem

Radu fyzikdlnich zdkond & pribliznych experimentdlnich zavislosti Ize z matematického
hlediska charakterizovat jako pfimou umérnost. Napriklad Ohmdv zakon rikd, Ze proud
I je pri konstantnim odporu R primo umérny napéti U, coZ miZeme zapsat ve tvaru

Snadno si ovérime, Ze funkce I zobrazuje soucet argumenti na soucet jejich obrazi a
skalarni nasobek argumentu na prislusny nasobek jeho obrazu, tak jako funkce f na 14.1.
To vsak je vlastnost, kterd ma smysl pro zobrazeni jakéhokoliv vektorového prostoru do
Jjiného vektorového prostoru. Zde se seznamime se zakladnimi vlastnostmi téchto special-
nich zobrazeni, ktera maji velky vyznam v matematice, fyzice, inZenyrstvi, spoleCenskych
védach i v ekonomii.

|:| Cile

V této kapitole se naucite najit:

e nulovy prostor a defekt linedrniho zobrazeni,
e obor hodnot a hodnost linearniho zobrazeni,

e obraz vektoru v linedrnim zobrazeni.



14.1 Definice a priklady linearnich zobrazeni 103

y
af(u) y=f(x)
f(u)+ f(v)
f(v)
f(u)

u Vo utv au X
Obr. 14.1: Linearni zobrazeni

14.1. Definice a priklady linearnich zobrazeni

Definice 14.1. Necht %, 7 jsou vektorové prostory. Zobrazeni A : % — ¥V se
nazyva linedrni zobrazeni (operdtor), jestlize pro kazdé dva vektory u,v € % a
skalar « plati:

i) A(u+v) = A(u) + A(v)

i) A(ou) = aA(u)
Linearni zobrazeni % — % se ¢asto nazyva linedarni transformace. Mnozinu vSech
linedrnich zobrazeni vektorového prostoru % do vektorového prostoru ¥ budeme
nacit L (%, V). Misto L(% , %) budeme psat struéné £ (% ). V nékterych apli-
kacich jsou dilezité linearni zobrazeni vektorového prostoru % do R, které se
nazyvaji linedrni formy nebo linedrni funkciondly.

Priiklad 14.2. Funkce y = ax je linearni transformace R pro libovolné pevné zvolené
a € R, nebot |:|

alu+v)=au+av a alou)=aau

pro libovolna ¢isla u, v a a.

Priklad 14.3. Funkce f :y = 2z + 1 neni linearni transformace R, nebot

F2+2) = f(4) =9 # 10 = £(2) + f(2).
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Piiklad 14.4. Je-li A libovolnd redlnd m x n matice, R»! (R™!) prostor vsech
sloupcovych aritmetickych vektorii dimenze n(m), pak je

A:RY 5 x - Ax € R™!
linearni zobrazeni, nebot pro libovolné vektory x a y plati podle (7.4)

Ax+y)=Ax+Ay a A(ax)=aAx.

Priklad 14.5. Zobrazeni
L] D . P>p—pecP

které kazdému mnohoc¢lenu p prifadi jeho derivaci p, je linedrni zobrazeni prostoru
v8ech mnohoclenu & do sebe, nebot pro libovolné redlné mnohocleny p, ¢, skalar «
a realné z plati

(p(z) +q(2)) =p'(z) + ¢ (z) a (ap(z)) =ap'(2).

14.2. Elementarni vlastnosti linearniho zobrazeni

Necht %, jsou vektorové prostory. Z definice 14.1 bezprostiedné plyne, ze pro
libovolné linedrni zobrazeni A € £ (% ,V) a v € % plati

Jestlize A € L(%,Y), pak pro libovolné skalary oy, ..., a, a vektory vyi,..., v,
prostoru % plati

Alagvy + ...+ apvy) = alA(vy) + ...+ 0 A(va), (14.1)
nebot

Alarvi + . 4 anvy) = A(agvi + (aava + . 4 apvy)) =
= Alagvy) + A(ave + ... + a,vy,) =
= A(vi) + Alaave + ...+ apv,) = =
= Avi) + .. @ A(va).

7 této rovnosti je vidét dtlezitou vlastnost linearnich zobrazeni definovanych
na prostorech konecné dimenze, a to ze jsou uplné urceny obrazy vektort libovolné
baze, tedy obrazy kone¢ného poctu vektort.
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14.3. Nulovy prostor a obor hodnot

Definice 14.6. Necht %, ¥ jsou vektorové prostory a necht A € L (% ,V). Pak
nulovy prostor (jadro) A (A) zobrazeni A je mnozina vzori o, t.].

N(A)={ue % :A(u) =o}.

Jestlize u,v € A (A), t.j. A(u) = o0, A(v) = o, a je-li « je libovolny skalar, pak
plati
Alu+v)=Au)+ A(v) =0 a A(au)=aA(u)=o,

takze 4 (A) je podprostorem % .
Obdobnou vlastnost ma i obor hodnot .7°(A) linearniho zobrazeni A. Jestlize
u = A(x), v= A(y) a « je skalar, pak

u+v=Ax)+Aly) =Ax+y) a au=aA(x)= A(ax),
takze 7 (A) je podprostorem vektorového prostoru ¥.

Pomoci nulového prostoru miizeme popsat strukturu reSeni abstraktni operato-
rové rovnice.

Véta 14.7. Necht U, V jsou vektorové prostory, necht A € L(U,V) a necht
A(xq) = b. Potom libovolné Fedeni x rovnice

A(x)=b

lze zapsat ve tvaru x = xg + 1, kde n € A (A).

Diikaz. Necht A(x) = b. Potom plati
A(x —xg) = A(x) — A(xg) =b —b =0,

takZe vektor n = x — x¢ patii do jadra A4 (A) a x = x¢ + n. O

Dusledek 14.8. Linedrni zobrazeni A je prosté, pravé kdyz A4 (A) = {o}.

Mame-li tedy rozhodnout, zda je dané linedrni zobrazeni prosté, staci vysettit
vzor nulového vektoru. Je to zvlastni vlastnost linearniho zobrazeni, nebot u obec-
ného zobrazeni by bylo nutno vysettit vzory vSech vektort v oboru hodnot.
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14.4. Hodnost a defekt zobrazeni

Definice 14.9. Necht %, ¥ jsou vektorové prostory kone¢né dimenze a necht
A e L(U,Y). Pak hodnost h(A) zobrazeni A definujeme jako dimenzi J7(A) a
defekt d(A) zobrazeni A definujeme jako dimenzi 4 (A).

Véta 14.10. Necht %, V jsou vektorové prostory konecné dimenze a necht
Ae Lw,V). Potom
h(A) 4+ d(A) = dim(%). (14.2)

Diikaz. V dikazu se musime predevsim vypotradat se skutecnosti, ze A (A) a F(A)
mohou byt podprostory riiznych prostort.
Necht (hy, ..., h,,) je baze 7 (A) a necht (ni,...,n;) je baze A4 (A). Ozna¢me

’

si vi,...,Vv,, libovolné vzory hy, ..., h,,, takze plati
A(Vl) = hl, PN ,A(Vm) = hm

Ukazeme, 7e vektory (vi,...,Vy,ny,...,n;) tvoii bazi % .
Necht plati
vit ...+ &Vt mng + ...+ 0, =0 (14.3)

Pak také
A(&Vl +.oo sV g L nknk) = o0,

takze s vyuzitim linearity A a definice vektort v; a n; dostaneme
£1h1++§mhm:0

Jelikoz vektory (hy,.... h,,) tvoii podle pfedpokladu bazi J#(A), jsou nezavislé,
takze & =& = -+ - = &, = 0. Po dosazeni do (14.3) tedy plati

mng + ...+ ngng = 0.

Ponévadz jsou vektory ny,...,n; také nezavislé, plyne odtud n, = ... = n = 0.
Vektory vi,..., vy, ny,...,ng jsou tedy nezavislé.
Necht nyni x € % je libovolny vektor. Pak A(x) € 7 (A) a existuje &;,...,&n
tak, ze plati
Oznacéme si
y=&Vi+ ...+ 0V,

takze A(y) = A(x), a zapiSme si x ve tvaru

x=y+(x-y).
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Jelikoz

plati x —y € A (A) a tedy
X —y=mng+ ...+ Nhy.
Vektor x Ize potom vyjadrit ve tvaru
x=&6vi+ o AV iy L+ eng.

Vektory (vi,...,Vp,nq,...,10;) tedy tvori bazi %, takze plati m + k = dim(% ),

3

t3. h(A) + d(A) = dim(%). O

Diisledek 14.11. Linearni transformace A : ¥ — ¥ definovana na vektorovém
prostoru konec¢né dimenze ¥ je zobrazeni na ¥, pravé kdyz A je prosté zobrazeni.

14.5. Soucdet zobrazeni a nasobeni skalarem

Definice 14.12. Necht % a ¥ jsou libovolné vektorové prostory. Pro libovolna
zobrazeni A, B € £ (% ,V) a skalar a mizeme definovat soucet zobrazeni A + B

predpisem
(A+ B)(u) = A(u) + B(u)

a soucin skaldru a zobrazeni aA predpisem

(ad)(u) = a(A(un)).

Snadno se ovéri, ze A+ B i aA jsou linearni zobrazeni. Napiiklad

(4+ B)(a) = A(ou) + Baw) = a(A(u)) +a(B(u) = a(A(w) + B(w) =
= a((A+ B)(u)).

Také nulové zobrazeni O € L (U ,V), které kazdému u € % piirazuje nulovy
prvek o prostoru ¥, je linearni, nebot napriklad

O(u+v)=0=0+0=0(u)+ O(v).

Snadno lze ukazat, ze Z(%,?) tvoii vzhledem k pravé definovanému séiténi
zobrazeni a nasobeni zobrazeni skaldrem vektorovy prostor, jehoz nulovy prvek je
pravé definované nulové zobrazeni.
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14.6. Skladani linearnich zobrazeni

Definice 14.13. Necht %, ¥ a # jsou vektorové prostory a necht A : % +— ¥V
a B: Y — W jsou zadand linedrni zobrazeni. Pak lze definovat sloZené zobrazeni
(soucin zobrazeni) BA : % w— W predpisem

(BA)(w) = B(A(w).

Poradi, ve kterém se zapisuji faktory slozeného zobrazeni, je dilezité a opacné
k poradi, ve kterém se defini¢ni vyraz vyhodnocuje. To naznac¢uje urcitou nevhodnost
zvyku psat argument do zavorky za oznaceni zobrazeni.

Slozené zobrazeni je také linearni, nebot:

(BA)(om) = B(Aa ) B(a(A(u) ) o(B(AW)) = a((BA)(w)
(BA)(n-+v) = B(A(u+v)) = B(Aw) + A(v)) = B(A(w)) + B(A(v)) =
=<BA><> (BA)(v)

Pro sklddani zobrazeni 1ze odvodit obdobné vztahy jako rovnosti (7.15a) — (7.15¢)
a (7.16) pro nasobeni matic. Je-li « libovolny skalar a jsou-li A, B,C libovolna
linearni zobrazeni, pro ktera maji nasledujici vyrazy smysl, potom

A(aB) = a(AB) = (¢A)B (14.4a)
A(B+C)=AB+ AC (14.4Db)
(A+ B)C = AC + BC (14.4c)

A(BC)=(AB)C (14.4d)

14.7. Mnohocleny v linearnich transformacich

Jelikoz skladani zobrazeni je podle (14.4d) asociativni, mizeme pii sklddani zobra-
zeni vynechat zavorky. Pro libovolnou linearni transformaci A : % — % a kladné
celé ¢islo m tak mizeme definovat mocninu linedarni transformace predpisem

A" = AA.-. A
| —
m
pricemz plati
AT — A A

Poznamenejme, 7e pro dvé linearni transformace A a B vektorového prostoru % do
sebe nemusi platit (AB)™ = A™B™.



14.8 Princip superpozice a inverze linearnich zobrazeni

109

Snadno se ovéri, Ze identita I definovana na prostoru % je linearni a pro libovolné
A e Z(%) splhuje
Al =TA=A.

Jestlize p je libovolny mnohoclen definovany vztahem
p(r) =ag+arz+ ...+ a,z”,
pak mizeme pro kazdé A € £ (%) definovat
p(A) =al + A+ ... +a, A"

Jestlize D je napiiklad derivace na prostoru & vSech mnohocleni a p(z) = 2% — 1,
pak
p(D) =D~ 1

’

takze pro kazdy mnohoclen ¢ € & plati

p(D)(q) =¢" —q.

Vsechna pravidla pro tipravu mnohoclent jedné proménné plati i pro mnohocleny
jedné linedrni transformace, nebot jsou odvozeny ze vztahu, které plati pro ¢isla i
pro linearni transformace. Tak napiiklad z rovnosti

2 —1=(z—-1)(r+1)
dostaneme po dosazeni D za x rovnost
D?—1=(D-1)(D+1),
kterou si mizeme ovérit rozepsanim

(D-1)(D+1)(p)=(D-I)((D+1)p) =(D-1)(p' +p) =
= +p)' =@ +p) =p" —p=(D*—-1)(p).

14.8. Princip superpozice a inverze linearnich zob-
razeni

Mnoho technickych problému lze zformulovat jako tlohu najit pro dané linedrni
zobrazeni A : % — ¥V apro b € ¥ vektor x € % tak, aby platilo

A(x) = b. (14.5)

Napriklad tlohu najit neznamé potencialy v 3. kapitole miizeme zapsat ve tvaru
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kde
I e ]

Obdobné lze zapsat podminky pro prihyb y struny zatizené silou s jednotkovou
hustotou, natazenou jednotkovou silou a uchycenou v bodech o soutradnicich 0 a 1
jako tlohu najit mnohoclen y tak, aby platilo:

—y"(x) =1 Vx e (0,1) (14.6a)
y(0) = y(1) = 0 (14.6b)
Oznacime-li si & prostor vSech redlnych mnohoclent, #, jeho podprostor, do kte-

rého patii v8echny mnohocleny p, které splhuji p(0) = p(1) = 0, a polozime-li
b(x) =1, pak b € & a zobrazeni definované predpisem

Alp) = —p"

je linearni zobrazeni patfici do .Z (%, 2). Uloha najit mnohoélen y tak, aby platilo
(14.6a) a (14.6b) je tedy ekvivalentni tloze najit y € &, tak, aby

A(y) =b.

Predpokladejme nyni, Ze zname napiiklad feSeni x; a x5 rovnice (14.5) pro dvé
pravé strany by a by, tedy ze plati

A(Xl) = bl a A(XQ) = bQ,

a 7e navic plati b = by + by. Pak mizeme uréit feseni x rovnice (14.5) pouhym
seCtenim X; a X», nebot pro x = x; + Xy plati

A(X) = A(X1 + XQ) = A(Xl) + A(XQ) = b1 + bQ =b.

Tomuto jednoduchému disledku vlastnosti linearnich zobrazeni se tika princip su-
perpozice.

V nasich prikladech lze najit fyzikalni interpretaci principu superpozice pro obé
ulohy. Staci si uvédomit, ze napiiklad u prvni tilohy je v pravé strané uchovana infor-
mace o zdroji proudu a ze neznamé jsou potencialy. Princip superpozice vyjadiuje
také nasledujici tvrzeni.

Véta 14.14. Necht A : U — V je vzdajemné jednoznacné linedrni zobrazeni vek-
torového prostoru % mna vektorovy prostor V. Pak existuje A™Y, které je rovné?
linedrni zobrazeni.
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Diikaz. Inverzni zobrazeni A~! existuje pro kazdé vzajemné jednoznacné zobrazeni.
Necht u = A(x), v = A(y), tedy x = A7'(u) ay = A7'(v), a necht « je libovolny
skalar. Potom

|
N
®
+
>
<
SN—
!

AN Ax+y) =x+y=

Pojmy k zapamatovani

— nulovy prostor (jadro), defekt linearniho zobrazeni,
— obor hodnot, hodnost linearniho zobrazeni,

— princip superpozice.

Priklady k procviceni

1. Necht .Z je vektorovy prostor vSech redlnych funkci z piikladu 10.3. Ovéite, Ze zobra-

zeni, které kazdé funkci f € .F piifazuje f(0) € R, je linearni funkcional.

2. Necht ¥ je vektorovy prostor dimenze n. Dokazte s pomoci véty 14.10, Ze defekt jaké-
hokoliv linearniho funkciondlu definovaného na ¥ je roven n — 1.

3. Ovéite rovnosti (14.4a) — (14.4d).
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Kapitola 15

Linearni zobrazeni a matice

Pruvodce studiem

V této kapitole se budeme vénovat linearnim zobrazenim prostoru aritmetickych vektord,
ktera jsou definovana pomoci soucinu matice a vektoru tak jako v prikladu 14.4. UkaZeme
si, Ze tak lze predstavit nejen kazdé linedarni zobrazeni prostoru aritmetickych vektord,
ale s pomoci souradnic dokonce kazdé linedrni zobrazeni vektorovych prostort konecné
dimenze. Nové pojmy také vyuZijeme k alternativni prezentaci teorie resitelnosti soustav
linearnich rovnic.

Cile
Po prostudovani této kapitoly budete umét:
e sestavit matici linearniho zobrazeni vzhledem k zadanym bazim,

e sestavit matici pfechodu od zadané baze k jiné bazi,

e najit souradnice obrazu vektoru pomoci matice linearniho zobrazeni.

15.1. Maticovy zapis linearnich zobrazeni R” do R”

Jak lze popsat viechna linedrn{ zobrazeni R™ do R*? Necht .7 = (s1;,...,s!,) je

standardni baze prostoru R™! vsech sloupcovych aritmetickych vektortt dimenze m,
kterd je tvofena sloupci jednotkové matice I,,. Necht A : R™! — R™! je libovolné

linearni zobrazeni a nechf obrazy sloupcovych vektori s'y,...,s!,, jsou sloupcové
vektory
aii A1m
AhH =1 :],... A@sL) =
Gp1 Anm

Jelikoz libovolny vektor x € R™! lze zapsat ve tvaru

I I
X=Z1S 1+ ... +TZTmS m,
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lze A(x) zapsat pomoci
Ax) = A(zishy + ...+ 2psty) = 1 A(s]) + ..+ 3, A(s)) = Ax,

kde
A= [A(s{)./ . ,A(sin)} = [aij] -

Plati tedy nésledujici véta.

Véta 15.1. Necht A : R™! — R™! je libovolné linedrni zobrazeni. Pak existuje
matice A typu (n,m) tak, Ze pro libovolné x € R™' plati

A(x) = Ax.

Linearni zobrazeni
A:R™ 5x 5 Ax ¢ R»!

se Casto ztotoznuje s matici A a o matici A se mluvi jako o linedrnim zobrazeni.
V tomto smyslu budeme i my pouzivat pojmy obor hodnot matice A, nulovy prostor
matice A, nebo defekt matice A. Pojmy, které jsme si doposud zavedli jsou v souladu
s touto konvenci. Napitiklad obor hodnot .7(A) kazdé matice A je totozny s jejim
sloupcovym prostorem .#(A), takze pro hodnosti matice a zobrazeni plati

15.2. Urceni baze nulového prostoru matice

Bazi nulového prostoru matice tvori jakakoliv maximalni mnozina nezavislych reSeni
soustavy Ax = o, kterou najdeme tak, ze matici A prevedeme na schodovy tvar a za
neznamé, které nejsou ve sloupcich s vedoucimi prvky, budeme postupné dosazovat
napriklad radky jednotkové matice. Ziskana reSeni pak zapiseme do sloupcii. Postup
je v podstaté totozny s postupem feSeni soustav rovnic s nekonenou mnozinou
feSeni, ktery byl popsan v ¢lanku 4.4, avSak s pomoci novych pojmi mizeme 1épe
pochopit strukturu feseni.

Piiklad 15.2. Urcete bazi nulového prostoru matice

11
A=1|11
2 2

DO = DN
o W W

Reseni. Nejprve upravime matici A pomoci fadkovych tprav na schodovy tvar

112 3 11 2 3 11 2 3
A=|111 3 rpg—1r; = |00 -1 0 — 10 0 =1 0
2 2 2 6] r3—2n 00 =2 0 |r3—2r 00 0 O
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Odtud h(A) = 2 (pocet nenulovych fadki) a d(A) = 4 — 2 = 2. Bazi A4 (A) tedy
tvori jakékoliv dva nezavislé vektory, jejichz slozky tesi soustavu

Ty + X9 + 233 + 3z4 = O

s — (15.1)

Vypocteme je tak, ze za x5 a x4 dosadime postupné napriklad slozky e; = [1 0] , €y =
= [0 1] a vypocteme x1 = —1,23 = 0 a 1 = —3, 23 = 0. Bazi nulového prostoru
tedy tvori vektory

Jestlize lze matici A typu (m,n), m < n rozdélit na bloky tak, ze
A=[B C]

a B je reguldrni, lze najit vzorec pro matici N typu (n,n — m), jejiz sloupce tvoii
bézi A (A). V souladu s vy$e uvedenym vykladem budeme hledat N ve tvaru:

n—m
N=|X| m
Iin—m
Po rozepsani levé strany rovnice
AN=0

s vyuzitim blokové struktury a po vynasobeni zleva matici B™' dostaneme

o X]
B [B\c}[l _o.
odkud
X +B~!'C=0.
Odtud X = =B 'C a X
-B~!C
N_[ 1 }

15.3. Matice jako linearni zobrazeni a soustavy rov-
nic
Divame-li se na matici A jako na linedrni zobrazeni A : x — Ax, mizeme vyuzit

dosavadnich vysledkii o linearnich zobrazenich k alternativnimu vykladu teorie tesi-
telnosti linedrnich soustav z ¢lanku 13.5. Napfiklad prelozime-li tvrzeni i) do termint
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zobrazeni, zjistime, 7e vyjadiuje zfejmou skutecnost, ze soustava linearnich rovnic
ma teseni, pravé kdyz prava strana patii do oboru hodnot matice soustavy. Tvrzeni
ii) zase vyplyva z disledku 14.8 | podle néhoz je feSeni jediné, jestlize .4 (A) = {o},
tedy defekt d(A) = 0, coz je podle (14.2) ekvivalentni h(A) = n, kde n je pocet
neznamych. Tvrzeni iii) Ize dokonce prohloubit.

Véta 15.3. Nechl A je matice typu (m,n) pro kterou plati d(A) > 0, necht b je
m-rozmeérny sloupcovy vektor, nechl Axqg =b a necht (ny,...,n,) je bdaze N (A).
Potom libovolné reseni soustavy Ax = b mize byt zapsano ve tvaru

X =Xgton +...+ qgny. (152)

Diikaz. Podle véty 14.7 1ze libovolné feseni soustavy (14.5) zapsat ve tvaru x = xo+
+ n, kde n € A (A). Jelikoz vektory ny,...,ng tvoii bazi A4 (A), lze n zapsat ve
tvaru (15.2). O

Priklad 15.4. Najdéte vSechna feseni soustavy

Ty + To + 223 + 34 = 0

T + T9 + T3 + 3$4 =1 (153)
207 + 229 + 233 + 6x4y = 2
ve tvaru (15.2).
Reseni. Rozsifenou matici soustavy nejprve upravime na schodovy tvar
112 3]0 11 2 3]0
[Alb]=|1113|1| -1 |00 -1 01| r3—2r, —
2 2 2 62| r3—2n 00 —2 0|2
11 2 3]0
=0 0 —1 01
00 000
Z ného dostaneme ¢asteéné feseni xo soustavy (15.3) feSenim soustavy
Ty + T + 2I3 + 3I4 = 0 (154)
- T3 =1
tak, ze polozime napfiklad o = 0 a x4 = 0. Dostaneme z; = 2,23 = —1. Jelikoz

matice soustavy je stejnd jako matice A v prikladu 15.2, mizeme pomoci TeSeni
tohoto piikladu napsat libovolné feSeni soustavy (15.3) pomoci parametri a;q, as ve
tvaru
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15.4. Definice matice linearniho zobrazeni

V ¢lanku 15.1 jsme si ukézali, Ze libovolné linedrni zobrazeni R™ do R" lze po-
psat pomoci vhodné matice. Nyni si ukdZzeme, Ze pomoci matic mizeme popsat
libovolné zobrazeni prostori konecéné dimenze. Pouzijeme k tomu béaze defini¢niho
oboru a oboru hodnot. Pro stru¢nost budeme v celém ¢lanku predpokladat, ze %

a ¥ jsou dva vektorové prostory konefné dimenze s bazemi & = (eq,...,e,) a
F=(f,....1,).
Definice 15.5. Necht A : ZZ — ¥ je linearni zobrazeni. Pak mtizeme vektory
A(ey), ..., A(en,) vyjadrit jako linedrni kombinace vektort fi, ..., f, ve tvaru:
A(el) = aufl + et amfn
A(em) - almfl +-F anmfn
Matici
ar A1m
[Alg 7 = :
An1 Anm
nazyvame matici linedrniho zobrazeni A vzhledem k bazim (&, .F). Jestlize U =V
a & = .%, pak budeme mluvit o matici linedrni transformace vzhledem k bazi & a
misto [A], , budeme pséat struéné [A],.

Indexy prvki a;; jsou zvoleny tak, aby pro kazdé linedrni zobrazeni A : % — ¥
platilo
[Ale,7 = [[Ale)]5 - [Alem)] ], (15.5)
obdobné jako v ¢lanku 15.1, kde byly & i .% standardni baze. Z této rovnosti a
z vlastnosti souradnic (12.2) a (12.3) plyne pro libovolny skalar «, pfipadné pro
libovolné dalsi linearni zobrazeni B : % — ¥, ze

lad]e » = alAls 5, (15.6)
[A+ Bls 7 =1[Als 7 + [Bls 5 - (15.7)
Priiklad 15.6. Necht &2, je vektorovy prostor vSsech mnohoc¢lenti nejvyse druhého
stupné s bazi & = (eq, ez, e3), kde ey, ey, e3 jsou mnohocleny e;(x) = 1,e5(z) = x a
e3(r) = 22 Najdéte matici derivace
DZ@gSpHp,E 93.

Reseni. Nejdfive najdeme soutadnice D(e;), D(es) a D(e3) v bazi &. Jelikoz

3

D(e1)(z) =0, D(ez)(x) =1 a D(e3)(x) = 2z, mizeme napsat piimo:

0 =01 4+ 0-z + 0-2°
1 =11 + 0-2 + 0-2?
2% = 0-1 + 2-2 + 0-22
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3

do sloupcti a dostaneme

Soutadnice D(ey), D(es) a D(e3) tvori ziejmé koeficienty na fadcich, které zapiSeme

[DL@ =

o O O

1
0
0

o NN O

15.5. Souradnice obrazu vektoru

Piedpokladejme nyni, 7e % a ¥ jsou dva vektorové prostory kone¢né dimenze s ba-

zemi & = (ey,...,e,) a F = (fi,...,1,), 26 A: % — ¥ je linearni zobrazeni,
XEU a
T
[x]e =
‘/L‘m

Potom s pomoci definice linedrniho zobrazeni, vztaht (12.2), (12.3) a definice sou¢inu
matice a vektoru odvodime postupné

g

[AX)] ;= [A(z1€1 + ...+ Tmen)] 5 = [114(e1) + ... + 2 Alen)]
=2 [A(e)] 5 + ..+ z [Alen)] 5 =[[Ale)] 5, [Alen)] 5] [, =

= [A}é’ﬂ x]s

tedy
[Ax)] 5 = [Als 5 Xl - (15.8)

Poznamka 15.7. Je-li % =¥V a & = .7, ma (15.8) tvar
[A(x)]s = [Als [l - (15.9)

Priklad 15.8. S vyuzitim feSeni prikladu 15.6 vypoctéte souradnice derivace li-
bovolného mnohoclenu p nejvyse druhého stupné pomoci souradnic p v bazi & =
= (e1,e9,e3), e1(x) = 1,ey5(x) = 2, e3(x) = 22

Reseni. Mnohodlen p(z) = az? + br 4+ ¢ mé v bazi & souradnice

=

|
o O O
o O =
o o O
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plati
0 1 0] |c b
[P']¢ = [Dple = [D]glple = |0 0 2| |b| = |2a
0 0 0f |a 0
A
15.6. Matice slozeného zobrazeni
Necht % je vektorovy prostor koneéné dimenze s bazi & = (eq,...,e,) a necht

AU — U a B : % — % jsou linearni transformace. Pak s pouzitim vztahu
(15.8) a definice souc¢inu matic (7.11) odvodime

[AB]g = H(AB)(el)}g Py [(AB)(en)Lg’] = [[A(B(el))]g vrrs [A(B(en))}g} -
= [[Als [Ble)ls, - [Als [Blen)ls] = [Al¢ [[Be)]s,. .- [Blen)ls] =
=14 [[B}g e1]s , [Ble [en]g’] = [A] ¢ Bl [S{ ,S,IJ =

Plati tedy
[AB], = [A]¢ [Ble - (15.10)

Pti odvozeni jsme pouzili toho, 7Ze soutadnice jednotlivych vektori baze v téze
bazi jsou prvky prislusného sloupce jednotkové matice.

Piiklad 15.9. S vyuzitim feSeni piikladu 15.6 vypoctéte matici druhé derivace
D? = DD na prostoru Py vSech mnohoclenti nejvyse druhého stupné v bazi & =
= (61,62,63), 61(1’) = 1./ GQ(ZL’) =T, 63(ZE) = ZL‘Q.

Reseni. V piikladu 15.6 jsme si ukdzali, Zze derivace D ma v bazi & = (e, s, e3)
matici

o N O

01
[Dle = (0 0
00
Podle (15.10) tedy

[DQLD = [DDLf = [D]g [D]g’ =

01 0[(0 10 00 2
=10 0 210 0 2 =10 0 O
0 0 0f |0 00 000
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15.7. Zména baze

Nyni se budeme zabyvat otazkou, jak se zméni soutadnice vektoru a matice linear-
niho zobrazeni pri zméné baze.

Necht % je vektorovy prostor koneéné dimenze a necht & = (e, ...,e,) a F =
= (f},...,f,) jsou dvé béze % . Necht A : % — % je libovolné linearni zobrazeni a
necht C': % — % je linearni zobrazeni, které kazdému vektoru e; béze & piirazuje
vektor C(e;) = f;. Zobrazeni C tedy zobrazuje bazi & na bazi .#, takze podle
ditsledku 14.11 je C prosté a existuje C 1,

Nejprve si ukdzeme, jak se zméni soutadnice z; libovolného vektoru x pii pre-
chodu od baze & k bazi .# a obracené. K tomu si sta¢i vSimnout, 7e z

X=I1€ +...+2Tpe,

plyne
C(X) = .ﬁlel T xnfn,

takze
[C(x)]s =x]s - (15.11)

Pomoci (15.9) odtud dostaneme
Cls x5 = [X]s

kde [C], je matice linedrniho zobrazeni C' vzhledem k béazi .%. U této matice se na
chvili zastavime. V souladu s (15.5) a (15.11) plati

[Cls = [[CHE)]s, ... [C(E)]z] = [[fils, ... [fals] = [[Cle)ls, ..., [Clen)ls] = [Cls.

Matice linedrniho zobrazeni C' je tedy vzhledem k obéma bazim stejna, pricemz
jeji sloupce tvori soutadnicové vektory vektori baze F wvzhledem k bazi &. Tato
matice je v literatufe oznacovana jako matice prechodu od usporadané baze & k
usporadané bazi .%. Oznacime-li ji pro jednoduchost P, mizeme vztah mezi sou-
rfadnicovymi vektory vektoru x vzhledem k pivodni a nové bazi vyjadrit vzorci

x]s = P[x]#, [x]7 = P '[x]s. (15.12)
Nyni uz mtzeme hledat vztah mezi [A], a [A] ;. Plati

= [[A(f)]5 ... [Af)]7] = [P~ [ (f)]s THAE)] =
=P AR, - [Af)]e] = H }g[fl]g,---,[A]g[fn]g] =
=P [A|;[P[fi]5 ..., PIf, y] (Al Pllfi] 5, [fal 5] =
=P [A4], P[sl,..., } P~ [A}gPI_P_l[A}gP.

Plati tedy
[A], =P ' [A]P (15.13)
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Misto matice P se nékdy pracuje s matici T = P! zpétného prechodu od nové
baze .Z k ptuvodni bazi &. Zména matice linedrniho zobrazeni pri zméné baze je pak
vyjadiena vzorcem

[Al7 = T[A]T . (15.14)

Povsimnéme si, Ze ndzvy matice prechodu a matice zpétného prechodu se vztahuji
k popisu zmény baze, nikoliv k popisu zmeny souradnic.

15.8. Podobnost matic

Vyse uvedené rovnosti (15.13), (15.14) jsou motivaci pro novy pojem.

3

Definice 15.10. Ctvercové matice A a B stejného fadu jsou podobné, jestlize
existuje regularni matice T tak, ze

A =TBT "

Uvahy ¢lanku 15.7 mizeme shrnout pomoci nového pojmu do struéné véty.

Véta 15.11. Matice dané linedrni transformace v riznych bazich jsou podobné.

D4 se dokazat i tvrzeni, Ze jsou-li matice podobné, pak jsou maticemi néjaké
linedrni transformace v riiznych bazich. Jelikoz podstatné charakteristiky linedrnich
transformaci (napfiklad hodnost nebo defekt) nezavisi na bazi prostoru, da se o¢eka-
vat, ze podobné matice budou mit podstatné charakteristiky shodné. Pfipomenme,
ze o vektoru se ze soutadnic nedovime obecné vice nez to, je-li nulovy nebo nenulovy.

Snadno lze dokézat, ze kazda matice je podobna sama sobé, ze je-li A podobna B
a B podobna C, pak A je také podobna C, a kone¢né je-li A podobna B, pak jei B
podobna A. Napiiklad posledni tvrzeni vyplyva z ekvivalence rovnosti A = TBT™!
a B =T 'AT.

Pojmy k zapamatovani

— matice linearniho zobrazeni,
— matice prechodu,

— podobnost matic.
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Kapitola 16

Bilinearni formy

Pruvodce studiem

Ve 3 kapitole jsme si sestavili soustavu rovnic (3.8) pro neznamé potencialy x1, x5 obvodu
z 3.1. Soustava linedrnich rovnic vsak neni jedinou moznosti, jak popsat elektricky obvod
nebo jiny linedarni problém. Ukazuje se, Ze nékdy je vyhodné prejit k jiné formulaci,
ktera v nasem pripadé spociva v secteni obou rovnic soustavy vyndsobenych postupné
virtudlnimi” (myslenymi) potencidly yy, yo tak, Ze dostaneme

—2T1y1 + x1Y2 + Toy1 — 3x2y2 = —10ys. (16.1)

Uloha najit redeni x,, x5 soustavy (3.8) je pak ekvivalentni iloze najit x1,xo tak, aby
rovnost (16.1) platila pro vsechna 1, ys.

Viyraz na levé strané rovnice (16.1) muZeme povaZovat za funkci dvou proménnych
aritmetickych vektori x = [x1,x9] @'y = [y1,y2], kterd je pri jednom zafixovaném
argumentu linedrni ve druhém argumentu. To vsak je vlastnost, kterda md smysl pro
kazdou funkci dvou argumenti z vektorového prostoru. Ukazuje se, Ze takové funkce
Jsou nepostradatelnym nastrojem pro vyjadreni fyzikalnich zakond ve formé vhodné pro
numerické reseni technickych problémi pomoci takzvanych variacnich metod. V tomto
textu je vyuzijeme ke studiu geometrie vektorového prostoru.

Cile

V pribéhu této kapitoly se naucite resit tyto tlohy:

e sestavit matici bilinearni formy vzhledem k zadané bazi,
e urcit symetrickou a antisymetrickou ¢ast bilinearni formy;,

e rozhodnout, je-li zadané zobrazeni bilinearni formou.
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16.1. Definice a priklady

Definice 16.1. Necht 7 je redlny vektorovy prostor. Zobrazeni B : ¥ x ¥ — R
se nazyva bilinedrni forma, jestlize pro libovolné u,v,w € ¥ a o € R plati:

B(u,w) + B(v,w)
= aB(u,v)
B(u,v) + B(u,w)

aB(u,v)

Bilinearni funkce je tedy pfti zvolené hodnoté jedné proménné linedrni funkei druhé
proménné. Muzeme ji povazovat za zobecnéni funkce z = axy dvou proménnych x
a y na vektorové prostory.

Blu+v,w) =

B(au,v)
B(u,v+w) =
) =

B(u, av

Piiklad 16.2. Na prostoru ¥ = R* sloupcovych vektorti dimenze 3 si definujeme
formu B ptedpisem, ktery kazdé dvojici vektort x = [z, x9, .Z'g]T ay = [y, vz, yg]T
pritazuje

o]
B(x,y) = XTY = [z, x9, 23] { Yo | = T1Y1 + T2Y2 + XT3Y3. (16.2)
Ys J

Interpretujeme-li x jako silu a y jako drahu, pak B(x,y) je prace konand silou x po
drize y. Snadno se ovéri, ze B je bilinearni forma.

Piiklad 16.3. Necht A = [a;;] je dand redlna ¢tvercovd matice fadu 2. Pak zobra-
zeni, které kazdé dvojici sloupcovych vektorit x = [21,22] ay = [y1,y2]" dimenze 2
pritazuje

a1 @
B(x,y) = TAY = [21, 2] 1oz o a1101Y1 + A12T1Y2 + A21T2Y1 + G29T2Yo,
91 Q22| |Y2
(16.3)

je bilinearni forma.

Piiklad 16.4. Necht .Z je vektorovy prostor vSech redlnych funkci. Pak predpis,
ktery kazdé dvojici funkci f € . a g € .¥ pritazuje

B(f.9) = f(1)g(1) + F(2)9(2), (16.4)

definuje bilinearni formu.
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16.2. Klasifikace bilinearnich forem

Necht ¥ je libovolny vektorovy prostor. Bilinearni forma B se nazyva symetrickd,
jestliZe pro libovolné vektory u,v € ¥ plati

B(u,v) = —B(v,u) (16.5)

a antisymetricka, jestlize
B(u,v) = —B(v,u). (16.6)

Antisymetrické formy lze ekvivalentné charakterizovat téz rovnosti
B(u,u)= 0 (16.7)
pro libovolné u € ¥. Skutec¢né, plati-li (16.7), pak
B(u+v,u+v)=B(u,v)+ B(v,u) =0,
odkud dostaneme (16.6). Obracené z (16.6) plyne
B(u,u) = —B(u,u),

tedy plati (16.7).

Bilinearni formy (16.2) a (16.4) jsou zfejmé symetrické, zatimco forma (16.3) je
symetrickd, pravé kdyz A = A'. Bilinearni forma (16.3) bude antisymetrickd, prave
kdyz A = —A', coz spliuje napiiklad matice

0 1
-1 0"
Bilinedrni forma (16.3) s touto matici spliiuje

B(X7Y) = T1Y2 — ToYr = —(y1$2 - yﬂl) = _B(}CX)-

Kazdou bilinearni formu mizeme vyjadrit ve tvaru souc¢tu symetrické a antisy-
metrické formy, nebot

B(u,v) = %(B(u./v) + B(v,u)) + %(B(u,v) — B(v,u)).
Bilinearni formy
BS(u,v) = %(B(u,v) L B(v.u) a BMuv)= %(B(u,v) _B(v,u) (168)

spliuji

B%(u,v) = B%(v,u) a B*(u,v)=—-B"(v,u).
Formy B® a B se nazyvaji po fadé symetrickd c¢dst a antisymetrickd ¢dst bilinearni
formy B.
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16.3. Matice bilinearni formy

Necht ¥ je vektorovy prostor s bazi & = (ey,...,e,) a necht B je bilinearni forma
na 7. Necht x,y € 7 jsou dva vektory, které lze zapsat pomoci souradnic ve tvaru

X=1x1€1+ +Ty€y, Yy =1yi€ + -+ Y€y
Pak

B(x,y) = B(zi1e1 + -+ xpe,,y) =x1B(e;,y) + -+ 2,B(en,y) =

Blei,y) B(er,yi1e1+ -+ yney)
= [z1,..., 2] : = [z1,..., %) : =
_B(em y) B(en,y1e1 + -+ + yney)
[ B(ey,e))y; + -+ + Bler, e,)yn
:[xl,...,xn} : =
| B(en, e1)yr + -+ B(en, en)yn
_B(el,el)...B(el,en) U1
:[xl,...,xn} : :
B(e,,e1)...Bley,e,)| |yn

coz muzeme pomoci oznaceni [B], = [B(e;, ;)] zapsat stru¢né ve tvaru

B(x,y) = [x]; [Bls [yl - (16.9)

Matici [B] ¢ nazyvame matici bilinedrni formy B v bazi &. Jeji prvky jsou urceny
hodnotami formy na vektorech baze.

Priklad 16.5. Najdéte matici bilinedrni formy (16.4) definované na prostoru P,
[] vSech mnohoélentt nejvyse druhého stupné v bazi & = (e1,eq,e3), kde e(x) =

= 1,e5(x) = z,e3(x) = 2% Vysledek vyuzijte k vycisleni B(p,q) pro p(z) =1 -1z a

q(z) = 2* — z.

Reseni. Podle vztahu (16.4) vypocteme postupné:

bu = B(el, 61) = 61(1)61(1) + 61(2)61(2) = 1-14+1-1 = 2
blg = B(el, 62) = 61(1)62(1) + 61(2)62(2) = 1-14+1-2 3
bis = Blep,e3) = er(l)es(l) +e1(2)es(2) = 1-14+1-4 = 5
boa = Bleg,e2) = ea(1)ea(l) +e2(2)ex(2) = 1-142-2 = 5
bos = Bleg,e3) = ea(1)es(1) +ex(2)es(2) = 1-142-4 = 9
b33 = B(e3, 63) = 63(1)63(1) + 63(2)63(2) = 1:-14+4-4 = 17

K vypoctu ostatnich prvk mtzeme vyuzit toho, ze zadana bilinearni forma je sy-
metricka. Plati tedy

bij = Blei,e;) = e;i(1)e;(1) +ei(2)e;(2) = e;j(1)ei(1) + e;(2)ei(2) = Blej, e;) = bji ,
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takze .

[Bley=3 5 9

5 9 17
Jelikoz . .
[pls = —01 a gy = —11 :

plati

2 3 5]1[0 2

B(p,q)=[1 -1 0] E S 197} {11} =[1 -1 0] H = —2

16.4. Matice symetrické a antisymetrické formy

Véta 16.6. Necht B je bilinedrni forma na vektorovém prostoru ¥V konecné di-
menze. Pak B je symetrickad, prave kdyzZ matice B v libovolné bdzi & prostoru ¥
splnuge

[B], = [BI}. (16.10)

Driikaz. Je-li B symetricka bilinearni forma, pak B(e;, e;) = B(e;, ;) a vztah (16.10)
plati.

Obréacené, necht plati (16.10). Pak podle (16.9) pro libovolné vektory x,y € ¥
plati

B(x,y) = [x]; [Bls [y, = ([X}; [Ble [Y]g)TZ vl [Ble [X|e = [y]e [Ble x|, =
= By, x),

takze forma B je symetricka. O

Matice A, kterd splimje A = A, se nazyva symetrickd matice, takze vétu lze
zformulovat strucné také tak, Ze bilinearni forma na prostoru kone¢né dimenze je
symetricka, pravé kdyz ma v libovolné bazi symetrickou matici.

Matice A, pro kterou plati A = —AT, se naz{va antisymetrickd matice. Podobné
bilinearni forma na prostoru kone¢né dimenze je antisymetricka, pravé kdyz ma v
libovolné bazi antisymetrickou matici.

Zname-1i matici [B]s bilinearni formy B vzhledem k urcité bazi & prostoru
¥, mizeme snadno urcit i matici jeji symetrické (respektive antisymetrické) ¢asti.
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Je-li totiz & = (eq,...,e,) n&jakd uspordadana baze prostoru ¥, potom pro kazdé
i,j €{1,...,n} je podle (16.8)

—_

B*(e;,e)) = %(B(euej) +Blej,e;)) , B'(ee;) = (Bleie;) — Blej.e)) .

[N}

Odtud pro prislusné matice symetrické a antisymetrické ¢asti plyne, ze

([Ble - [Ble) - (16.11)

DN | —

5], = 2B+ B]) . [BY, -

Vzorce (16.11) jsou vlastné maticovou obdobou vzorci (16.8), které definovaly sy-
metrickou a antisymetrickou ¢ast bilinearni formy.

Podobné jako u bilinearnich forem mtzeme tedy hovofit o symetrické a antisyme-
trické ¢asti libovolné ¢tvercové matice B. Pro tyto ¢asti pak plati predpisy podobné
vzorciim (16.11)

BS:%(B+BT) : BA:%(B—BT).

16.5. Zmeéna matice bilinearni formy pfi zméné baze

Necht ¥ je vektorovy prostor konecné dimenze a necht & = (eq,...,e,) a .F =
= (f},...,£,) jsou dvé baze ¥. Necht P je matice pfechodu od béze & k nové bazi
F , takze pro libovolny vektor x € ¥ plati podle (15.12)

[X]g =P [X]éf :

S pouzitim (16.9) dostaneme pro libovolné dva vektory x,y € % a bilinearni formu
BnaV?

[X]; [B]gz [y}y = B(x,y) = [X]l; [B]g [Y]g = [X]I@ PT[BL@ P [Y]gz .

Zvolime-lix = f; a y = £}, snadno si ovéfime, Ze prvky v i-tém fadku a j-tém sloupci
matic [B], a P'[B], P jsou stejné, tedy

[B], = P'[B],P. (16.12)
Odtud dostaneme s pouzitim matice zpétného prechodu T = P~' od baze .#
k bazi &

B, =T'[B],T. (16.13)

16.6. Kongruentni matice

Vyse uvedend rovnost (16.12) je motivaci pro novy pojem.
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Definice 16.7. Ctvercova matice A je kongruentni s matici B, jestlize existuje
regularni matice T tak, ze
A =T'BT.

Uvahy piedchoziho ¢lanku miizeme shrnout pomoci nového pojmu do nésledujici
vety.

‘Véta 16.8. Matice dan€ bilinedrni formy v ruzngch bdzich jsou kongruentni.

Je mozno dokazat i tvrzeni, ze jsou-li matice kongruentni, pak jsou maticemi
néjaké bilinearni formy v riznych bazich. Jelikoz podstatné vlastnosti bilinearnich
forem (napriklad symetrie) nezavisi na bazi prostoru, da se o¢ekavat, 7e kongruentni
matice budou mit podstatné charakteristiky shodné.

Snadno lze také dokazat, ze kazd4 matice je kongruentni sama se sebou, ze je-li
A kongruentni s B a B kongruentni s C, pak A je také kongruentni s C, a konecné
je-li A kongruentni s B, pak je i B kongruentni s A.

Napiiklad je-li A kongruentni s B, pak po piendsobeni rovnosti A = T'BT
zleva (T') "' = (T H" a zprava T~! dostaneme B = (T ')TAT . Matice B je tedy
kongruentni s A. Skuteéné, ozna¢ime-1i M = T', pak M je regularni matice, a
plati B=M'AM.

Pojmy k zapamatovani

— matice bilinearni formy a jeji zména pii zméné baze,
— symetrické a antisymetrické bilinearni formy,

— kongruentni matice.
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Kapitola 17

Kvadratické formy

Pruvodce studiem

Dosadime-Ii do bilinearni formy za oba argumenty tentyZ vektor, dostaneme specialni
funkci jedné vektorové proménné. Napriklad pro y, = x1 a y» = x5 dostaneme na levé
strané rovnice (16.1) funkci jedné vektorové proménné x = [, x5 ve tvaru

Q(x) = =227 + 2z,29 — 325. (17.1)

Ukazuje se, Ze takové specidlni funkce mohou v nékterych dileZitych pripadech nahradit
puvodni bilinearni formu. Prechod ke skalarni funkci jedné vektorové proménné je zakla-
dem takzvanych energetickych metod reseni technickych problémd a usnadriuje reseni
nékterych dalsich dloh.

|:| Cile

Po prostudovani této kapitoly budete umét:

e sestavit matici kvadratické formy,
e vyjadrit kvadratickou formu ve tvaru linedrni kombinace ¢tverci,

e urcit typ kvadratické formy.
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17.1. Definice a priklady

Definice 17.1. Necht 7 je vektorovy prostor a necht B je bilinearni forma na 7.
Zobrazeni ()p definované pro libovolné x € ¥ predpisem

Qp(x) = B(x,x) (17.2)

se nazyva kvadratickd forma prislusna bilinedrni formé B. Kvadratickou formou
budeme stru¢né nazyvat zobrazeni () definované na 7, pro které existuje biline-
arni forma B na ¥ tak, ze Q = @p. Kvadratickou formu mizeme povazovat za
zobecnéni funkce y = ax? na vektorové prostory.

Piiklad 17.2. Na prostoru ¥ = R?® sloupcovych vektorti dimenze 3 je definovano
zobrazeni @, které kazdému vektoru x = [z1, x5, ng piifazuje []
a1
Q(x) = x'x = [x1, 19, 73] { Ty | = 2]+ 23+ 13, (17.3)
T3 J

coz je kvadratické forma ptislugnd bilinearni formé definované rovnosti (16.2). Interpre-
tujeme-li x jako polohovy vektor, pak @(x) je druhd mocnina jeho délky.

Priklad 17.3. Necht A = [a;;] je dand redlnd ¢tvercova matice fadu 2. Pak zobra-
zeni, které kazdému sloupcovému vektoru x = [z, 5|7 pfifazuje El

a a T
Q(x) = x'Ax = [z, 23] { ai a;z } [ :1;; } = a1 @7+ (a12+a91) 0122 +anas (17.4)

je kvadratickd forma piislusna bilinedrni formé definované rovnosti (16.3).

Priiklad 17.4. Necht .% je prostor vSech redlnych funkci. Pak predpis, ktery kazdé
funkci f € Z# prirazuje ]

Q(f) = f(1)* + f(2)? (17.5)

definuje kvadratickou formu piislusnou bilinearni formé definované rovnosti (16.4).

17.2. Zakladni vlastnosti

Necht 7 je redlny vektorovy prostor. Jelikoz pro kazdou bilinearni formu B na 7,
x € ¥V aredlné a plati B(ax, ax) = a?B(x, x), plati pro kazdou kvadratickou formu
@ na 7, x € ¥ arealné a rovnost

Qax) = a*Q(x). (17.6)
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Odtud bezprostiedné plyne, ze
Qo) =Q(0-0) =0

a ze obor hodnot 7 (Q) kazdé kvadratické formy ) obsahuje s kazdym ¢islem i jeho
nezaporné nasobky. Obor hodnot nulovée kvadratické formy definované predpisem
Q(x) = 0 obsahuje pouze ¢islo 0.

Existuje vice bilinearnich forem, které podle (17.2) urc¢uji danou kvadratickou
formu. Tak napiiklad kvadratickd forma (17.1), kterd prislusi bilinedrni formé z
(16.1), odpovida také bilinedrni formé

C(x,y) = —2x1y1 + 421y — 222y1 — 322ys . (17.7)
Jestlize polozime y = x (y; = 1 a Yo = x2) obdrzime stejnou kvadratickou formu
Qc(x) = O(x,x) = =217 + 2zy29 — 375 .

Nabizi se otdzka, maji-li bilinearni formy z (16.1) a (17.7) néco spole¢né. Odpovéd
dava nasledujici véta.

Véta 17.5. Necht B a C jsou dvé bilinedrni formy na vektorovém prostoru V.

Potom
B(x,x) = C(x,x), tedy Qp(x) = Qc(x)

pro vSechny vektory x € ¥V prdavé tehdy, kdyz
B*(x,y) = C*(x,y)

pro kazZdé x, y € V. Navic plati

Qp(x) = B*(x,x) . (17.8)

Diikaz. Necht bilinearni formy B a C vytvaii stejnou kvadratickou formu, tj.
B(x,x) = C(x,x) .

Pro libovolné x,y € ¥ podle (16.8) s prihlédnutim k vlastnostem bilinearni formy
plati

Bi(x.y) = 5(Bley)+ Br.x) = 5 (Blxty.x+y) — Box) - B(y.y)) =
= %(C(X+y,x+y) - C(x,x) — C(y,y)) = %(C(X,y) + C(y,x)) =
= C%(x,y),

takze

B%(x,y) = C%(x.y) .
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Predpokladejme naopak, ze pro bilinearni formy B a C je
B*(x,y) = C*(x,y) .
Potom 1 (B(x,y) + B(y,x)) = 3(C(x.y) + C(y,x)), odkud pak plyne, ze

B(x,x) = C(x,x) ,

jeliy =x.
Rovnost (17.8) vyplyva bezprostiedné z prvni rovnosti v (16.8), jestlize dosadime
za u a v vektor x. ]

Poznamka 17.6. Na zdkladé této véty vSechny bilinearni formy, které urcuji vzta-
hem (17.2) tutéz kvadratickou formu, maji stejnou symetrickou ¢ast. Na druhé strané
vSak existuje pravé jedna symetrickd bilinearni forma, ktera danou kvadratickou
formu vytvari. Jinymi slovy, kvadratické a symetrické bilinearni formy si vzajemné
jednoznacné odpovidaji.

17.3. Matice kvadratické formy

Necht ¥ je vektorovy prostor konec¢né dimenze s bazi & = (ey,...,e,) a necht @
je dana kvadratickd forma prislusna bilinearni formé B. Pak miiZzeme pro libovolny

vektor x € ¥ vy¢islit hodnotu Q(x) pomoci jeho soufadnic a matice bilinedrni formy
B vzhledem k bazi & ze vztahu

Qx) = B(x,x) = [x]; [B [x]; .

ktery dostaneme z (16.9). Je proto pfirozené povazovat matici [B], za matici kvad-
ratické formy @) prislusné bilinearni formé B v bazi &. Podle (17.8) vsak kvadraticka
forma piislusna B pifslusi téZ symetrické ¢4sti BS bilinedrni formy B. JelikoZ matice
libovolné symetrické formy v dané bazi je symetricka, je vyhodné definovat matici
kvadratickeé formy Qg prislusné k bilinearni formé B jako symetrickou matici

[Qs], = [B%],. (17.9)

Pti studiu matic kvadratickych forem se tedy miizeme omezit na symetrické matice.

Piiklad 17.7. Bilinedrni forma (17.7) ma vzhledem ke standardni bazi matici

[Cls = [ :; _;1}

Jeji symetrické ¢asti odpovida podle (16.11) matice

e =s0clerem =5(| 35 5|+ 3= T 5]

kterou v souladu s (17.9) nazyvame matici kvadratické formy Qc.
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17.4. Diagonalni tvar matice kvadratické formy

Jednim z dilezitych problémi pii studiu kvadratickych forem je urcit, jakych hodnot
muze nabyvat dana kvadraticka forma. Na tuto otazku mtzeme snadno odpovédét,
mame-li matici kvadratické formy v diagonalnim tvaru, nebot pak se hodnota kva-
dratické formy v daném vektoru vypocte jako soucet druhych mocnin soufadnic
tohoto vektoru, tedy kladnych c¢isel, nasobenych diagonalnimi prvky. Tak napriklad
hned vidime, ze kvadratickd forma

Q(x) = a1, 73] [(1) g] M — 2% 1 342

T2

nabyva kladné hodnoty pro libovolny vektor x # o.

Neni-li matice kvadratické formy v diagonalnim tvaru, nemtzeme obvykle najit
jeji obor hodnot bezprostiedné, avsak muzeme se pokusit upravit formu na tvar, ze
kterého lze obor hodnot poznat. Napiiklad doplriiovdnim ctverci formy () definované
rovnosti (17.1) dostaneme pro x = [x7, 3]

1 1 1
Q(X) = —2.%% + 2x1x2 — 3.%; = —2(.%% — 2.%'1(5.%'2) + (5%2)2) + 5.%'% — 3.%'% =
1 d
= —2(x; — §x2)2 — 5:};3,

takze Q)(x) < 0 pro x # o.

Upravu, kterou jsme pouzili pfi redukei @ na linearni kombinaci ¢tverci, mizeme
popsat jako zménu béaze. Polozime nejprve y; = z; — %IQ, Yo = X9, odtud pak
dostavame substituci z; = y; + %yg, To = Yy, kterd prevadi formu () na tvar

2 5

Q(z) = —2y; — §y§

-2 0
D—[ o]

Substituci 1 = y; + %QQ, Ty = 1o mizeme vyjadiit v maticové podobé

vy | _ |1 : (7
T 0 1 Y9
Vektor [21,2,]" je vlastné soufadnicovy vektor [x]e vektoru x ve standardni bazi

& = (ey, es) prostoru R?. Vektor [y, yo]" mliZzeme zase povazovat za souradnicovy
vektor [x]# vektoru x v nové bazi .Z = (fi,f;), kterd je urcena matici prechodu

St

s diagonalni matici

— N =
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od baze & k bazi .Z. Zménou baze jsme se zabyvali v kapitole (15.7). Odtud vime,
7e vektory baze .% jsou urceny sloupci matice prechodu P, tj.

1
fl = [170] 3 f2 = [5/ 1} 3

a ze prislusnou substituci lze vyjadrit ve tvaru
x]e = Plx]s .

Oznacime-li jesté matice kvadratické formy @ v bazi & a .7 po fadé [Qls a [Q)] 7,
potom podle (16.12) plati

==y | 7T ] 3=

coz je nase diagondalni matice D.
Nage pozorovani nyni vyuzijeme ke studiu kvadratickych forem v R?.

17.5. Kvadratické formy v R?

Libovolnou kvadratickou formu na R? mfizeme zapsat budto pomoci slozek ve tvaru

Q(x) = ax} + 2bxi 29 + c3, (17.10)

nebo maticové ve tvaru

Q(x) = x'Ax, X:[xl,xﬂ{z iHIl]:M A:[Z ﬂ

T2 )

Matici A pfitom mizeme povazovat za matici () ve standardni bazi & = (e, ey).
Budeme se zabyvat otazkou, na jaky tvar lze redukovat matici A prechodem ke
vhodné nové bazi. Pro zjednoduSeni vykladu se omezime na hledani redukovaného
tvaru vhodného nasobku formy @), takze pro nenulovou formu muzeme predpokladat,
ze néktery nenulovy koeficient formy @) je roven jedné.

Predpokladejme nejprve, ze a = 1, takze doplnénim c¢tvercii mizeme upravit
(17.10) na tvar

Q(x) = (a7 + 2z (bag) + (bx2)?) + (¢ — b*)aj = (1 + bxa)® + (¢ — b*)a3. (17.11)
Budeme rozlisovat dva piipady. Jestlize ¢ — b* # 0, polozime

y1 =1 +bry, Yo =+/|c—b*xy.

Pomoci substituce
b 1

TI=Y =Y, Ty = ———Y

(17.12)
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pak dostaneme jeden z tvart

Qx)=yi+v3, Q(x)=y; —y5.

Zapiseme-li si substituci (17.12) v maticové podobé x = Py, kde

oo I i s

mizeme provedenou upravu zapsat téZ v maticovém tvaru

Q(x) =x'Ax = y'P'APy = y' Dy, (17.13)
kde D je jedna z matic
10 1 0
o= [0, masfp 0 .

Matici P pfitom miiZzeme povazovat za matici prechodu od standardni baze & k nové
bazi .#, takze plati

x=[x|,=P[x], =Py, [Q,=D, Qkx)= [X]; Q)5 x|, = y' Dy.

Jestlize ¢ — b*> = 0, pak pomoci substituce x; = y; — bys, 72 = y» dostaneme
Q(x) = y?. Zapiseme-li si tuto substituci opét v maticovém tvaru s matici

1 —b
P= 7]

miizeme provedenou tpravu zapsat téZ v maticovém tvaru (17.13), kde

D= [é 8] . (17.15)

Ukazuje se, Ze kazdd nenulovd kvadratickd forma (nebo jeji ndsobek) ma ve
vhodné bazi jednu z matic (17.14) nebo (17.15).

Pro a = 0 a ¢ # 0 staci zopakovat predchozi Givahy s tim, ze zaménime a s ¢ a
x1 8 z9. Pokud a = ¢ = 0, pak pro vhodny nasobek @ bude b = 1/2. Polozime-li

TL=Y1+ Y2, To2=Y1— Yo, (17.16)
dostaneme
Q(x) =y — 15

Transformaci (17.16) miZeme opét povazovat za prechod k souradnicim v nové bazi
s matici prechodu
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a) Elipticka formaQ(x) = xZ + x2
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¢) Parabolicka form&(x) = X

d) Nulova formaQ(x)=0

Obr. 17.1: Kvadratické formy na R?

Piimym vypoctem si lze ovéfit, ze plati (17.13) s matici D = Dy z (17.14).

Zahrneme-li do nasich iivah i nulovou kvadratickou formu, dojdeme k zavéru, ze

kazdou kvadratickou formu na R? mtizeme redukovat vhodnou substituci ¢ precho-
dem k jiné bazi na jeden z tvart

ktery lze identifikovat z hodnot, jichZ miize nabyvat forma ) na mnoZiné R*\{o}.

Kazdy z téchto tvari ma charakteristicky nazev, ktery je uveden na obr. 17.1 spolu
se znazornénim grafu z = Q(x).
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17.6. Pozitivné definitni kvadratické formy

Mimotadny vyznam v aplikacich maji kvadratické formy, jejichz obor hodnot tvoii
nezaporna c¢isla, takze je lze povazovat za zobecnéni eliptické a parabolické formy
z obr. 17.1.

Definice 17.8. Kvadraticka forma () na vektorovém prostoru ¥ se nazyva pozi-
tivné definitni, jestlize pro libovolné x € ¥, x # o plati Q(x) > 0. Jestlize pro
libovolné x € ¥ plati Q(x) > 0, pak se Q) nazyva pozitivné semidefinitni.

Piiklad 17.9. Kvadratickd forma (17.3) je pozitivné definitni.

Priklad 17.10. Kvadratickd forma ¢ = —@Q), kde @ je definovana rovnosti (17.1), je
pozitivné definitni. Vyplyvé to z Gpravy formy @ na tvar Q(x) = —2(z; — 12,)? —
— 322, odtud ¢(x) = +2(z; — $22) + 523,

Piiklad 17.11. Kvadratickd forma (17.5) také nabyva pouze nezadpornych hodnot,
avsak Q(f) = 0 napriklad pro nenulovou funkei f(z) = (z — 1)(z — 2). Kvadraticka
forma (17.5) je proto pouze pozitivné semidefinitni.

Je-1i ¥ vektorovy prostor konec¢né dimenze s bazi & a je-li ) je pozitivné definitni
kvadratickd forma, pak pro libovolné x # o plati [x], # 0 a

Qx) = ] [l [x] > 0. (17.17)

Nerovnost (17.17), kterou splije matice pozitivné definitni kvadratické formy, ma
smysl pro kazdou symetrickou matici A, kterou budeme nazyvat pozitivné definitni,
jestlize pro kazdy sloupcovy vektor x # o plati x'Ax > 0, a pozitivné semidefinitni,
jestlize x"Ax > 0 pro libovolny sloupcovy vektor x. Kvadratickd forma je tedy
pozitivné definitni (semidefinitni), pravé kdyz je jeji matice v libovolné bazi pozitivné
definitni (semidefinitni).

Kazdéa pozitivné definitni matice ma kladnou diagonélu. Skutecné, je-li A = [a;;]
pozitivné definitni matice, pak pro libovolny sloupec s = s! jednotkové matice plati

0< STAS = ;.

Je-li D diagonalni matice s diagonalnimi prvky di,...,d, a x = [z1,...,2,] ,
pak
x'Dx = dy2] + -+ + d,7l.

Matice D je tedy pozitivné definitni, pravé kdyz d, > 0,...,d, > 0. Jelikoz pozi-
tivni definitnost je vlastnost kvadratické formy, ktera se prenasi na matice kvadra-
tické formy, plyne odtud, ze symetrickd matice kongruentni s diagondlni matici je
pozitivné definitni, prave kdyzZ tato diagondlni matice ma kladné diagondlni proky.
Obdobné tvrzeni plati i pro pozitivné semidefinitni matice.
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Pojmy k zapamatovani

— matice kvadratické formy,
— metoda doplnovani na ctverec,

— pozitivné definitni kvadratické formy.
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Kapitola 18

Kongruence symetrickych a
diagonalnich matic

Pruvodce studiem

V Cldnku 16.6 jsme si zavedli pro symetrické matice relaci kongruence a ukazali jsme
si, Ze jakékoliv kongruentni matice miZeme povaZovat za souradnice téZe kvadratické
formy v riiznych bazich. Pro kvadratické formy na prostoru dimenze dvé jsme si dokonce
dokazali, Ze mezi symetrickymi maticemi dané kvadratické formy v riznych bazich je
vzdy diagonalni matice, pricemz pocet jejich kladnych Ci zapornych prvki nezavisi na
volbé baze. V této kapitole si tyto vysledky zobecnime a ukaZeme si efektivni vypocetni
postupy pro nalezeni diagondlni matice, ktera je kongruentni s danou symetrickou matici.

Cile
V této kapitole se naucite:

e pomoci kongruenci redukovat pozitivné definitni matici na diagonalni
tvar,
e vyuzit kongruence i pro symetrické matice,

e klasifikovat kvadratické formy pomoci kongruenci.

18.1. Diagonalni redukce pozitivhé definitni ma-
tice

Pro dalsi studium kongruenci pouzijeme elementarni fadkové operace a jejich mati-
covy zapis. Novinkou vsak bude to, ze ke kazdé elementarni operaci budeme nésledné
uvazovat jeji sloupcovou variantu a misto o elementarnich operacich budeme mlu-
vit o elementarnich kongruencich. Je-li tedy T matice nékteré elementarni operace
s fadky ¢tvercové matice A (viz ¢lanek 8.1), pak matici upravenou piislusnou ele-
mentarni kongruenci 1ze zapsat ve tvaru TAT'. Spojime-li toto pozorovani s postupy,
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které jsme pouzivali pri studiu LU rozkladl, snadno dokdzeme nasledujici tvrzeni,
které 1ze pouzit k ovéreni pozitivni definitnosti matice nebo k feSeni soustav s pozi-
tivné definitni matici.

Veéta 18.1. Necht A je pozitivné definitni matice. Pak existuje requldrni dolni
trojuhelnikova matice L a diagondlni matice D s kladnou diagondlou tak, Ze

LAL' =D. (18.1)

Dikaz. Necht A = [a;;] je dand pozitivné definitni matice fadu n. V ¢lanku 17.6
jsme si ukazali, ze kazda pozitivné definitni matice ma kladné diagonalni prvky,
takze aq; > 0.

S pomoci maticového zapisu elementarnich operaci najdeme, stejné jako v ditkazu
véty 9.2, dolni trojuhelnikovou matici Ly, pro kterou plati

ayr a2 ... Qip
0 aby ... aj,

LA=| 2 (18.2)
0 a}LQ a}m

Jelikoz A je symetrickd, plyne odtud, Ze matice (L A = AL," m4 stejny prvni
sloupec jako A, takze

L AL, = [o (18.3)

I—I

Matice A, je vSak nejen symetricka, Jak je patrné z (18 3), nybrz i pozitivné definitni,
nebot pro kazdy vektor
§
X =
y

0<x LAL1 x—yA1y

kde y # o, plati

Opakovanim tohoto postupu najdeme dolni trojihelnikové matice Lo, ... L, _;
tak, ze pro
L=L, - -L;

plati (18.1). Jelikoz L je soucin regularnich dolnich trojihelnikovych matic, je L,
podle ¢lanku 9.2, také dolni trojihelnikova matice. ]

Diikaz je zalozen na mirné modifikaci postupu uvedeného v ¢lanku 9.4 a dava
nam soucasné navod, jak L a D nalézt.
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Priklad 18.2. Najdéte diagonadlni matici D, ktera je kongruentni s pozitivné defi-

nitni matici |:|

A—[ ! _3 —(H . (18.4)

_[_0 -1 zJ

Reseni. Matici A upravime spolu s jednotkovou matici na horni trojahelnikovou
matici. Dostaneme:

2 —1 010” [2—1 0100}
Al = | -1 2 =1]0 1 0| ra+31y —» [0 3 —-1|1 10
0 -1 2001J {0—1 2001Jr3+§r2
(2 -1 0|1 00
= 10 2 1|3 1 0
[0 0 5f5 51
Snadno si ovérime, ze pro
[100} Poow
L=1; 10, D=0 2 0 (18.5)
e oo
plati
[100}[2—1 O"[léé"
LAL'=1{ 1 0{ -1 2 -1/10 1 £ =D
Fadl o 2]loo ]

18.2. LDL' rozklad a feSeni soustav s pozitivné
definitni matici

Rozklad (18.1) je zdkladem efektivnich algoritmi pro feSeni soustav s pozitivné
definitnimi maticemi, nebot je ekvivalentni rozkladim

A'=L'D'L nebo A=LDL, L=L" (18.6)
Piiklad 18.3. Vyuzijte feSeni piikladu 18.2 k feseni soustavy:
2.1'1 — T2 =1

—-T + 2.1'2 — I3
—Ty + 2I3 = 1

(18.7)

'_>
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Reseni. Matice soustavy A je déna rovnosti (18.4), takze pro L a D definované

rovnosti (18.5) plati LAL" = D a A = L™'DL™". Oznacime-li si b pravou stranu
soustavy (18.7), mizeme si vyjadrit jeji feSeni ve tvaru

1 1 2 5 00 1 00 1 1
x=A"b=L" (D7(Lb))=| 0 1 % 0 20 5 10 0]=1]1
00 1 00 3 5 31 1 1
Soustava (18.7) ma tedy feSeni x = 11,2 = 1o, 2 = 13. A

18.3. Kongruence symetrické a diagonalni matice

Doplnénim dikazu véty 18.1 miizeme dokazat, ze kazda symetrickd matice je kon-
gruentni s diagonalni matici.

Véta 18.4. Necht A = [a;j] je symetrickd matice. Pak existuje requldrni matice
T a diagondlni matice D tak, Ze

TAT' = D. (18.8)

Dikaz. Necht A = [a;;] je symetrickd matice Fadu n. Jestlize a;; = 0 a néktery
mimodiagonalni prvek a;; = ay; je nenulovy, pak prictenim nebo odec¢tenim ¢-tého
radku k prvnimu radku a naslednym provedenim obdobné operace se sloupci miizeme
dostat do levého horniho rohu nenulovy prvek. Miizeme se o tom presvédcit ipravou

1 1 1 1 1
1 0 ayg r; + ar; N 1 o a1+ g N 1 204(11'1 + 042(1“' ai; + aay
) ) ) ,
t air Qg t a1 Qi i a1 + aay Qi
S1 + as;

kde jsme pro prehlednost vynechali fadky a sloupce matice A, které neovlivni prvek
v levém hornim rohu upravené matice, a dosazenim o = 1 nebo a = —1. Maticovy
zapis takové tpravy ma tvar

A = [a;j] = G1AG],

kde @;; # 0 a Gy je matice tvaru (8.3), kterd pii nasobeni zleva realizuje pFi¢teni
prvniho fadku k ¢-tému tddku nebo odecteni prvniho rfadku od i-tého radku, tedy
G = G;i(1) nebo G; = G;1(—1). Pokud ay; # 0, pak polozime G; =1 a

A = A =GAG].

Jelikoz a1, # 0, pak najdeme, stejné jako v ¢lanku 18.1, dolni trojihelnikovou
matici L tak, ze

XrT_ | Gi1 O
=[]
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Pro
T1 = L1G1

tedy plati
a1y o
T,AT| = .
! 1 |: (6] A1 :|
Cely postup muzeme opakovat, nejprve s matici A, k postupné eliminaci mimodi-
agonalnich prvki, az po n — 1 krocich dostaneme pro

T=T, ,---T,

rovnost (18.8). O

Diikaz véty ukazuje, jak lze najit diagonalni matici, ktera je kongruentni s danou
symetrickou matici.

Piiklad 18.5. Najdéte regularni matici T a diagonalni matici D tak, aby pro matici
010
A=|1 01
010

platilo
TAT' = D.

Reseni. Matici A nejprve upravime na diagondlni tvar pomoci elementarnich kon-
gruenci. Dostaneme postupné:

[0 1 0] 11419 111 2 1 1

1 01 =110 1= |10 1] -t~

(010 010 1 1 0] r3—3m

S1—|—SQ
2 1 1 2 0 0 2 0 0 2 0
=10 —2 sl=10 -3 32 — |0 —3 ;]»—> 0 —3
0 3 -3 0 4 —3 | 13+ 0 0 0 0 0
So+S3

1 1
S2—581 S3—581

Matici T najdeme tak, ze fadkové operace, které jsme pouzili k Gpravé A, postupné
provedeme na jednotkové matici. Dostaneme tak

1 00 I 1 10 1 10
010 =10 1 0| ro—3r1 = | =5 £ 0 —>
0 01 _0 0 1 rg—%rl —% —% 1 r3—+Try
[ 1 1 0
1 1 _
1 01

o
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Snadno si ovérime, ze plati

TAT' =

o oW
|
owvi= o
o oo
Il

A

Disledek 18.6. Necht @ je libovolna kvadraticka forma na vektorovém prostoru
kone¢né dimenze. Pak existuje baze .%# prostoru ¥ tak, Ze [Q], je diagondlni.

Diikaz. Necht & je libovolnd baze prostoru 7. Jelikoz [(Q)], je symetrickd matice,
existuje podle véty 18.4 reguldrni matice S tak, ze S [Q)] , S'=D, kde D je diagonalni
matice. To viak je pro S =S ' ekvivalentni vztahu S QlyS =D. Je-li F baze ¥
definovand matici pfechodu S, pak podle (16.13) plati [Q] , = S’ Ql,S =D. O

18.4. Zakon setrvacnosti kvadratickych forem
Nasledujici véta nam tika, ze kongruence zachovava i pocet kladnych, zapornych a

nulovych prvkii na diagonale. Poznamenejme, Ze toto tvrzeni jsme si uz ukazali pro
pozitivné definitni matice a symetrické matice radu dvé.

Véta 18.7. Necht D a E jsou diagonalni matice rvidu n s diagondlami d., ..., d,
aey,...,en. Necht T je requldrni a D = T'ET. Pak pocet kladnych, zdipornijch i
nulovych prvki na diagondlach obou matic je shodny.

Diikaz. Jelikoz nasobeni regularni matici zachovava hodnost matice, mtizeme pied-
pokladat, ze obé matice maji stejny pocet h nenulovych prvki. Budeme také pied-
pokladat, ze diagondly jsou usporadany tak, ze

di >0,...,dp >0, dpy1 <0,...,d, <0,
er >0,...,¢>0, e <0,...,e, <0

V opa¢ném pripadeé je preusporadame pomoci elementarnich kongruenci odvozenych
z vymeény tadkid. Dale budeme predpokladat, ze T je regularni matice takova, ze

D=T'ET. (18.9)
Kdyby p < ¢, pak by existovalo feseni x soustavy rovnic
1 =0,...,7,, rqrj':rlx:O,...,rEx:O7

které ma nékterou z prvnich A slozek nenulovou, nebot podle predpokladu je rovnic
méné nez h. Musi to byt ziejmé nékterd ze slozek z,,1,...,z) takze plati

x'Dx <0, x'T'ETx >0,

coz je spor s (18.9). O



144 Kongruence symetrickych a diagonalnich matic

5 Pojmy k zapamatovani

— elementarni kongruence,
— kongruence symetrické a diagonalni matice,

— zakon setrvacnosti kvadratickych forem.
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Kapitola 19

Skalarni soucin a ortogonalita

A7 doposud jsme se v souvislosti s vektorovymi prostory nezabyvali velikosti vektori
ani thly mezi vektory. Napravime to v této kapitole, kde si zavedeme kosinus tithlu
i délku vektord pomoci bilinearni formy a naznac¢ime moznosti jejich vyuziti.

A

X2

Vo

Uz

0 Vi up X

Obr. 19.1: Uhel vektori

19.1. Definice skalarniho souc¢inu

Jak rozsitit pojem thlu (& spiSe kosinu thlu) vektort a délky vektoru na obecny
vektorovy prostor nam napovi 19.1. Pro kosinus thlu a vektort u a v plati

cos o = cos(g — (1) = COS (g COS (g + Sin (v 8in vy =
u v

. 1 U1 4 U 2
_ . . :
Vi +us ol el Jui+ad (ol + s
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zatimco pro délky [|ull,||v|| vektort u a v plati

[ul| = \/ui +ui a [lv] =/vi+03.

Prohlédneme-li si oba vzorce, mizeme si vS§imnout, Ze obé veli¢iny, které chceme
zobecnit, tedy délka vektoru i kosinus tthlu vektori, mizeme vyjadrit pomoci jediné
symetrické pozitivné definitni bilinearni formy

(u,v) = uyvy + ugve, (19.1)

které budeme déle tikat euklidovsky skaldarni soucin. S jeho pomoci miizeme vyjadrit
jak kosinus thlu a vektorit u, v v R? tak délku ||u|| pomoci vzorct

(u,v)
\/(u./u)\/(v./v)’

Vzorce (19.2) maji po zadéani bilinedrni formy smysl pro vektory libovolného vekto-
rového prostoru. To vede k nasledujici definici.

cos = |lul| = v/(u,u). (19.2)

Definice 19.1. Skaldrni soucin na redlném vektorovém prostoru ¥ je bilinedrni
symetrickd pozitivné definitni forma na ¥. Ozna¢ime-li si (u,v) skaldrni soudin
vektorid u, v, plati tedy pro jakékoliv vektory u,v,w a a € R:

) =(u,w) + (v, w) (S1)
(au,v) = a(u,v) (S2)
(u,v) = ( u) (S3)
(u,u) > (54)

(u+v,w

pro u#o

Ptiklady skaldrnich soucinti na riznych vektorovych prostorech jsou v c¢lanku
17.6.

19.2. Norma vektoru

Pokud pouzijeme vzorec (19.2) pro zavedeni délky vektoru pomoci skaldrniho sou-
¢inu, bude podle axiomu (S4) ziejmé, 7Ze délka vyjde kladna pro nenulovy vektor,
avsak nebude hned jasné, zda je takova definice v souladu s dalsimi vlastnostmi,
které obvykle pripisujeme délce vektoru. Ukazuje se, ze pro aplikace jsou hlavni
vlastnosti, které si zformulujeme v nasledujici definici normy vektoru, kterou mii-
7eme povazovat za rozsifeni délky vektoru z R? na obecny vektorovy prostor. Normu
miizeme povazovat také za zobecnéni absolutni hodnoty realného nebo komplexniho
¢isla.
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Definice 19.2. Necht 7 je vektorovy prostor. Zobrazeni, které kazdému vektoru
v € ¥ piifazuje nezdporné realné islo ||v||, se nazyva norma, jestlize pro kazdé
u,v € ¥ a libovolny skalar « plati:

[[u+ v < [fuf| +[v]] (N1)
lou]] = |af [[ul (N2)
|lul| =0, pravé kdyz u=o (N3)

Priklad 19.3. Predpis

|ul|sc = max{|u], |uz|}

definuje normu na R? MnoZina vektori s normou men$i nebo rovnou 1 je na obr 19.2.

X2

Obr. 19.2: Mnozina vektort ||v][, <1

19.3. Norma indukovana skalarnim soucinem

V tomto ¢lanku si ukdzeme, ze predpis (19.2) definuje normu ve smyslu odstavce
19.2. Pouzijeme pti tom nésledujici nerovnost.
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Véta 19.4. (Schwarzova nerovnost). Necht ¥ je redlny vektorovy prostor se ska-
larnim soucinem. Pak pro kazdé dva vektory u,v € ¥ plati

(u,v)* < (u,u)(v,v). (19.3)

Rovnost nastane, prave kdyz jsou u, v zdavisle.

Diikaz. Tvrzeni je ziejmé, je-li néktery z vektori nulovy. Predpokladejme proto, ze
v # 0, a vSimnéme si, ze pro kazdé dva vektory u, v plati

0< (u+av,u+av) = (u,u) +2a(u,v) +a?(v,v).

Zvolime-1i si

oo v
(v, v)
dostaneme po upraveé
2
0< (uw) - WY
(v, v)

odkud po vynasobeni obou stran nerovnosti (v, v) a jednoduché tipravé dostaneme
(19.3). Rovnost nastane, jen kdyz (u+av,u+av)=0,tj. 1-u+av=o. O

Z (19.3) plyne, Ze ani ve vektorovém prostoru neprevysi absolutni hodnota kosinu
uhlu hodnotu 1.

Dusledek 19.5. Necht ¥ je vektorovy prostor se skaldarnim sou¢inem a necht je
pro kazdy vektor v € ¥ definovano ||v|]| = y/(v,v). Pak pro kazdé dva vektory
u,v € ¥ plati

Ju+ || < luf| +[}v]] (19.4)

a zobrazeni v — ||v/|| je norma na 7.

Diikaz. S pouzitim axiomu skalarniho soucinu s Schwarzovy nerovnosti dostaneme

lu+v[” = (u+v,utv)=(uu)+2(uv) + (v,v) <
2 2 2
< Jafl” + 2{[ufl{[v][ + [Iv[" = (hall + [Iv]}),

takze plati (19.4). Platnost zbyvajicich dvou axiomt normy je bezprostiednim di-
sledkem axiomii skalarniho soucinu. O

Norma definovana predpisem ||v| = /(v, V) se nazyva eukleidovskd norma.
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19.4. Ortogonalni mnoziny vektort

Definice ortogonality vektori je motivovana znamou skutecnosti, ze dva polohové
vektory v roviné ¢i prostoru jsou ortogonalni, pravé kdyz je kosinus jejich thlu roven
nule.

Definice 19.6. Necht ¥ je vektorovy prostor se skalarnim souc¢inem. MnozZina
vektortt & = {ey,...,e;} je ortogondlni, pravé kdyz (e;, e;) = 0 pro i # j. Jestlize
navic (e;,e;) = 1 pro v8echna i = 1,..., k, pak je & ortonormdlni. MnoZina vSech
vektori x € ¥, které jsou ortogonalni k dané mnoziné vektorii %/, se nazyva
ortogondini doplnek % (vzhledem k mnoziné ¥) a znadf se % *.

Je-li & = {ey,..., e} ortogondlni mnozina nenulovych vektor, pak je & nezé-
visla, nebot po skaldrnim vynasobeni rovnosti

ri€e+...+xre, =0
vektorem e; € & dostaneme
(e, m1€1 + ...+ zxe;) = (€;,0),
odkud pomoci axiomil skalarniho soucinu ziskame

zi(e;, e;) =0,

tedy z; = 0.
Obdobnym zptsobem miizeme vypocitat souradnice libovolného vektoru x da-
ného vektorového prostoru ¥ v ortogonélni bézi & = (ey,...,e,), nebot z rovnosti

X=z1€1 +...+xr€
dostaneme po skaldrnim vynasobeni obou stran vektorem e; € & a upravé, ze

(ei7 X)
(i e;)

(19.5)

€T; —

Nemusime tedy fesit zadnou soustavu rovnic.
Neméné snadné je vypocitat eukleidovskou normu x ze soufadnic [x],, nebot

(x,X) = (1€, + ... + 2p€n, 210 + ...+ 10,) = 2% + ...+ 2%, (19.6)

Ortogonalni soustavy vektortt maji rozsahlé uplatnéni naptiklad pti analyze sig-
nall, pri ekonomickém uchovavani rozsahlych dat i v matematice. Nasledujici véta
popisuje doplnék oboru hodnot matice.

Véta 19.7. Necht A je libovolnd matice. Pak A (A") je ortogondlni doplnek
H(A).
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Diikaz. Necht x € #(A) ay € A (A"). Pak A'y = o a x lze vyjadfit ve tvaru
x = Az. Plati tedy
x'y=(Az)'y=2"Aly =0,

takze mnoziny 4 (A") a s (A) jsou ortogondlni. Pro matici A typu (m,n) odtud
snadno plyne h(A) + d(AT) < m, takZe podle (14.2) plati h(A) < h(A"). Posledni
nerovnost vsak plati i kdyz nahradime matici A matici k ni transponovanou, takze
h(A) = h(A") a h(A) + d(AT) = h(AT) + d(AT) = m, takze 4 (A") je ortogonalni
doplnék 77(A). O

Piiklad 19.8. Necht e;(x) = z a ea(x) = 1 —x jsou dvé linearni funkce vektorového
prostoru P, vSech linedrnich funkci se skalarnim souc¢inem definovanym rovnosti

(p,q) = p(0)q(0) + p(1)q(1). (19.7)

Snadno se ovéfi, ze predpis (19.7) skuteéné definuje skalarni soucin na P, a 7e & =
= (e1, e2) tvoii ortonormélni bézi P, nebot

(e1,69) =0(1—0)+1(1—1)=0, (e,e1) =1, (eg,e9)=1.
Pak libovolnou linearni funkei e(z) = a + bz mizeme vyjadfit ve tvaru
e = ey + Qxes,
kde

ar = (e,;er) = e(0)-e1(0)+e(l)-ei(1) = e(l) = a+b
az = (e,eq) = e(0)-ex(0) +e(l)-ex(l) = e(0) = a.

Snadno si ovérime, ze skutecné plati
a+br=(a+bz+a(l—u2x).

Priklad 19.9. Necht 7 je vektorovy prostor vSech po ¢astech konstantnich funkci
na intervalu (0, 8], které maji skoky v celych ¢islech, v nichz jsou spojité zleva. Na

’

tomto prostoru definujeme skaldrni soucin predpisem

o= [ " F(@)g(e) dr = F(D)g() + F2)g(2) + ... + F(8)g(8).

Snadno se ukéze, ze vektory Haarovy baze ¢ = (hq,..., hs), viz 19.3, jsou orto-
gonalni. Vektory jsou usporadany podle délky intervalu, na kterém jsou nenulové.
Takto zvolend baze nam umoznuje analyzovat frekvenci zmén funkce. Napiiklad

podle (19.5) je ) - )
Hf]jf]g - (hS; hg) - 2 )

odkud Ize usoudit, ze velké posledni soutadnice charakterizuji ¢castou zménu funkce.
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hy h,
I I
| | | | | | | | | | | | | |
T T T T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8x 0 1 2 3 4 5 6 7 8x
1+ 1+
h3 h4
I 1T
I I —t+—+— —+— I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8x 0 1 2 3 4 5 6 7 8x
1+ 1+
h5 hS
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Il | | | | | | | | | Il | | | | |
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0 1 2 3 4 5 6 7 8x 0 1 2 3 4 5 6 7 8x
=+ — 1+ —
h7 hg
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| | | | Il | | | | | | | | | Il |
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1+ — 1+ —

Obr. 19.3: Haarova béze

19.5. Schmidtiv ortogonaliza¢ni proces

Kde vzit ortogonalni bazi? V tomto ¢lanku si ukdzeme, ze z kazdé baze ¥ =
= (fi,...,f,) prostoru ¥ lze sestavit ortogonalni bazi & = (ey,...,e,), kterd ma tu
vlastnost, ze kazdy vektor e; je linearni kombinaci vektora fi, ..., f;.

Na zacatku si vSimneme, Ze f; # o, a polozime

e, = fl-
Predpokladejme, ze mame ortogonélni vektory ey, . .. , e, takové, Ze pro kazdé i € {1,. ..
je vektor e; linearni kombinaci vektort £, . .., f;. Najdeme koeficienty a, ..., ay tak,
aby
err1 = frp1 —aer — ... — ey

byl ortogonélni k ey, ..., e Jelikoz pro i € {1,...,k} by mélo platit
0= (ert1,€;) = (for1 — s — ... — axer, ) = (fir. &) — ailes|]?,

staci polozit a; = (fx11,€;)/]|e;||>. Vektor ey je ziejmé nenulovy, nebot jej miizeme
vyjadrit jako linedrni kombinaci vektori fi, ..., f;11 s koeficientem 1 u f;,,. Pravée
popsany algoritmus se nazyva Schmuidtiv ortogonalizacni proces. Normalizaci vek-
tort baze & = (eq,...,e,) dostaneme ortonormdlni bazi 4 = (g,,...,8,) s vektory

€ €n

= ey 8, = .
lea]]” " el

g1

kY
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Priklad 19.10. Necht

2 -1 0
A=|-1 2 -1
0o -1 2

Najdéte ortogonalni bazi R® vzhledem ke skaldrnimu soucinu

(X,¥)5 = XTAy.

Reseni. Bazi sestavime Schmidtovym ortonormaliza¢nim procesem ze standardni
; I I I
baze . = (S 1,872,8 3).

e Polozime e, = s} — ae; a uréime « aby platilo
_ T A T _
0= (e, e), =€ As; — e, Ae; = —1 — 2a,

odkud o« = —= a

1
2

€y =

O =Nl

e Polozime e3 = s} — aje; — azey a uréime «y, i aby platilo

0 = (e17e3)A = e—{ASiI; — ale—{Ael = —Qal./
0 = (es,e3), = ebAsi—mwelAe, = —1-32a,.

w N
=2

Resenim této soustavy dostaneme a; = 0, a9 = —

¥
|

1
— 0o oW | —

o

19.6. Ortogonalni matice

Ctvercova matice U, ktera spliuje U'U = I, se nazyva ortogondlni matice. Orto-
gonalni matice ma tedy ortonormalni sloupce a spliiuje U™!' = UT. Nésledujici véta
nam 1ika, Ze nasobeni ortogonalni matici zachovava délky i uhly vektorii.
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Véta 19.11. Necht U je ctvercovda matice Tadu n. Pak jsou ndsledujici tvrzeni
ekvivalentni:

Pro vsechny sloupcové vektory x radu n plati

Pro vsechmy sloupcove vektory x,y radu n plati

U'U=1 (i)

(Ux)T(Ux) = x'x. (ii)

(Ux)'(Uy) =x'y. (iii)

Dikaz. Z i plyne ii. Z U'U =1 plyne

(Ux)"(Ux) =x'U'Ux =x'x.

Z i plyne iii. Ovéri se pouzitim (?7?) a predpokladu.
Z it plyne i. Z predpokladu dostaneme pro sloupce s;, s; jednotkové matice
[U'U]  =s/U'Us; = (Us;) Us; =s]s; =s;Is; = [I]

ij i

O

Ortogonalni matice se uplatni v numerickych metodach, nebot jejich inverzni

matice lze ziskat transponovanim a jejich nasobenim se nezesiluji zaokrouhlovaci
chyby.

Priklady k procviceni

1.

Uréete pomoci Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu ortonormalni bazi (e1, es, e3) li-
nedrniho obalu vektora vi; = [1,1,1,1], vo = [0,1,1,1], v3 = [1,0,1,1] a najdéte
soufadnice vektorii vy, vy, v3 v bazi (e1,e9,e3).

. Ovérte, Ze matice

cos(a)  sin(a)

Ule) = —sin(a) cos(«)

je ortogonalni. Popiste geometricky ucinek nasobeni matici U(«).

. Vyuzijte baze (ey, ez, e3) z prikladu 19.10 k FeSeni soustavy

2:E1 — 9 =1
—T + 2$2 — r3 = 1
— To9 + 2333 =1

Reseni hledejte ve tvaru linearni kombinace vektorti e, e, 3.
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Kapitola 20

Induktivni definice determinantu

Pruvodce studiem

Snaha o nalezeni vzorce pro reseni soustav linedrnich rovnic vedla k zavedeni funkce jejich
koeficientu, kterd se nazyva determinant. Determinant ma mnoho vlastnosti, které se
uplatni v teorii a pfi ¢iselném reseni nékterych problémd formulovanych pomoci malych
matic. Pomoci determinantd Ize napriklad zformulovat kritéria pro testovani pozitivni
definitnosti nebo regularnosti matic. S pouZitim determinantd se budeme seznamovat
postupné. Mnoho problémdu, jejichZ reseni Ize explicitné popsat pomoci determinanti,
vsak Ize resit efektivnéji bez jejich pouZiti.

Cile

Naudite se:

e vypocitat determinant ¢tvercové matice podle definice.

20.1. Explicitni Ffeseni malych soustav

Abychom ziskali predstavu o struktufe vzorcu pro feseni soustavy n linearnich rovnic
o n neznamych, odvodime si tyto vzorce pron =1,2, 3.
Pro n = 1 dostaneme pro a;; # 0 elementarné

b
111 = bl, Ty — a—l . (201)
11

Pro n = 2 budeme fesit soustavu

a1171 + ajore = by (20.2)
a91T1 + 9oLy = bg . '
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Upravami, které nepouzivaji déleni, dostaneme

aj; app | b a1 12 by (20 3)
@y Qoo | by Qo271 — Q1272 (11Q99 — Q120921 0 | biasy — aiaby
aj; a2 | b a1 12 by (20 4)
@y Qoo | by 1172 — G217 0  anaxw — apnasy | beay — az by

odkud pro ajjass — ajaa9; # 0 dostaneme

b — a9b by — b
vy = 1A922 — Q1202 = 1102 191 ' (20'5)

a11Q99 — Q12091 (11Q99 — (120921

Obdobné, avsak pracnéji, bychom mohli odvodit feSeni soustavy

anri + apry + a;zry = b
ao1x1 + G99y -+ 933 — bg (206)
a31ry -+ az2x9 -+ as3r3 = b3.

Dostali bychom naptiklad vzorec

(Cl22a33 - Cl23a32)51 + (a13a32 - a12a33)b2 + (a12a23 - a13a22)53

a11(a22a33 - Cl23a32) + Cl12(a23a31 - a21a33) + a13(a21a32 - a31a22)7

ktery méa také smysl pouze pro nenulovy jmenovatel.

Nyni si vSimnéme, 7e ve vSech tiech piripadech lze citatele i jmenovatele vyjadrit
pomoci jedné funkce matice. Nejjednodussi je to pro n = 1, kdy staci oznacit si
formalné

det [a] = |a| = a, (20.8)

takze FeSeni (20.1) lze zapsat ve tvaru

b

vy = . (20.9)
an|
Pro n = 2 si ozna¢me
a b a b
det [c d] = . 4 ‘ = ad — be = ald| — bc|. (20.10)
Regeni soustavy (20.5) lze zapsat za pomoci tohoto oznaceni ve tvaru
bl a12 a1 bl
T = d, x9= d, 20.11
! ‘ by ag / ? az bo / ( )
kde
air a2
d = a11a99 — A12a9] = =a —a 20.12
11022 12021 Uy (o 11 - 2] ‘ ( )
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Konecné pro n = 3 si zavedme oznaceni

a1; A1z 13 a1; A1z 13
det |ag1 ago ag| =| ax a ay | =
31 dz2 (33 31 dz2 (33

:a11(a22a33 - a23a32) - a12(a21a33 - a23a31) + a13(a21a32 - a22a31) =

(20.13)
=an Q2o Q23 | — Q12| Q21 Q23 |+ Q13| Qo1 G292 =
32 433 a31 33 a3z1  Aa3z2
i Q22  (A23 Q21 (23 Q21 Q22
=ai — G129 + a3
32 433 31 Ass3 31 Aa3z2
Reseni x; lze pak zapsat ve tvaru
by an as 11 Q12 Aa13
xr = bg 929 (93 /d/ d—= 91 A9 93 | . (2014)
by asy ass 31 a3z (33

Vzorce (20.8), (20.10) a (20.13) nadm tedy definuji funkce matic, s jejichz pomoci
miizeme napsat vzorce pro FeSeni soustav (20.1), (20.2) a (20.6). Tyto vzorce nam
dévaji i urcité voditko k obecné definici determinantu, ktery zde chapeme jako funkci
matice, s jejiz pomoci miizeme zapsat vzorec pro reseni soustavy linearnich rovnic.

20.2. Induktivni definice determinantu

Pro kazdou ¢tvercovou matici A = [a;;], necht M% znadi matici, kterd vznikne vy-
skrtnutim jejiho i-tého fadku a j-tého sloupce. Matice M% se nazyva minor matice
A piislusny k dvojici indext (4, 7). Napiiklad

1 2
A=1|45
7 8

O Oy W

46
’Mﬁ:‘; 82[79}

Definice 20.1. Necht A = [a;;] je ¢tvercova matice fadu n s redlnymi nebo kom-
plexnimi prvky. Determinant matice A je Cislo, které znacime det A nebo ‘A‘ a
vypocteme jej podle nasledujicich pravidel:

e (D1) Je-li n =1, pak det A = det [an] = ay.

e (D2) Predpokladejme, 7ze n > 1 a ze umime ur¢it determinant libovolné
ctvercové matice radu n — 1. Pak

det A = au‘Mﬁ‘ — alg‘Mﬁ‘ + CL13‘M‘?3‘ — ot (—1)"+1a1n‘1\/[ﬁl (2015)
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Determinant matice je tedy funkce prvkid matice, ktera je definovama explicitné
pron =1 a pron > 1 je definovana pomoci pravidla, které definuje determinant
matice fadu n pomoci determinanti fadu n — 1. Vypocet determinantu matice n-
tého tadu se tedy pomoci pravidla (D2) redukuje napied na vypocty determinantt
matice fadu n — 1, pak se vypocet determinantu kazdé matice fadu n — 1 redukuje
pomoci téhoz pravidla na vypocty determinanti matic fadu n — 2, az se problém
redukuje na vypocty determinanti matic prvniho fadu, které se urci podle pravidla
(D1). Napfiiklad

1 2 3
-1 2 2 1 -1
1 -1 2 :1‘ ‘—2 +3‘ = —8.
1 9 2 1 -1 1 -1 2
Pro obecnou dolni trojaihelnikovou matici L = [lij] (lij =0, je-lii < j) si

mizeme odvodit, ze determinant L je roven soucinu diagonalnich prvk matice L,
nebot

ly 0 ... 0 log 0 ... 0
log loy ... O lsg lss ... 0
L =0y T e =y (20.16)
lnl ln? R lnn Zn? lnS R lnn

Odtud specialné plyne
detT=1. (20.17)

Pro mirné zptehlednéni zapisu vzorce (20.15) si definujme algebraicky doplnék
matice A prislusny k dvojici indexi (7, j) pfedpisem
A= (1) |M5 .
Vzorec (20.15) 1ze pak piepsat ve tvaru

det A = aHAH + 4 alnAln- (2018)

20.3. Vypocetni naroc¢nost

Determinant matice n-tého ¥adu pocitany podle pravidla (D2) vyzaduje vy¢isleni
souctu n soucint ¢isel a determinant matic ¥fadu n — 1. Pouzijeme-li pravidlo (D2)
na determinanty fadu n — 1, dostaneme, ze vycisleni determinantu matice n-tého
radu vyzaduje vyéisleni souc¢tu n(n — 1) soucini dvou ¢isel a determinantii fadu n —
— 2. Opakovanim tohoto postupu zjistime, ze vycisleni determinantu matice n-tého
radu vyzaduje n! s¢itanct tvorenych souciny n ¢isel, tj. celkem (n — 1)n! soudint.
To je ¢islo tak obrovské, ze vycisleni determinanti fadu 30 podle induktivni definice
by na pocitaci s bilionem (10'?) operaci za vtefinu trvalo biliony let! Nastésti se
sotva vyskytne potfeba pocitat determinanty tak velkych matic (na rozdil od te-
Seni soustav). Navic existuji efektivnéjsi postupy vypoctu determinantii, s nimiz se
postupné seznamine.
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Kapitola 21

Determinant a antisymetricke
formy

Pruvodce studiem

V této kapitole se sezndmime s vlastnostmi determinantu, které nam umozni pochopit
souvislosti s nékterymi znamymi pojmy, zejména s linearnimi funkciondly a bilinearnimi
formami. Budou nds pritom zajimat zejména ty vlastnosti determinantu, které se objevi,
kdyZ se na determinant budeme divat jako na funkci celych radki matice. Abychom se
vyhnuli neprehlednym zapisim manipulaci s radky matice A, budeme oznacovat hvéz-
dickou * submatice A, které se manipulaci nezicastni.

21.1. Linearita v prvnim radku

Véta 21.1. Necht A = [a;j] a B = [b;;] jsou ¢tvercové matice, které se lisi nanejuys
v pronim tadku, a o je libovolny skalar. Pak

A A B
ary ry+ry

=adetA a =det A 4 detB . (21.1)

Diikaz. Podle definice determinantu plati

aadyp ... QQip

91 e Aon
= . . . =aa Ay + -+ aa Ay, = adet A

Qpn1 e Ann
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a
ain +bi ... ay +biy
A B
™ +r 921 e a9
1 . 1 = " = (Cln +b11)A11 + -+ (a1n+b1n)A1n =
(n1 Qnn,

= (a11A11 4+ -+ alnAm) + (b11A11 4+ -4 blnAln) = det A + det B.

L
21.2. Antisymetrie v prvnich dvou rfadcich
Véta 21.2. Necht A=[a;j| je ctvercovd matice fadu n > 2. Pak
ri ry
detA=|rd |=—| 1t (21.2)
* *
Dikaz. Pro n = 2 plati
rf = o) 11022 — Q12091 = —(A21012 — A22011) = — r2A
I'? o1 99 rAlA

Diikaz pro obecnéjsi piipad se provede rozepsanim determinantd minord v (20.15)
a vhodnou tpravou. Uplny ditkaz je vSak komplikovany. O]

21.3. Antisymetrie v libovolné dvojici radkt

Véta 21.3. Necht A = [a;;] je ctvercovd matice Fadu n > 2, necht i < j a necht
B = [b;;] je matice, kterd vznikla z matice A vzdajemnou vyménou i-tého a j-tého

radku. Pak

* *
rA | rf ?

det A =| x =] x = —det B. (21.3)
e | A | g
* *
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Diikaz. Diikaz provedeme indukci. Pro n = 2 tvrzeni plati podle véty 21.2. Abychom
tvrzeni dokazali pro n > 2, pFedpokladejme, ze (21.3) plati pro matice fadu 2,. .. ,n-1
aze 1 <1< j<n.Rozepisme si det A podle definice na tvar

det A = au\Mm — alg‘M?ﬂ + et (—1)"+1a1n\1\/[?n .

Budeme rozlisovat dva pripady:

1. Pro 1 < i tvrzeni plati, nebot kazda submatice 1\/[113,c vznikne podle predpokladu
z Mfk vymeénou prislusnych radki, takze pomoci indukéniho predpokladu a a;; =
= bi1,...,a1, = by, dostaneme

det B = by [MD | — bio|MB| + -+ (=1)" by, [ M | =
= Q11 (—|Mﬁ‘) — 192 (—|MA1AQD + -+ (—1)"+1a1n (_‘Mﬁz ) = —det A.

2. Jestlize 1 = 1, pak pomoci dokdzaného tvrzeni a véty 21.2 dostaneme postupné

rf 1 r;A 1 |1 rd |1
ry | 2 it | 2 r;A re | 2
detB =] =x =—| % = % =—| % = —det A.
A Y S
* * * *

21.4. Linearita v libovolném radku

Véta 21.4. Necht A a B jsou ctvercove matice, které maji stejne radky s vyjimkou
k-tého. Pak pro libovolné o plati

* *
k| arp | =adetA a k| rp+r1p | =det A+ detB. (21.4)
* *

Dikaz. Pro k =1 jsme tvrzeni dokazali vétou 21.1.
Pro k£ > 1 dostaneme postupnym pouzitim véty 21.3 a 21.1

rd |1 ard | 1 rd |1 rd |1
* * * *
— [ — = — A
art | k rd |k “ rd |k “ rd |k et
* * * *
a
r 1 rd +1B |1 i |1 rP | 1
* * * *
PA B p T rA A = det A + det B.
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O

Véty 21.3 a 21.4 mizeme shrnout tvrzenim, ze determinant je antisymetrickd
bilinedrni forma libovolnée dvojice Tadkiu matice.

Disledek 21.5. Necht A je libovolna ¢tvercova matice:

i) M&-li A dva stejné fadky, pak det A = 0.

ii) Ma-1i A nulovy fadek, pak det A = 0.

iii) Je-li B ¢tvercova matice, kterd ma stejné fadky jako A s vyjimkou k-tého, a

B_ A A
ry =1, +ar;, k#I

pak det A = det B.
iv) Jsou-li fadky A linearné zavislé, pak det A = 0.

Diikaz. i) Jestlize v matici A vyménime dva stejné fadky, matice se nezméni, avSak
podle véty 21.3 dostaneme

det A = —det A.

Odtud det A = 0.
ii) Necht r* = 0. Pak s pouzitim véty 21.4 dostaneme

k k k
detA=]0| 7 =00 7 =0 0 |=0.
* * *

iii) Podle véty 21.4 a disledku 21.5 plati

* * * * *
i l | | | |
det B = * =| % +| =| % +a| * = det A.
rd +ar? | k rd |k ar® |k & |k A |k
* * * * *

iv) Jsou-li fadky matice A linedrné zavislé, pak podle véty 11.7 existuje index i a
koeficienty ay, ..., ;1 tak, ze

A A A
r,; =oqr; o T

Odtud

A A A _
r —ory —-r— o, =0,
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takze podle (iii) a (ii) plati

% %
det A = I‘? 1 = I';A—qu‘{; ] = .. =
* *
* *
=2~ - — it =|o0 =0
— 7 O{l 1 OzZ,1 i—1 1 = 1 =
* *

21.5. Vypocet hodnoty determinantu

V ¢lancich 21.3 a 21.4 jsme si ukazali, Ze elementarni radkové tpravy ovliviuji velmi
jednoduse hodnotu determinantu. Pri¢teni nasobku nékterého fadku k jinému ji ne-
zméni viibec, vzajemna vyména dvou radki zméni jeji znaménko a vynasobeni radku
skalarem ji vynasobi timto skalarem. Elementarni radkové ipravy matice proto mi-
zeme vyuzit k prevodu matice na specialni tvar vhodny pro vypocet determinantu.
Pro nés je to prozatim dolni trojihelnikova matice, jejiz determinant je podle (20.16)
roven soucinu diagonalnich prvki. Brzy uvidime, zZe stejné se vypocte i determinant
horni trojuhelnikové matice.

Priiklad 21.6.

3 2 1| 1 +r13 6 3 0 6 3 0 r —3r3 -6 0 0
20 2| rn+2r3 =82 0/ =241 0 =2 41 O
31 —1 31 —1 31 —1 31 —1
=2.(=6)-1-(=1)=12
O Priklad 21.7.
011 011 -1 1 -2 00
1 0 1 I's = — 1 10 r'n —rz3 = — 1 10 r'n —Ip = — 1 10
1 1 0] ry 1 01 1 01 1 01
=—(=2)-1-1=2

21.6. Determinant souc¢inu matic

Véta 21.8. Necht A a B jsou ctvercove matice radu n. Pak

det(AB) = det A - det B.
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Diikaz. Predpokladejme nejprve, ze A je diagonalni, tedy

d 0 ... 0
0 do ... O
0 0 ... dy
Pak
dlr?
det(AB) = : =dy---d,detB=det A-detB .
d,rB
Je-1i A libovolné regularni matice, pak existuji matice T, ..., Ty sestavajici z [

elementarnich permutac¢nich matic (8.1) a k—[ matic Gaussovych transformaci (8.3)
které splnuji

3

d 0 ... 0

0 dy ... O
Tk...TlA: . . . . :D

0 0 ... d,

Jelikoz nasobeni matici Gaussovy transformace realizuje pricteni nékterého radku
k jinému a nasobeni permutac¢ni matici realizuje vyménu 1adki, plati

det(AB) = (—=1)! det(Ty--- T;AB) = (—=1)' det(DB) = (=1)'det D - det B =
= (—1)'det(Ty---T1A) -det B = (—1)/(—1)'det A - det B = det A - det B .
Je-1i konec¢né A singularni, pak A ma zavislé radky a existuji matice Ty, ..., Ty

Gaussovych transformaci tak, ze matice T - - - T1A ma nulovy fadek. Pak ma vsak
nulovy fadek i matice Ty ---T1AB a podle disledku (ii) z ¢lanku 21.4 plati

det(AB) = det(T;---T;AB) = 0.

Priklady k procviceni

1. Dokazte, ze pro libovolnou ¢tvercovou matici A fddu n a skalar « plati

det(aA) = " det A.

2. Vypoctéte:

== O
N O =
O NN
== O
NN O =
S W N
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3. Ovéite, ze
T T2 T3
B(x,y)=|vy1 y2 u3
1 2 3
je antisymetricka bilinedrni forma definovana pro reilné aritmetické vektory
x = [71,72, 73] ay = [y1, Y2, Ya]-
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Kapitola 22

Determinant a inverzni matice

Priivodce studiem

Spojenim induktivni definice determinantu s vysledky predchozi kapitoly dostaneme vztahy,

JejichZ maticova interpretace vede ke vzorcim pro inverzni matici a reseni soustav.

Snadno odvodime i nékteré dalsi vlastnosti determinanti. Budeme pritom pouZivat stejné

konvence jako v kapitole 21.

22.1. Rozvoj determinantu podle prvki libovolného

radku

index k plati

det A = aklAm —+ -4 a,mAkm .

Véta 22.1. Jestlize A = [a;;] je ¢tvercovd matice Fadu n > 1, pak pro libovolny

(22.1)

Diikaz. Pro libovolné k dostaneme postupnou vyménou ptvodné k-tého radku s rad-

kem bezprostiedné nad nim

Iy 1
ri
detA =| —_
A k1
rd |k
*

= apAp + - F apnAgn

k—1

= (D

(=" (/M| = ae MGG [+ (1) M) =
= (=1 ag Mg + -+ (1) Mg, | =

k—1
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Dusledek 22.2. Necht A = [a;;] je ¢tvercova matice Fadu n > 1.

i) Jsou-li k,1 dva riizné indexy Fadkt matice A, pak
aklA” —+ -4 a,mAln =0. (222)

ii) Je-li A trojihelnikova matice, pak

det A =ayq - app. (22.3)

Diikaz. i) PovSimnéme si, Ze hodnota Ay; viibec nezavisi na [-tém radku matice A.
Plati tedy

*

rd |k
apiAp + o+ ag Ay, = | * =0.

rkA l

*

ii) Je-li A dolni trojuhelnikovd matice, plati (22.3) podle (20.15). Je-li A horni
trojihelnikova matice, pak opakovanym pouzitim (22.1) dostaneme postupné

ay; A2 ... Qin a1 aiz ... A1np—1
A9o ... Q9n 0 g2 ... aon—1
detA =| | . ) = Opn | . . ) == 011022 Qpp-
0 0 o Qpp 0 0 e Op_1p—1

22.2. Adjungovana a inverzni matice

Abychom si mohli zapsat rovnosti (22.1) a (22.2) maticové, zavedeme si nejprve

novy pojem.

Definice 22.3. Necht A je libovolna c¢tvercovd matice fddu n > 1. Pak adjungo-
vand matice A k matici A je ¢tvercova matice stejného fadu definovana predpisem

Ay ... A,
A= - | (22.4)
Aln Ann
Priklad 22.4. Pro matici
D 3 2 1
A=12 0 2 (22.5)
31 -1
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plati
AH:-(; _ﬂ:—z, Alg_—_g _f]:—(—2—6):8,
A13—-§ 2}22, A21——_§ _1}:_(_2_1):37
Am_é _”:—3—3:—6, A23——-§ ﬂzg
ASIZ-?] ;}:4, A32——_§ ;}:—47
aa= 2 2]
takze o 5y
Ao| s -6 -1 (22.6)
2 3 —4

Véta 22.5. Necht’ A je ctvercovd requldrni matice 7adu n > 1. Pak det A # 0 a

1 ~
= A .
det A

(22.7)

Diikaz. Je-li A ¢tvercova regularni matice, pak existuje posloupnost elementarnich
radkovych operaci, kterda pirevede A na jednotkovou matici I. Jelikoz determinant
matice upravené elementarni transformace se mize od determinantu pivodni matice
lisit jen nenulovym nasobkem a detI = 1, plati det A # 0.

Nyni si povSimnéme, ze (22.1) a (22.2) mizeme zapsat maticové pomoci adjun-
gované matice ve tvaru

AA = (detA)- L
1 ~
A A)=L
<detA )

Piiklad 22.6. Pro matici A definovanou rovnosti (22.5) dostaneme s vyuzitim
(22.6)

Odtud

O

-1

1 1 1

3 2 1 1 —23;1_—§%%
SRR ER SN -
o o 6 4 3

Spravnost vysledku si miizeme ovérit vynasobenim.
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Dusledek 22.7. Matice A je regularni, pravé kdyz det A =# 0.

Diikaz. Je-li A singularni, pak ma zavislé fadky, takze podle disledku (iv) ¢asti 21.4
plati det A = 0. Obracené tvrzeni plyne z pravé dokazané véty. (]

22.3. Determinant transponované matice

Véta 22.8. Necht A je clvercovd matice. Pak

det A" = det A. (22.8)

Diikaz provedeny na zakladé LU rozkladu lze najit ve skriptech Prof. Dostéla:
Linedrni algebra, které vydala VSB-TU Ostrava.

22.4. Determinant jako funkce sloupcu

Ze vztahu (22.8) vyplyva, Ze determinant povazovany za funkci sloupcti ma stejné
vlastnosti jako determinant povazovany za funkci radki. Naptiklad determinant je
antisymetrickd bilinedrni forma libovolné dvojice sloupci matice.

Zpisob odvozeni si budeme ilustrovat na dikazu nasledujici véty o rozvoji de-
terminantu podle sloupci, kterou upotiebime v ¢lanku 22.5.

Véta 22.9. Necht A je ctvercovd matice radu n > 1. Pak pro i =1,...,n plati

det A = auAu + o+ amAm (229)

Diikaz. S pouzitim véty 22.8 dostaneme

ai ce ap1
detA=detA" =| a; ...  an | =
A1p ce Apn

(=1)" g M|+ - (=1) a0 | M, | =
= (_1)Z+1a1i|M1i‘ A (1) My, | =
= a1iAqi + -+ Ay
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22.5. Cramerovy vzorce pro fesSeni soustav
Pouzijeme-li vzorec (22.6) pro inverzni matici k feSeni soustavy
Ax=bhb (22.10)

s regularni ¢tvercovou matici A fadu n > 1, dostaneme pro slozky z; feSeni x vzorce

1
i=[ATb]. = ——(Aub + -+ ALb,) 22.11
T [ ]Z dot A( 101+ + ) ( )

Pov8imneme-li si, obdobné jako pii odvozeni (22.2), Ze minory piislusné k prvkiam i-
tého sloupce neobsahuji prvky i-tého sloupce, miizeme vyraz v kulaté zévorce (22.11)
povazovat za rozvoj determinantu matice

1 1
A=[xb x]=[st ... st b sh, ... s2], (22.12)

n

ktera vznikne z A zaménou i-tého sloupce za b podle i-tého sloupce. Vyrazy

B det AP
~ detA’

x; i=1,....n (22.13)

se nazyvaji Cramerovy vzorce. Jejich specidlni pripady jsme si odvodili elementér-
nimi vypocty v kapitole 20.

Priklad 22.10. Najdéte feseni soustavy

3I1+25L’2+ ZE3:6

21 + 223 = 0 (22.14)
3$1 — o — Ir3 = 0
pomoci Cramerovych vzorct.
Reseni. Postupné vypocteme determinant matice soustavy
3 2 1
Al=12 0 2|=12
3 -1 -1
a Citatele Cramerovych vzorci
6 2 1 3 6 1 3 26
A =10 0 2|=12, [Aj=|2 0 2|=48 [A}=|2 0 0|=-12
0 -1 -1 3 0 —1 3 -1 0
i A A A
Ay Aj A3
DT etA 0 T detA T 0 T detA
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22.6. Pouziti Cramerovych vzorcu

Cramerovy vzorce, které jsme si odvodili v kapitole 22.5, 1ze povazovat za tuplné
feseni soustavy linedrnich rovnic v tom smyslu, ze ho redukuji na vy¢isleni souctiu
a soucint, prakticky dosazeni do vzorecku. To je uzitecné zejména v pripadech,
kdy potfebujeme vyjadrit feseni malé soustavy s proménnymi koeficienty. Jelikoz se
k efektivnimu vypoctu determinantu c¢iselné matice obvykle vyplati upravit matici
na trojihelnikovy tvar, ktery lze pfimo pouzit k feSeni soustavy, lze si jen tézko pred-
stavit efektivni vyuziti Cramerovych vzorct k feseni rovnic s ¢iselnymi koeficienty.
Obdobné tvahy plati i pro vzorce pro vypocet inverzni matice.
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Priklady k procviceni

1. Vypoctéte:

12 3 4
10 2 -1
01 2 0
101 2
a) rozvojem podle t¥etiho fadku.
b) rozvojem podle druhého sloupce.
2. Vyjadrete feSeni soustavy
(p + 2):171 - Ty = 1
—x1 + 229 = 1

v zavislosti na parametru p > 0. K feSeni pouzijte:

a) vzorce pro inverzni matici.
b) Cramerovy vzorce.

3. Najdéte nenulové feseni soustavy

2:E1+3f172—333:0
1 — X9 + x3 = 0

s vyuzitim véty 22.1 a vzorce (22.2).

......

soustavu, jejiz determinant je roven nule.

4. Rozhodnéte pomoci determinantu, zda ma soustava

r — Ty — T3 = 1
—x1 + X9 — I3 =
—Tr1T — X9 + r3 = 1

jediné teseni.
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Kapitola 23

Vlastni c¢isla a vektory

Pruvodce studiem

Linedrni transformace A obvykle nezobrazi dany vektor v na jeho ndsobek, takze v a
Av jsou typicky nezadvislé vektory. VyjimeCné se vsak muiZe stat, Ze existuje Cislo \ tak,
Ze Av = \v. Ukazuje se, Ze takové dvojice \ a v jsou velmi dileZité pro pochopeni line-
arnich transformaci a matic. V aplikacich se s nimi setkame napriklad pri studiu stability
systémd, pri analyze kmitani a pri numerickém reseni rovnic rovnovahy ci elektrického
pole.

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete umét:

e najit vlastni ¢isla a vlastni vektory matice,

e urcit ¢ast komplexni roviny, v niz se vlastni ¢isla nachazeji.
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NS NI NS}
NS R NI 'S
(V9]

Obr. 23.1: Matice a jeji spektrum

23.1. Vlastni ¢isla a vektory

Definice 23.1. Necht A € Z(7) je linearni transformace definovana na vektoro-
vém prostoru 7. JestliZze existuje nenulovy vektor v € ¥ a skalar A tak, Ze

Av = \v, (23.1)

pak se A nazyva wvlastni cislo transformace A, v se nazyva vlastni vektor prislusny
k Aa (A v) se nazyva vlastni dvojice transformace A.
Rovnost (23.1) si mizeme zapsat pomoci identity ve tvaru

(A= \)v = o, (23.2)

takze A\ je vlastnim cislem A, prave kdyz A — A neni prosté zobrazeni, a vlastni

vektory A prislusné k X jsou proky jadra A — M.

Mnozina vSech vlastnich ¢isel A € Z(¥) je podmnoZinou mnoziny o(A) vSech
skaldrii A, pro které neexistuje (A — AI)~L. MnoZina o(A) se nazyva spektrum trans-
formace A a pro transformace prostorti konecné dimenze je totozna s mmnozinou
vsech vlastnich ¢isel A. Slovo ,spektrum® znamena ,,duch® a vystihuje skutec¢nost,
ze spektrum na matici neni vidét, avsak s jeho pomoci se mnohé vlastnosti matic
snadno vylozi, obdobné jako hybani stolu na spiritistické seanci pomoci néjakého
ducha. Je tu ovSem i rozdil — pokud se néco dovime o spektru matice, pomiize nam
to fesit konkretni tlohy.

Priklad 23.2. Necht
10
A= )

Pak vektory standardni baze e;, e; jsou vlastni vektory matice A odpovidajici po

rfadé vlastnim ¢islim 1 a 2, nebot
1 0] (0] _ 5 0
0 20 (1] |1

(IR
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Vyjadrime-li si vektor x ve tvaru
X = T1€1 + Toeq,
pak si mizeme Ax vyjadrit ve tvaru
Ax =1 -x1e; +2 - xze5.

Priiklad 23.3. Necht .# je prostor vSech redlnych funkci, které maji vSechny deri-
vace spojité. Oznac¢ime-li si D zobrazeni, které kazdé funkci f pritazuje jeji derivaci
f" pak exponencidlni funkce f(x) = e spliiuje

Df(z) = ['(z) = X = Af(x).
Kazdé redlné ¢islo je tedy vlastnim ¢islem D. Oznadime-li si g(z) = sin(Ax), pak
—D?g(z) = —g"(x) = Msin(\z) = Mg(z),
takze kazdé nezdporné ¢islo je vlastnim ¢islem — D2

Priklad 23.4. Necht 7 je libovolny vektorovy prostor a I je identické zobrazeni
definované na 7. Pak pro kazdy vektor v € ¥ plati

Iv=1-v,

takze kazdy nenulovy vektor je vlastnim vektorem identity odpovidajici vlastnimu
¢islul ao(l) ={1}.

23.2. Charakteristicky mnohoclen a spektrum

Je-li A ¢tvercova matice, tak nasobeni matici A — AI neni podle ¢lanku 14.4 prosté
zobrazeni, pravé kdyz A — I je singulérni. Podle disledku 22.7 tedy skalar A € o(A),
pravé kdyz det(A — AI) = 0.

Vyraz det(A—AI) se nazyva charakteristicky mnohoclen matice A a kazdé vlastni
¢islo A € 0(A) je kotenem charakteristické rovnice

A — AT = 0. (23.3)

Nésobnost vlastniho ¢isla A jako kofene rovnice (23.3) se nazyva algebraickd ndasob-
nost.

Podle takzvané zakladni véty algebry ma kazda algebraicka rovnice s komplex-
nimi koeficienty alespon jeden komplexni koten. Odtud vyplyva, ze kaZda ctvercova
matice povazovana za transformaci komplexniho prostoru md neprazdné spektrum.

Ukazuje se, ze komplexni kofeny charakteristické rovnice mohou mit vyznam pro
pochopeni vlastnosti redlnych matic, které obvykle vznikaji pti formulaci technic-
kych problémi. V dalsim vykladu proto budeme uvazovat pouze komplexni vekto-
rové prostory a komplexni matice. Pfipomenme, 7ze realnou matici povazujeme za
zvlastni pripad komplexni matice.
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Resenim charakteristické rovnice miizeme vypocitat vlastni ¢isla a k nim pii-
slusné vlastni vektory malych matic. Napriklad vlastni ¢isla matice

2 1
A=
vypocteme feSenim rovnice
1 2=A 1 2 B
det(A—)\I)—‘ 1 2_)\‘—/\—4)\+3—0,
odkud Ay = 3,y = 1. Vlastni vektory matice A vypocteme postupné resenim
soustav
/\12 —$1+$2:0 /\22 $1+$2:0
Il—IQZO ZL’1—|—ZE2:0,
odkud

Snadno si ovéiime, ze

b Bl =e b [l ]

23.3. Neprazdnost spektra transformace

Véta 23.5. Necht A € L(V) je linearni transformace komplexniho prostoru ¥
konecné dimenze. Pak o(A) # (.

Diikaz. Necht . = (fi,....1,) je baze ¥. Jelikoz matice A = [A], m& neprazdné
spektrum, podle ¢lanku 23.2, existuje A € C a sloupcovy vektor x = [z1,..., 2,]"
tak, ze
Ax = A\x.
Oznacme si
v=xfi +--+ 2,8, ,

takze [v] , = x. Pak

[Av] 5 = [A] 5 [V]

9
I
>
"
I
>
"
I
>
<
S
|
~
<.
S

takze Av=2Ava A€ o(A). O
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23.4. Invariantnost vzhledem k podobnosti

Vzhledem k tomu, Ze podobné matice lze povazovat za matice téhoz zobrazeni v
riznych bazich, da se ocekavat, ze podstatné charakteristiky podobnych matic budou
stejné.

Necht A je libovolna ¢tvercova matice a necht

Ae = \v. (23.4)
Po prendsobeni (23.4) libovolnou regularni matici T dostaneme
TAe = \Te,

odtud
TAT '(Te) = A\(Te).

Odtud plyne, ze podobné matice mayji stejnd vlastni cisla.

Podobnost zachovava nejen spektrum, ale i charakteristicky mnohoclen. Sku-
tecné, pouzitim véty 21.8 o souc¢inu determinantl a jednoduchymi ipravami dosta-
neme

det(TAT ' — M) = |[TAT ' = ATIT | = [T(A - AT !| = |T||A - \I||T | =
= det(A — \I) ,

takze podobné matice maji stejny charakteristicky mnohoclen.

23.5. Soucdet a soucdin vlastnich ¢isel

I kdyz jsme si Tekli, ze spektrum neni na matici obvykle vidét, neznamena to, Ze na
matici neni vidét zddna informace o spektru. Ukazeme si to podrobnéjsim rozborem
charakteristické rovnice.

Pomoci matematické indukce a induktivni definice determinantu lze dokazat, ze
pro ¢tvercovou matici A = [a;;] n-tého fadu plati

det(A — AI) = (a1 — A) -+ (@nn — A) + pus(N), (23.5)

kde p, 2 je mnohoclen Fadu nejvyse n — 2. Charakteristicky mnoho¢len (23.5) mi-
zeme dale upravit na tvar

det(A — AI) = (=A)" + (a11 + = + @pn) (=N)""" + gn_2(N), (23.6)

s mnohoélenem ¢, 5 stupné nejvyse n — 2. Jelikoz charakteristicky mnohoclen (23.5)
je mnohoclen n-tého stupné, mizeme ho také vyjadrit pomoci zakladni véty algebry
ve tvaru souc¢inu kotfenovych ¢initelt

det(A = M) =X =N\, = A) =

= (A A e A (N A A (23.7)
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Po dosazeni A = 0 do (23.7) dostaneme
det A =X\ -\, (23.8)
a porovnanim koeficientt u (—\)"~! v (23.6) a (23.7)
a1+ oo Ay =N N (23.9)
Soucet diagondlnich prvki matice se nazyva stopa matice.

Piiklad 23.6. Urcete soucet a soucin vlastnich ¢isel matice
2 1
A=)
Reseni. Necht \i, \y jsou vlastni ¢isla matice A. Pak

M+X=2+2=4
)\1/\2:4—1:3.

23.6. Lokalizace vlastnich c¢isel

Pri feSeni nékterych tloh neni nutné mit dplnou informaci o spektru, ale sta¢i jen
urcit ¢ast komplexni roviny, kde se spektrum nachazi. Naptiklad najdeme-li ¢ast
komplexni roviny, kterd obsahuje spektrum dané matice A a neobsahuje nulu, bu-
deme mit, podle (23.8), zaruceno, 7e A je regularni. Z tohoto diivodu je uziteéna
nasledujici véta.

Véta 23.7. (Gersgorin). Necht A = [a;;] je ¢tvercovd komplezni matice fddu n a
necht

ry = \a,1\+—|—\a“|++|am| a %:{ZL’EC |l‘—a“" ST@},
kde striska nad symbolem znaci jeho vynechani. Pak

o(A) C AU---USA.

Diikaz. Necht Ax = \x, x = [11,...,7,]" ax # o. Pak
AT+ ..o+ 0T+ Gy, = /\Ii,
odkud prevedenim ¢lenu a;2; na pravou stranu dostaneme

a1+ ...+ 0T + ..+ Gty = ()\ - a“)xz
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Vlastni ¢isla a vektory

Obr. 23.2: Spektrum matice

Pomoci vlastnosti absolutni hodnoty tak snadno ovéiime, ze plati
|||+ -+ [z [@s] e |G |Ta] > A — @] |, (23.10)
Necht i je takové, ze |x;| = mjax|xj|. Jelikoz |x;| > 0, plati
|l /i) < 1. (23.11)
Vydélime-li rovnost (23.10) |z;|, dostaneme s pouzitim (23.11)
|az‘1|+"'+\/ﬂl;|+"'+|am| > [\ = ail,
tedy A € .7, O

Piiklad 23.8. Pomoci GerSgorinovy véty najdéte co nejmensi ¢ast komplexni ro-
viny, ktera obsahuje spektrum matice

A=

)
=0 O .

0
1
4

Reseni. ri =i/ +[0|=1,ro =14+1=2,73=1+]i| =2. Odtud ./, = {z € C: |z —
-2l <1}, S ={reC:|lz—-3 <2}, ={z € C: |z—4 < 2}, takze
o(A) C A U .S U.S. Cast komplexni roviny obsahujici 0(A) je na 23.2, kde je
vySrafovana oblast obsahujici 0(A). Z obrazku 23.2 plyne, 7e 0 € o(A), takZe matice
A je regulérni. A
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Priklady k procviceni

1. Najdéte vSechna vlastni ¢éisla a vlastni vektory matic:

3 10 210 010
a) A=1(0 2 1 b) B=|[0 1 1 c) C=1(0 0 1
0 01 0 01 0 00
2. Najdéte vsechna vlastni c¢isla matice
1 00
A=1|0 5 4
0 4 5
3. Necht
5 4
A= [4 5} |

Vypoététe vlastni éisla matic A, A% AL

4. Necht A je libovolna regularni matice s vlastnim ¢islem A. Dokazte:
a) A2 € o(A?).
b) A7l € o(ATh).
¢) N2 +2\+1€0(A?+2A +1).

5. Necht
2. 1 0
A = -1 47 1
1 1 4

a) Vypoctéte soucet a soudin vlastnich ¢isel matice A.

b) Znazornéte ¢ast komplexni roviny, kterda podle Ger§gorinovy véty obsahuje o(A).

Pojmy k zapamatovani

— spektrum matice,
— charakteristicky polynom,
— charakteristicka rovnice,

— Gersgorinova véta.
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