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Pfiklad - odhad stfedni hodnoty normalniho rozdéleni
Klasicky pfistup

Necht xi, Xo, ..., X; jsou i.i.d. nahodné veliCiny,
normalni rozdéleni, znamy rozptyl (o2 = 1)

u € R ...neznamy parametr (stf. hodnota)

Z nezavislosti plyne

t t
fu(x1, X, %) = [] fu() = (27) 2 exp <—; S (6 - ,,L)2> .

Vérohodnostni funkce:

/(/J,) = fM(X1 s ,Xt)



Pfiklad - odhad stfedni hodnoty normalniho rozdéleni

Klasicky pfistup - maximalné vérohodny odhad

maximalné verohodny odhad [iy :

amL(xq, X2, ..., X¢) = argmax /(u)
nER

Maximalizaci vérohodnostni funkce dostaneme:

t
. 1
. ) = Y x.
=1



Pfiklad - odhad stfedni hodnoty normalniho rozdeleni

Klasicky pfistup - intervalovy odhad

pFi znamém rozptylu o2:
1\t
- X’T —
T2t XTI (0, 1)
g
Odtud dostavame intervalovy odhad

<ZXT— 2 ZXT z1_>

kde zg, z1_¢ jsou kvantily N(0,1).

Pro vSechna 1 € R tedy plati:

t
X — Z1 (¥</,LS1 tZ-]_g :1—a.
Z t — \[



Pfiklad - odhad stfedni hodnoty normalniho rozdéleni

Bayesovsky pfistup - model

Statisticky model: podminéna hustota pravdépodobnosti

_ 2
F(x|u) = jﬂexp (—(X 1 )

Neznamy parametr: ;, ndhodna veli¢ina

Sdruzena hustota nahodného vektoru xi, xo, . .., X;:

t t
F(x1, %2, xilw) = [ F(xel) = (27) "2 exp (—;Z(XT - u)z) :

=1



Pfiklad - odhad stfedni hodnoty normalniho rozdéleni

Bayesovsky pristup - apriorni husota

@ z praktickych divodd normalni rozdéleni
@ velky rozptyl - nemame vhodnou apriorni informaci

Napriklad:
1 1 uz
() = \/T—FGXP (—2100)



Pfiklad - odhad stfedni hodnoty normalniho rozdéleni

Bayesovsky pfistup - aposteriorni hustota

fulx, . xe) oo F(xp,. o x| w) F(p)




Pfiklad - odhad stfedni hodnoty normalniho rozdéleni

Bayesovsky pfistup - aposteriorni hustota




Pfiklad - odhad stfedni hodnoty normalniho rozdéleni
Bayesovsky pristup - bodovy odhad

Ztratova funkce: kvadraticka, prakticka volba
L(a,p) = (a— ) (1)
Optimalnim rozhodnuti (odhad) /i:

p e Argmin [ (@~ p)f(ulxi,..... x)ds
acR

[ (@ wPful. .. x)d

— & 2a [ uf(ulxi.. x)dn [ WPl )



Pfiklad - odhad stfedni hodnoty normalniho rozdéleni
Bayesovsky pristup - bodovy odhad

globalni minimum v bodé [ pf(u|x1,. .., Xx:)du

Bodovy odhad:

;o
f= P
1

]
t-l—mT



Pfiklad - odhad stfedni hodnoty normalniho rozdéleni
Bayesovsky pfistup - bodovy odhad MAP

Jind moZnost bodového odhadu: maximalni aposteriorni
odhad, obdoba MLE

fmap(Xq, Xo, ..., Xt) = arg max f(ul X1, X2, . . ., Xt) ()
Pro normalni aposteriorni rozdéleni:
Amap = [i

Nebayesovské: Nelze vyjadrit jako minimalizaci ztratové funkce.



Pfiklad - odhad stfedni hodnoty normalniho rozdéleni

Bayesovsky pfistup - intervalovy odhad

Intervalovy odhad: mnozina C, pro niz plati
P(pe Clxy,....,xt)=1—qa.
PoZadujeme, aby C byla co nejmensi, tj. C ma tvar
C={peR|f(ulxy,...,x) >k}

pro néjaké k > 0.



Pfiklad - odhad stfedni hodnoty normalniho rozdéleni

Bayesovsky pfistup - intervalovy odhad

Aposteriorni rozdéleni je normalni, proto C je interval

e
=(—F D % —F——2Z1-9,
t+ 155 1 2

=1 t‘i‘m




Pfiklad - odhad stfedni hodnoty normalniho rozdéleni

Srovnani klasického a bayesovského pfistupu

@ Neznamy parametr y:
e klasicky pfistup: bod z R
e bayesovsky pfistup: nahodna veli¢ina s hodnotami R

@ Statisticky model:

e klasicky pfistup: rozdéleni pravdépodobnosti zavislé na
parametru

e bayesovsky pfistup: podminénou hustotou
pravdépodobnosti

@ pro konkrétni po € R jsou £, (x) i f(x-|pu = po) stejna
rozdéleni pravdépodobnosti



Pfiklad - odhad stfedni hodnoty normalniho rozdéleni

Srovnani klasického a bayesovského pfistupu

@ Intervalovy odhad:
e klasicky: dvojice nahodnych veli€in T;(x), Ty(x),

VueR:P(Ti(x) <u<Tyx))=1-a,

rozdéleni T;(x), T,(x) je ur¢eno parametrem p.

e bayesovsky: mnozina C, P(i € Clxq,...,X:) =1 —a,
primocara interpretace v porovnani s klasickym
intervalovym odhadem

@ Nezavislost pozorovani:
o klasicky: xq, X2, ..., X; nezavislé
e bayesovsky: xi, Xz, ..., X podminéné nezavislé pfi daném p

t
[ 111 sl
T=1

t
[T0e) = I [ froc e
=1

f(X1,X2,...,Xt)



Pfiklad - odhad stfedni hodnoty normalniho rozdéleni

Srovnani klasického a bayesovského pfistupu

@ Apriorni informace:

VSechna rozdéleni veli€iny x. tvofi nekonecné rozmérny
prostor.

Pfredpoklad, Ze data pochazi z rozdéleni f,(x) pro néjaké
1 € R prinasi informaci, ze skute¢né rozdéleni x, lezi v
konkrétnim konecné rozmérném podprostoru.

Pfredpoklad konkrétniho statistického modelu f,(x) je tedy
silnou apriorni informaci o neznamém rozdéleni veli¢in x.



Pfiklad - odhad stfedni hodnoty normalniho rozdéleni

Srovnani klasického a bayesovského pfistupu

@ Apriorni informace (pokracovani):

e klasicky pristup: VeSkera apriorni informace vyjadrena
statistickym modelem. Nemame moznost do ulohy
jednoduse zanést dal&i informaci.

o bayesovsky pristup: Kromé informace reprezentované

vvvvv

reprezentovana apriorni hustotou.



Priklad - Bernoulliovy pokusy
Model

X1, X2, ..., Xt ...posloupnost Bernoulliovych pokusl
Statisticky model:
felp) = ptoD(1 =)0,

t
f(X17X27"'7Xt|p) = Hf(XT|p)7

p € (0,1) je nezndmy parametr.



Priklad - Bernoulliovy pokusy

Apriorni hustota

Apriorni rozdéleni: beta rozdéleni s parametry v, vy € R*:

_ (1 —p)yoTpn
o) = B(vo, 1)

kde B: Rt x RT™ — R je beta funkce

B(a,b) — /01 (2-1(1 — £)o-di
r(a)r(pb)

Na+b)
Gamma : RT™ — R* je gamma funkce,
+o00
r(a) = / ettt
0

Pro a > 0 plati
Na)=(a-1)ra-1).



Priklad - Bernoulliovy pokusy

Aposteriorni hustota

Aposteriorni hustota:
f(plxi.....x) o f(P)H(X4,....xilp)

t
CIEED

x (1 llo 1 l/1 1Hp5(X7—

)00xr.0).



Priklad - Bernoulliovy pokusy

Aposteriorni hustota

Oznatme V = 3!, §(x, 1. Pak
f(plxt, ... x) o (1—p)o ' pY(1—p)~"Y

o (1 o p)zxo+t7Vf1pu1+Vf1.

Odtud plyne: Aposteriorni rozdéleni je také beta rozdéleni,

(1 _ p)u0+t—V—1p1/1+V—1
B(vo+t—V,v1 +V) ’

f(p|x1,...,Xt) =



Priklad - Bernoulliovy pokusy

Predikce

Predikce x;, 1 na zékladé pozorovani x, ..., X
f(Xt+1|X17"'7Xl‘
:/f(Xt+1>P|X1,---,Xt)dP
= [10stlp. . x)fplxe. .. x)op

/er+1’P plXt,..., Xt)dp

p)é(xt+1 0)+V0+t V- 1p6(XH_1 1)+1/1+V 1
B(vp+t—V,v4 + V)
_ B(0(xt11,0) + o+t =V, 6(Xp41,1) + 1 + V)
B(Vo+t— V,V1 + V)




Priklad - Bernoulliovy pokusy
Predikce

Pro x;,1 = 0 dostaneme:

f(Xt+1 =0[x1,..., %)
By +t-V+1,01+ V)
o B(Vo—i—t—V,l/1+V)

T +t—=V+ 1) (v + V) Mo+ vy + 1)

B Mrvo+v1+t+1) Mvo+t— V)I(v1 + V)
vo+t—V
vg+uvy +t

Obdobné pro x; 1 = 1:

Z/1+V

f(Xts1 = 1x1,..., %) = AT



Priklad - segmentace digitalniho obrazu

Veli¢iny

Digitalni obraz:
@ n x nbodu
@ souradnice: (i,j) e S={1,...,n} x{1,...,n}
@ dva druhy ndhodné vyplné: nahodny vektor

X = (Xj)(ijyes

s hodnotami v {0, 1}(™)
@ obrazova informace: ndhodny vektor

Y = Yi)ijes

s hodnotami v R(™).



Priklad - segmentace digitalniho obrazu
Model

Pozorované veliCiny y; v bodé (i, j)
@ zavisi pouze na druhu textury v tomto bodé (hodnoté x;;)

@ maji normalni rozdéleni se znamymi parametry
(1o, 08), (11,0%) € R x RT

fyix) = T filxy)

(i.j)eS

1 (i — e\ )"
w)  — _ VT Fe
o = 11 (oo (247

ce{0,1}




Priklad - segmentace digitalniho obrazu
Data

Pfiklad segmentace a obrazu o rozmeéru 40 x 40 px
Textury se tedy liSi pouze rozptylem.

0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 25 30 35

(a) Segmentace (hodnota x) (b) Pozorovany obraz (hodnota y)



Priklad - segmentace digitalniho obrazu

Formulace problému

Odhad segmentace <« nalezeni odhadu X
Potfebujeme aposteriorni hustotu f(x|y)!
N&hodny vektor x dimenze n? je neznamym parametrem.

Potfebujeme vhodnou apriorni hustotu f(x).



Priklad - segmentace digitalniho obrazu

Uniformni apriorni hustota

Uvaha: “Nemame Z4&dnou informaci o tom, jak jsou jednotlivé
typy vyplné zastoupeny ani informaci o tom, kde se jednotlivé
objekty v obraze nachéazi a proto zadné hodnoty segmentace
nemuzeme preferovat pred jinymi.”

— Volime rovnomeérnou apriorni hustotu.

fx) = ! (3)

()’

N

Pro kazdé (i,)) € Sje f(x;) = %, a veli€iny x; jsou navzajem

nezavislé, tj.
= I ). (4)
(i)H)eS



Priklad - segmentace digitalniho obrazu

Uniformni apriorni hustota

fixly) =

= H f(xily)
(i,j)eS

= H f(x;lyi)-
(i,f)es

i— e 2
o (-0527)
f(xj = clyy) =

)2
256{0,1}0176)('3 <_(y//2;20)



Priklad - segmentace digitalniho obrazu

Ztratova funkce

Zvolme tzv. 0 — 1 ztratovou funkci
L(a,x)=1-4(a, x)

Stfedni hodnotu ztr. funkce vzhledem k aposteriornimu
rozdéleni:
E[L(a,x)ly]=1—f(x = aly)

Odtud plyne
X € Argmax f(aly).
ac{0,1}(™)



Priklad - segmentace digitalniho obrazu
Optimalni odhad

X podmineéne nezavislé pfi daném y

Ell(a, =1~ ] 0= ajlyy)-
(i,))es

Odtud plyne:
X € Argmin E[L(a, x)|y]
ac{0,11()
&

Xj € Argmax f(x;]y;).
X,'jE{O,1 }



Priklad - segmentace digitalniho obrazu

Optimalni odhad pro uniformni apriorni hustotu

Vysledny odhad segmentace (pro data z predchoziho obrazku):

0 5 101520253035

Obrazek: Odhad segmentace pro uniformni apriorni hustotu

Nevyuzili jsme dusledné apriorni informaci!



Priklad - segmentace digitalniho obrazu

Znovu a lépe - Gibbsova apriorni hustota

Apriorni informace: scéna zachycuje “vétsi jednoduché
objekty”!

Oblasti se stejnou hodnotou segmentace budou s vétsi
pravdépodobnosti tvofit vétsi souvislé plochy.

Gibbsova distribuce:

) = 3 exp(=AH(X)

2(9) = [ exp(-3H(x))ox

H(x) ..."“energie”



Priklad - segmentace digitalniho obrazu

Energeticka funkce

Energii H(x) Ize vhodné zvolit umérnou poCtu sousednich
pixeld s odliSnymi hodnotami segmentace.

Mnozina bodu, které pfimo sousedi s bodem (i, j) € S:
N(i.j) ={(k.l)e S:|i—kl+]j—1[=1}
Energii H(x) Ize vyjadfit ve tvaru
Hix)=- Y > (x| -
(i.))eS \(k.eN(i)

H(x) je pfimo umérna celkové délce hranice mezi jednotlivymi
oblastmi.



Priklad - segmentace digitalniho obrazu

Aposteriorni hustota

f(x]y) o<

L 2 5(ij,C)
( II 11 ( oXp <—(y”205°) )) ) exp (—FH(x)).
(ij))eSce{0,1} ¢

Nelze faktorizovat = obtizna maximalizace!



Priklad - segmentace digitalniho obrazu

Aposteriorni hustota - normalizaéni konstanta

Normaliza¢ni konstanta pro aposteriorni hustotu:

. 2 §(Xl'jvc)
= (11 (el 27))
x€{0,11() \(i))eS ce{0,1} Oc

Pro obrazek 40 x 40 pixeld Fadové 10%®" operaci!



Priklad - segmentace digitalniho obrazu

Aposteriorni hustota - praktické feseni

Lze reSit pomoci Monte Carlo (MC) metod - generujeme
nezavislé vzorky - odhad stf. hodnoty z aposteriorniho
rozdéleni atd.

Problémy:
@ obrovska dimenze, neefektivni vzorkovani, prakticky
nepouzitelné

@ neumime najit normaliza¢ni konstantu, nelze pouzit bézné
MC metody

Reseni: Markov Chain Monte Carlo - generujeme zavislé
vzorky z Markovského fetézce se stacionarnim rozdélenim

f(x]y).



Priklad - segmentace digitalniho obrazu

Aposteriorni hustota - vizualizace vysledku pomoci MCMC

Aproximace aposteriornich marginalnich hustot pro Gibbsovu
apriorni hustotus 5 = 0.4

10
15
20
25
30
35

(- L L Il il
0 5 101520 25 30 35

Obrazek: Vizualizace marginalnich aposteriornich hustot veli¢in x;.
Bod na soufadnici (i, j) je zobrazen s odstinem $edi Umérnym
f(xj = 1]y) (pro f(x; = 1|y) = 0 Cerné, f(x; = 1|y) = 1 bile)



Priklad - segmentace digitalniho obrazu

Zaver

@ Vyuziti apriorni informace muze byt rozhodujici pro
uspésné reseni.

@ S pomoci vhodnych metod (MCMC) Ize odhadovat i
modely s obrovskym mnozstvim parametra.



